Baricentro ou centroide: cinco problemas resolvidos
das listas da Olimpiada Internacional de Matematica

Juan Lopez Linares jlopez@usp.br
Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, Universidade de Sdo Paulo, Pirassununga, Sdo Paulo,
Brasil

Joao Paulo Martins dos Santos jp2@alumni.usp.br

Academia da For¢a Aérea—AFA, Pirassununga, Sao Paulo, Brasil

Alessandro Firmiano de Jesus lezandro@gmail.com
Academia da Forca Aérea—AFA, Pirassununga, Sao Paulo, Brasil

Resumo

Apresentamos os conceitos basicos relativo ao baricentro. Cinco problemas propostos para a
Olimpiada Internacional de Matemadtica (IMO) sdo discutidos em detalhe. Uma combinacio
de outros conteidos também sao estudados: Reta de Euler, homotetia, quadrildteros ciclicos,
areas, desigualdades, lugares geométricos, teoremas de Napoledo e de Simson-Wallace. As
demonstracdes envolvidas nas solugdes sdo complementadas pela disponibilizagdo dos respectivos
links das figuras interativas usando o Geogebra. E esperado que o artigo possa ser apreciado tanto
por estudantes que se preparam para as fases finais de competicdes nacionais ou internacionais,
quanto por professores que atuam no ensino e se interessem em problemas mais desafiadores.

Palavras-chave

Olimp{adas internacionais de Matematica, Baricentro, Centroide, Ensino Médio e Universitario,
Geometria.

1 Introducao

Este material didatico foi usado durante uma aula de um curso de “Geometria
com Geogebra'para professores de Matemdtica do Ensino Fundamental e Médio
de todo o Brasil, ministrado pelos autores, a distancia, no primeiro semestre de
2021.

As solugdes apresentadas complementam algumas poucas disponiveis nos
foruns em lingua inglesa e nas publicacdes das competi¢des. Usando argumen-
tos menos rebuscados, focamos na apresentacao mais detalhada das transi¢oes,
possibilitando que alunos em niveis menos avancados consigam acompanhar o
desenvolvimento do problema. Adicionalmente, uma versdo interativa das figuras

do texto também € disponibilizada no site do Geogebra.
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No Problema 1 é dado um quadrilétero ciclico ABC'D e é pedido para mostrar
que os baricentros dos tridngulos ABC, BCD, CDA e DAB pertencem a uma
mesma circunferéncia. Primeiro, prova-se que o centroide do quadrildtero coincide
com o centroide dos baricentros dos tridngulos citados. A seguir, uma homotetia

com centro no centroide comum resolve o problema.

O Problema 2 apresenta um tridngulo arbitrario ABC' e um ponto M no
interior deste. E pedido para provar a validez de certa desigualdade e mostrar
quando acontece a igualdade. O desafio € interpretado como uma soma de areas.
Virias transformacdes de equivaléncia levam a desigualdade dada a uma soma de

quadrados.

O Problema 3 apresenta dois pontos P; e P, que sdo colocados arbitrariamente
sobre duas circunferéncias (um em cada uma). E pedido encontrar o lugar geo-
métrico do ponto médio de P, e P,, quando estes passam por todas as posi¢des
possiveis. Uma constru¢do geométrica dindmica no Geogebra sugere a resposta e

uma justificativa algébrica € dada.

No Problema 4 se explora a geometria do tridngulo Napolednico interno de um
AABC arbitrario. Solicita-se determinar o lugar geométrico dos centroides dos
tridngulos equildteros A’ B'C"” para os quais as triplas de pontos A, C, B'; B', A, C’

e C', B, A’ sdo colineares.

O Problema 5 combina transformacdes de reflexdo e homotetia e as proprieda-
des do ortocentro, circuncentro e baricentro. Se usa o teorema de Simson-Wallace
para demonstrar uma condi¢cdo necessdria e suficiente para trés pontos serem

colineares.

Na preparacao para uma Olimpiada Internacional de Matematica (IMO) cada
delegacdo (menos o pais sede) pode enviar problemas para formar a base de
dados inicial, chamada lista longa (LongList, LL). Os mesmos nao podem ter
sido usados em competi¢des anteriores, nem publicados e devem abranger varios
topicos de Matemdtica pré-universitdria. O pais sede da competicdo cria um Comité
de Selecdo que escolhe os melhores problemas da LL para formar a lista curta
(ShortList, SL). Os professores Lideres, um por equipe, recebem a SL no primeiro

dia da reunido e escolhem, por maioria simples, os seis problemas da SL que serdo
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usados na IMO. As duas listas sdo mantidas em segredo até a IMO do préximo

ano.

Anteriormente discutimos outros conjuntos de problemas de olimpiadas in-
ternacionais de Matematica [5], [4] e [3]. Iniciamos com uma introducdo dos

conceitos basicos sobre o baricentro.

2 Conceitos basicos

A Figura 1 mostra um tridngulo ABC. Sejam D, F e F' pontos médios dos
lados BC, C'A e AB, respetivamente. As medianas AD, BE e C'F’ concorrem no

ponto GG, chamado baricentro ou centroide [6].

Proposicao 2.1. A distancia de um vértice ao baricentro é duas vezes a distancia

do baricentro ao pé da mediana correspondente.

BC
Demonstragdo. EF é base média do AABC logo EF || BC e EF = -

Sejam H e I pontos médios dos lados BG e C'G, respetivamente. Temos que o

BC
segmento H I é base média do AGBC. Segue que HI || BC'e HI = —

Como EF || HI e EF = HI o quadrilatero EF HI é um paralelogramo
e suas diagonais HF e F'I se encontram nos seus pontos médios: HG = GE
e F'G = GI. Concluimos que BG = 2GE e CG = 2GF. Analogamente se
demonstra que AG = 2GD. [
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Figura 1: A distancia de um vértice ao baricentro é duas vezes a distancia do
baricentro ao pé da mediana correspondente. Guia para a demonstragao da Propo-
sicdo 2.1. Versdo interativa aqui.

Usaremos a notagdo S(P) para referirmos a drea do poligono P. A Figura 2

permite acompanhar os detalhes da constru¢ao da Proposi¢do 2.2.

Proposicao 2.2. O baricentro G do ANABC' determina com os vértices e pon-
tos médios M ag, Mpc e Moy dos lados AB, BC e C'A, respectivamente, seis

triangulos de igual drea. Isto é,

S(AGMap) = S(BGMag) = S(BGMpc) = S(CGMpc)

= S(CGM¢ga) = S(AGMca) = S(ATBC)

Os tridngulos AGB, BGC e CGA tém a mesma drea. Isto é,

S(AGB) = S(BGC) = S(CGA) = @.

Os tri(ingulos ACMAB, BCMAB, BAMBc, CAMBc, CBMCA e ABMCA tém
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a mesma drea. Isto é,

S(ACMap) = S(BCMag) = S(BAMpc) = S(CAMpgc)

= S(CBMca) = S(ABMca) = @

Figura 2: Igualdade de dreas envolvendo o baricentro. Guia para a demonstragdo

da Proposicdo 2.2. Versao interativa aqui.

Demonstragdo. Sejam G¢, G4 e G os pés das alturas do ponto G sobre os lados

AB, BC e CA, respectivamente. Como GG € altura comum aos tridngulos
AGMsg e BGMsg e AMsg = M 4B temos:

S(AGMap) = S(BGMag).

Adicionalmente, os tridngulos ACM 45 e BCM 45 tém a mesma altura e base de
igual medida. Logo,
S(ACMag) = S(BCMag).

Os dois resultados anteriores permitem afirmar que:

S(ACG) = S(BCG).
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O resto das igualdades € provada do mesmo modo. O

Seguiremos a estratégia de [ ] para definir o baricentro de um poligono usando
o conceito de centro de massa para um conjunto finito de massas pontuais e
unitdrias. Isto &, para os pontos com coordenadas cartesianas A; = (A;;, A;,), com

1 <i<net,n €N, define-se o baricentro G como:

G - % zn: Am, zn: Aiy
=1 i=1

Ou seja, as coordenadas cartesianas de GG sdo as médias aritméticas das coordenadas
dos A;,1=1,2,---n.

Uma vantagem do método de E. Carneiro e F. Girdo em [!] € permitir mostrar
de forma simples a colinearidade do ponto de Nagel, o baricentro e o incentro
(encontro das bissetrizes internas). Essa abordagem também faz uma introducao

implicita do conceito de coordenada baricéntrica.

O ponto de Nagel € definido pela concorréncia das cevianas do mesmo nome.
Estas sdo os segmentos de um vértice do tridngulo ao ponto da intersecdo do

exincirculo com o lado correspondente.

Outros dois centros de tridngulos sao o circuncentro (encontro das mediatrizes)
e o ortocentro (encontro das alturas). A seguir mostraremos que os dois pontos
anteriores ficam alinhados com o baricentro. A reta que passa por eles é chamada

de reta de Euler.

Proposicao 2.3 (Reta de Euler). Para todo tridngulo ABC, o circuncentro O, o
baricentro G e o ortocentro H sdo colineares e HG = 2GO. Adicionalmente,

sendo D o pé da mediana relativa ao vértice A, vale que AH = 20D.

Demonstragcdo. A Figura 3 ilustra um tridngulo ABC'. Sejam D e E pontos médios
dos lados BC' e C'A, respectivamente. Sejam H, e H;, os pés das alturas relativas
aos vértices A e B. Construimos o circuncentro O e o ortocentro H do tridngulo

ABC. Denotamos por G’ a interse¢do das retas AD e HO.

Iremos mostrar que o ponto G' = G € o baricentro, isto é, H, G e O sao

colineares. Temos que DFE é base média relativa ao lado AB. Logo DE || AB
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AB
g = 2. Como AH, || OD e BH,, || OF segue que /ZBAH = ZEDO e

/ABH = /DFO.
Por angulo-angulo temos AABH ~ ADFEQ. Portanto

BH AH AB

EO_DO_DE_Z

Adicionalmente, por alternos entre paralelas, /HAG' = ZODG' e por opostos
pelo vértice ZAG'H = /DG'O. Consequentemente, por Angulo-angulo temos
NAHG' ~ ADOG'. Portanto

AH  HG  AG
DO~ OG' ~ DG'

Como AG' = 2DG" e AG = 2DG concluimos que G' = G e os pontos H, G e O

sao colineares (pertencem a reta de Euler). ]

Figura 3: Guia para a demonstracdo da Proposi¢do 2.3. Os pontos H, G e O sao

colineares e determinam a reta de Euler. Versdo interativa aqui.
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3 Baricentro, homotetia, quadrilateros ciclicos. P36-LL-IMO-1966.

Problema 1. Seja ABC D um quadrildtero ciclico. Mostrar que os baricentros dos
tridngulos ABC, BCD, CDA e DAB pertencem a um mesma circunferéncia.

A IMO 1966 foi realizada na cidade de Sofia, Bulgéria. Esse € o Problema 36

da lista longa e foi proposto pela delegacao da Polonia [2].

3.1 Resolucio do Problema 1.

A Figura 4 mostra uma construcao geométrica inicial.

Consideramos que c € a circunferéncia circunscrita ao quadrilatero ABCD.

Sejam D', A’, B" e C' os baricentros dos tridngulos ABC, BCD, CDAe DAB,
respectivamente.

Figura 4: Constru¢do geométrica inicial para o Problema 1. Versao interativa aqui.

Proposicao 3.1. O ponto G, baricentro do quadrildtero ABC D, coincide com o
ponto G’ baricentro do quadrildtero D' A'B'C’, isto é, G = G'.

Demonstragcdo. Temos:

1
3
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1
A’:g-(Bm+Om+Dx,By+Oy+Dy),

1
B’:§'(Cz+Dx+Az,Cy+Dy+Ay),

1
C’:g-(Dx+Ax+Bz,Dy+Ay+By),

onde J = (J,, J,),com J € {A, B,C, D}.

Somando, por coordenadas, as quatro equagdes anteriores segue:

1
G = Z(D;+A;+B;+C;,D;+A;+Bé+c;)
1
=1 (34, + 3B, +3C, + 3D,,3A, + 3B, + 3C, + 3D,)
1
= Z~(Ax+Bx+Cx+Dm,Ay+By+Cy+Dy):G.

]

Proposicio 3.2. Com relagéo aos pontos A, B,C, D, A', B',C', D' e G (Figura 5)

vale que:

AG BG CG DG

AT ap GO ap - °

Figura 5: Constru¢do geométrica para o Problema 1. Versao interativa aqui.
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Demonstragdo. Temos:

1
Gx—A$:Z~(BI+Cx+Dx—3Ax),
1
Gy—Ay:Z'(By+Cy+Dy_3Ay)a
1 2 2
AG_Z- (B, +Cy+ D, —34,)"+ (B, +Cy,+ D, —34,)".
Também temos:
, 1 1
A —Gx:g-(Bx+0x+Dm)—Z-(AerBerCerDx)
1
, 1 1
Ay_Gy:g'(By+Cy+Dy)_Z'(Ay+By+Cy+Dy)
1
:E'(By+cy+Dy_3Ay)a
I 1 2 2
GA _E-\/(B$+Cz+Dm—3Am) + (B, +Cy+ D, —3A,)".

Com isto provamos que

AG
GA ~

O resto da demonstracao € feito de forma andloga. [

3.

As duas proposi¢Oes anteriores permitem afirmar que uma homotetia, com

. ) 1
centro no ponto G, e fator de proporcionalidade —— transforma A, B, C, D e ¢
em A', B', C", D' e ¢, respectivamente, sendo ¢’ a circunferéncia circunscrita ao

quadrildtero A’B'C'D’. A Figura 5 mostra uma construgdo geométrica.

4 Baricentro, areas, desigualdade. P9 SL IMO 1968.

Problema 2. Seja ABC um tridngulo arbitrdrio e M um ponto no interior deste.
Sejam d, dy, e d. as distdncias de M aos lados BC, CA, e AB; e a, b, c a medida
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dos lados, respectivamente. Seja S a drea do NABC'. Provar que

452
abdydy, + bedyd,. + cad.d, < =3 (1)

Provar que a igualdade acontece quando M é o baricentro.

A IMO 1968 foi realizada na cidade de Moscou, Russia. Esse € o Problema 9

da lista curta e foi proposto pela delegacao da Roménia [?].

4.1 Resolucio do Problema 2.

A Figura 6 mostra uma constru¢do geométrica.

Figura 6: Constru¢do geométrica para o Problema 2. Versiao interativa aqui.

Iniciamos notando que a desigualdade (1) é equivalente a:

ady, bdy  bdy cd.  cd. ad, < 5_2
2 2 2 2 2 2 — 3
. Clda bdb
Sejam S, = S(BCM) = 5 , S = S(CAM) = 5 ¢ S. = S(ABM) =
cd,
- Segue que
SQ
Sa'Sb+Sb'Sc+Sc'Sa S ?
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Como S = 5, + Sy + S., a desigualdade anterior equivale a

3(Sa-Sy+ Sy Se+Se+Sy) < (Sa+ Sy + Se)>

Desenvolvendo o quadrado e simplificando se encontra

Sa+Sy+ Sy Se+ S-S, <52+ S+ 52

Multiplicamos toda a desigualdade por 2 e colocamos os termos do lado

esquerdo no direito

0<2(S24+57+S52) —2(Sa-Sp+Sp-Se+ S+ Sa).

A linha anterior pode ser reescrita como:

0<(Sy—Sp)> 4 (Sy— S.)* + (5. — S,)°.

Como o quadrado de um nimero € sempre maior o igual a zero a dltima desi-
gualdade € verdadeira. Todas as transformagdes usadas foram de equivaléncia, logo
fica provado (1). A igualdade acontece quando S, = S, = S.. Pela Proposic¢ao 2.2,

o anterior significa que M = G.
5 Baricentro, lugar geométrico, circunferéncias. P27 LL IMO 1974.

Problema 3. Sejam C, e C5 circunferéncias no mesmo plano, P, e P, pontos
arbitrdrios sobre Cy e Cy, respectivamente, e M5 0 ponto médio do segmento
P, P,. Encontrar o lugar geométrico dos pontos My, quando Py e P> passam por

todas as posi¢oes possiveis.

A IMO 1974 foi realizada na cidade de Erfurt, Alemanha. Esse é o Problema

27 da lista longa e foi proposto pela delegacao da Roménia [2].

5.1 Resoluc¢io do Problema 3.

A Figura 7 mostra uma constru¢io geométrica.
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Figura 7: Uma construgdo geométrica para o Problema 3. A circunferéncia C5 é

obtida variando somente o pardmetro . Versao interativa aqui.

Vamos colocar a origem de um sistema cartesiano coincidindo com o centro da
circunferéncia C; e o centro de C sobre o eixo x. Isto é, C; tem centro em (0, 0)
e raio Ry e Cy centro em A = (a,0) e raio Ry. Também iremos supor, sem perda

de generalidade, que R; > Rs.

As coordenadas dos pontos P; e P, podem ser escritas como:

Py = (R - cos(0), Ry - sen(f)),
Py = (a+ Ry-cos(d +9), Ry -sen(f +9)),

onde # € um angulo que serve de parametro para percorrer todos os pontos das
circunferéncia e 9 € um valor fixo que descreve a defasagem inicial entre P, €
e P 2 € 02.

As coordenadas do ponto médio entre P; e P serdo:

My == -(a+ Ry -cos(f) + Ry - cos(f +0), Ry -sen(f) + Ry - sen(6 + 6)) .

N | —

Ap6s o uso de identidades trigonométrica podemos reescrever as coordenadas

do ponto M5 como:

M12 = (b + Rg COS(G + ’Y); RB Sen(e + 7)) )
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onde
1
b= 5(1,
1
Ry = 5\/}%% + R2 4 2R, Ry cos(6),

_ Rysen(d)
tan(y) = Ry + Ry cos(d)

Fixado ¢, quando 6 varia o ponto M, descreve uma circunferéncia C's com
centro em B = (b,0), desfasagem ~ e raio R3. Porém, como —1 < cos(d) < 1
teremos que

%(31 — Ry) <R3 < %(31 + Ry),

ou seja, o lugar geométrico dos pontos M5 € o anel entre as circunferéncias d e f

na Figura 7.
6 Baricentro, lugar geométrico, teorema de Napoleao. SL P12 IMO 1987.

Problema 4. Dado um tridngulo ndo equildtero ABC, com os vértices listados em
sentido anti-hordrio, encontrar o lugar geométrico dos centroides dos triangulos
equildteros A'B'C" (vértices listados em sentido anti-hordrio) para os quais as
triplas de pontos A',C,B'; B', A,C" e C', B, A’ sdo colineares.

A IMO 1987 foi realizada na cidade de Havana, Cuba. Esse € o Problema 12

da lista curta e foi proposto pela delegacao da Polonia [2].

6.1 Consideracoes iniciais sobre o Problema 4.

Para poder resolver o problema vamos precisar estudar primeiro uma versao

do Teorema de Napoledo e um Lema deste ultimo.

Lema 6.1 (Para o Teorema de Napoledo). Se sobre os lados de um triangulo qual-
quer ABC forem construidos tridngulos equildteros ABC', BOCA" e CAB', entdo
AA"= BB =C(C".

Demonstragdo. A Figura 8 mostra uma constru¢do geométrica no caso dos tridngu-

los equildteros serem construidos na direc¢do interna do AABC'. O caso contrério
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pode ser encontrado em [7].

Por construgio temos AC = AB' e AC' = AB. De LCAB' = ZC'AB =
60°, segue que ZC'AC' = /B’ AB. Por LAL, encontramos ANACC' = NAB'B.
Logo, CC" = B'B. Analogamente, A’A = C'C". Concluimos que AA" = BB' =
cc'. O

Figura 8: Construcdo geométrica no caso dos tridngulos equilédteros serem cons-

truidos na direcdo interna do AABC'. Versao interativa aqui.

Teorema 6.1 (Teorema de Napoledo). Se sobre os lados de um triangulo qualquer
ABC forem construidos tridngulos equildteros, os ortocentros desses tridngulos

equildteros formam igualmente um triangulo equildtero.

Demonstragdo. A Figura 9 mostra uma constru¢do geométrica no caso dos tridngu-
los equildteros serem construidos na dire¢@o interna do AABC'. O caso contrario

pode ser encontrado em [7].
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Figura 9: Constru¢do geométrica no caso dos tridngulos equilateros serem cons-

truidos na direcdo interna do AABC'. Versio interativa aqui.

Sejam O 4, Op e O¢ os ortocentros dos tridngulos equilateros BC A, CAB’
e ABC', respectivamente. Girando o0 AOzCO4 em 30° em sentido hordrio em

torno do vértice C' se mostra que é semelhante com o AACA’.

De fato, como ZACOp = ZBCO, = 30° e LZACO4 = £ZBCOgp, entdo
LACA = Z05C0O 4.
Seja F' o ponto médio do lado AC. Em tridngulos equilateros o ortocentro,

1
o incentro e o baricentro coincidem, logo FOp = §F B’. Segue que COp -
1
sen(30°) = 2CB'-sen(60°) e CA = CB' = V3-COp.

cA CO
Analogamente, CA’ = CB = v/3 - CO,4. Com isto, A= CO;

de semelhanga LAL temos AACA’ ~ AOgCO 4. Segue que AA' = v/3-0504.

. Pelo caso

Similarmente, se mostra que BB’ = V3 - OcOp e CC' = V3 - 0,40¢.
Como, provado no Lema 6.1, vale AA' = BB' = CC’, entdo 0 AO,Op0O¢ é

equilatero. [
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6.2 Resoluciao do Problema 4.

A Figura 10 mostra uma constru¢do geométrica.

Figura 10: Primeira constru¢do geométrica do Problema 4. Versio interativa aqui.

Construimos o ponto O 4 no interior do AABC' de tal forma que ZO4,BC =
£0,CB = 30°. Teremos que ZBO,C' = 120°. A seguir esbo¢camos a circunfe-
réncia circunscrita ¢ a0 ABO 4C'. Posicionamos o ponto A’ sobre c. Construimos
as retas A'B e A'C. Podemos ter os quadrilateros ciclicos BA'CO 4, BCA'Oye
BCO4A'. No primeiro caso ZBA'C' = 60° e nos dois dltimos /BA'C' = 120°.

A Figura 10 mostra o primeiro caso, o segundo pode ser visto na Figura 11.
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Figura 11: Segunda construcao geométrica do Problema 4. Versao interativa aqui.

Analogamente, construimos o ponto O g no interior do A ABC' de tal forma que
ZL0OgCA = /ZOgAC = 30°. Teremos que ZC'OgA = 120°. A seguir esbocamos
a circunferéncia circunscrita d ao ACOpgA. Marcamos B’ # C' como a interse¢io
de A'Ced.

Similarmente, construimos o ponto O¢ no interior do A ABC' de tal forma que
Z0cAB = Z0¢BA = 30°. Teremos que ZAOcB = 120°. A seguir esbocamos
a circunferéncia circunscrita f a0 AAO¢B. Marcamos C’ # B como a interse¢io
de ABef.

Construimos as medianas do AA’B’C’ e marcamos o ponto em que concor-
rem: GG. Em todo tridngulo equilétero o baricentro coincide com o ortocentro, o
circuncentro e o incentro. Segue que ZA'GB' = /B'GC" = ZC'GA" = 120°.
Adicionalmente os pontos O4, O e O¢ pertencem as bissetrizes dos angulos
em A, B' e C', respectivamente. O AO40p0¢ € o tridngulo napolednico in-
terno do AABC, Teorema 6.1 (Napoledo). Isto é, 0 AO,Op0O¢ € equilatero e
Z04050¢ = 60°. Com isto, temos ZO,0g0¢c + L0 ,GO¢ = 180°, ou seja, o
quadrilatero O 4GO+Op € ciclico.

Construimos a circunferéncia g circunscrita a0 AOAOpO¢. O lugar geomé-

trico dos centroides dos tridAngulos equildteros A’ B'C’ € g. Marcamos o ponto P,

Revista de Matemaética de Ouro Preto 2021 63


https://www.geogebra.org/m/bju7fhcz

RMAT: v.2 pp:64-69 2021 Universidade Federal de Ouro Preto

de Fermat ou Torricelli, na interse¢io de ¢, d e f. Quando A’ = Po AA'B'C' é
reduzido ao ponto P. O ponto de Fermat de um tridngulo é aquele que minimiza a

soma das distancias aos vértices.

7 Baricentro, Simson-Wallace, homotetia. P5 SL. IMO 1998.

Problema 5. Seja ABC um tridngulo, H seu ortocentro, O seu circuncentro, e R
seu circunraio. Seja D a reflexdo de A em BC, E de Bem CA,e F de C em AB.

Provar que D, E. e F sdo colineares se, e somente se, OH = 2R.

A IMO 1998 foi realizada na cidade de Taipé, Taiwan. Esse é o Problema 5 da

lista curta e foi proposto pela delegacdo da Franca [”].

7.1 Consideracoes iniciais para o Problema 5.

Definicao 7.1 (Triangulo pedal). Sejam P um ponto do plano, ABC' um tridngulo
e D, E e F as projecoes de P sobre os lados BC, CA e AB, respectivamente.
Entdo DEF ¢é chamado de tridngulo pedal de P em relagcdo ao NABC.

Teorema 7.1 (Teorema de Simson-Wallace). Dados um NABC, c sua circunfe-
réncia circunscrita e um ponto P no mesmo plano de ABC), o tridngulo pedal de

P em relagao a ABC é degenerado (D, E e F' sdo colineares) se, e somente se,
Peec

A Figura 12 mostra uma constru¢ao geométrica.
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Figura 12: Constru¢ido geométrica para a prova do Teorema 7.1. Versao interativa

aqui.

Demonstragdo. Como /PFA = /PFEA = 90°, entdo PFAE € um quadrilatero
ciclico. Segue que /FPA = /FFEA. De ZPEC = ZPDC = 90° temos que
PEDC € um quadriléatero ciclico. Logo, ZDPC = ZDFEC. Adicionalmente,
/ZPDB = /ZPFB = 90° implica que PDBF é um quadrilatero ciclico. Conse-
quentemente Z/DPF = 180° — LZABC.

Notamos que:

LAPC — /DPF = /DPC — /FPA=/DEC — ZFFEA.

Ou seja, ZAPC = ZDPF se, e somente se, ZDFEC = ZFFEA. Adicional-
mente, /DEC = /FFEA se, e somente se, D, E e F' sdo colineares. Mas neste
caso, ZAPC = ZDPF se, e somente se, ZAPC + ZABC = 180°. Finalmente,
LAPC + ZABC = 180° se, e somente se, ABC P é ciclico. O

7.2 Resoluc¢io do Problema 5.

A Figura 13 mostra uma constru¢do geométrica inicial.
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-3

Figura 13: Construcdo geométrica inicial para o Problema 5. Versdo interativa

aqui.

Seja G o baricentro do AABC' e H uma homotetia com centro em G e razido
1
—3 Sejam A" = H(A), B’ =H(B) e C' = H(C).

Pela Proposi¢do 2.1 sabemos que a distancia de um vértice ao baricentro é
duas vezes a distancia do baricentro ao pé da mediana correspondente. Logo A’
B’ e €' s@o os pontos médios de BC, C'A e AB, respectivamente. Adicionalmente,
de HG = 2GO (Proposi¢do 2.3) temos O = H(H).

Construimos 0 AA;ByCs tal que A, B e C sejam os pontos médios de ByCo,
CyAs e Ay Bs, respectivamente. Isto é, AB || ByAg, BC || CoBy e CA || ACy
e BoAy = 2AB, (4B = 2BC, e AyCy = 2CA. Com isto, A = H(A,), B =
H(Bsy) e C = H(Cy).

Como D ¢ a reflexdo de A em BC, entdo D' = H(D) é a reflexdo de A’
em B'C’. Segue que D' € By,(Cy e A’D’' 1 ByC,. Por outro lado, da defini¢do
de circuncentro e BC' || C3B,; temos que OA" e ByCy sdo ortogonais. Os dois

resultados anteriores permitem afirmar que O, D' e A’ sdo colineares e D' € a

proje¢do de O em ByCy. Analogamente, E' = H(F) e F' = H(F') sdo as projegdes
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de O em CQAQ € AQBQ.

Pelo Teorema 7.1 (Simson-Wallace), D', E’ e F’ sdo colineares (o qual equivale
por H a D, E e F serem colineares) se, e somente se, o ponto O estd sobre a
circunferéncia d circunscrita a0 AAyB>Cy. Como ¢ = H(d) e O = H(H), d
tem centro em H e raio 2R. Esta ultima condi¢do é equivalente a HO = 2R. A

Figura 14 mostra uma constru¢do geométrica.

___-_-..'_'"..,_:--.______t______

Figura 14: Construcdo geométrica para o Problema 5. Versao interativa aqui.

8 Conclusao

Problemas de olimpiadas sao classificados como de elevado nivel de dificul-
dade. Isto € traduzido em uma solu¢cdo em multiplos passos que combinam anélise
e planejamento. Foi feita uma introducio dos conceitos basicos sobre baricentro,

reta de Euler e os teoremas de Napoledo e de Simson-Wallace.

No primeiro problema foi dado um quadrilatero ciclico ABC' D e pedido para
mostrar que os baricentros dos tridangulos ABC, BC'D, CDA e DAB pertencem
a um mesma circunferéncia. Primeiro se provou que o centroide do quadrildtero

coincide com o centroide dos baricentros dos triangulos citados. A seguir, uma
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homotetia com centro no centroide comum resolveu o problema.

O segundo problema apresentou um tridngulo arbitrario ABC' e um ponto M
no interior deste. Foi pedido para provar a validade de certa desigualdade e mostrar
quando acontece a igualdade. O desafio foi interpretado como uma soma de éreas.
Virias transformagdes de equivaléncia levaram a desigualdade dada a uma soma

de quadrados.

O terceiro problema apresentou dois pontos P, e P, que foram colocados
arbitrariamente sobre duas circunferéncias (um em cada uma). Foi pedido encontrar
o lugar geométrico dos pontos médios de P, e P>, quando estes passam por todas
as posig¢oes possiveis. Uma construgdo geométrica dindmica no Geogebra sugeriu

a resposta e uma justificativa algébrica foi dada.

No quarto problema se explorou a geometria do tridngulo Napolednico interno
de um AABC arbitrério. Se solicitava determinar o lugar geométrico dos centroi-
des dos tridngulos equildteros A’ B’C’ para os quais as triplas de pontos A’, C, B';
B',A,C"e (', B, A" eram colineares.

O problema cinco combinou transformagdes de reflexdo e homotetia e as
propriedades do ortocentro, circuncentro e baricentro. Se usou o teorema de
Simson-Wallace para demonstrar uma condi¢do necesséaria e suficiente para trés

pontos serem colineares.
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