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Resumo

Seguindo os passos de Kenmotsu [4], obtemos o conjunto X das superficies de revolugdo com
curvatura média constante H como uma familia a um pardmetro de superficies por meios da
representacdo de Kenmotsu para superficies de revolucdo com curvatura média dada. g é
composto pelas superficies de Delaunay, que sdo os cilindros retos, as esferas, os catendides,
onduléides e nodéides. Devemos ressaltar que as ferramentas aqui utilizadas para a obtencio
destas superficies se diferem das técnicas apresentadas no trabalho seminal de Delaunay [1].
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1 Introducao

As superficies de revolucdo com curvatura média constante (CMC) com-
pdem um tema de grande relevancia em Geometria Diferencial. Uma superficie
S com curvatura média constante H pode ser descrita em R?, por exemplo, como
uma bolha ou pelicula de sabdo onde a pressdo exterior e interior sdo forgcas de
tensdo que estdo balanceadas. A matemdtica Sophie Germain utilizou esse conceito

na Teoria de elasticidade, que contribuiu para a construcao da Torre Eiffel [3].

Obter exemplos de superficies CMC pode ser algo complicado, por isso de-
vemos impor algumas restricoes a sua natureza visando facilitar a obtengdo de
algumas solucdes. A restricdo proposta neste trabalho € que as superficies CMC
sejam de revolugdo, isto é, vamos trabalhar com superficies CMC que sdo obtidas
pela rotacdo de uma curva geratriz em torno de um eixo. Charles-Eugene Delaunay

[1] em 1841, provou que superficies de revolu¢do CMC sdo obtidas pela rotacao
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das roulettes das conicas. Sendo roulette a trajetoria descrita por um dos focos
de uma conica enquanto ela (a cdnica) rola sobre uma reta sem deslizar. Uma

superficie de revolu¢io CMC pode ser parametrizada por

X (s,t) = (x(s),y(s) cos(t), y(s) sen(t)). (1)

em que s é o pardmetro comprimento de arco da geratriz (z(s), y(s),0). Com isso,

as fungdes z(s) e y(s) satisfazem a equag@o diferencial
y(s) % 2ay(s)2/(s) £ 1 = 0, @)

sendo a e b constantes positivas. Delaunay estudou a trajetéria de um dos focos de
uma pardbola, elipse e da hipérbole que geram, respectivamente, o catendide, o

onduldide e o nodoide.

O texto deste trabalho esta organizado de modo que a segunda secao € dedi-
cada a obtencdo de uma féormula de representacio para superficies de revolucao
com curvatura média H (s). A teoria desenvolvida nesta se¢ao segue de algumas

manipulacdes da formula

x/

H ——— |:x//y/ _ x/y// + - (3)
2 y

que representa a curvatura média de uma superficie de revolu¢do com geratriz

(x(s),y(s),0), em que s é o pardmetro comprimento de arco.

A andlise da féormula de representacio para superficies com curvatura média
constante H ¢ feita na terceira se¢do. Onde se mostra que se H # 0, entdo as
possiveis geratrizes dessa superficie regular constituem uma familia a 1 parametro

D de curvas

s 1
_ 1+Dsen(2Ht) [2D SEH(2H5)+1+D2} 2
(s, H, D) = /0 |:[2D sen(2Ht)+1+D2]2 di, 2[H]| 0 S

em que s € o parametro comprimento de arco.

Ap6s a andlise da dependéncia da curva v(s, H, D) em relagdo a D e H, feita
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na quarta secdo, concluimos que basta considerar D > 0 em (4). De modo que

v(s, H,0) é uma reta e o traco de X (s,¢) é um cilindro reto de raio SH- Para

1
D =1, ~(s, H,1) é um semicirculo de raio 77 due gera uma esfera. A analise de
(2) e (3), nos leva que para 0 < D < 1 as superficies obtidas sdo as onduldides e

para D > 1 as noddides.

2 Um resultado de Representacao de Superficies de Revolu¢cio com curvatura
média prescrita

Sejam [ um intervalo de R e s € [ o parametro comprimento de arco da
geratriz 7y da superficie de revolucdo obtida pela rota¢do de v em torno do eixo .

A superficie obtida pela revolugdo da geratriz (x(s), y(s),0) em torno do eixo x é
X (5, 0) = (2(5), y(s) cos(w), y(s) sen(w)), (5,) € I x (0,27)

A fim de a superficie seja regular, trabalharemos com a hipétese de que y(s) # 0
para todo s € I. A seguir, desenvolvemos o cédlculo da expressao da curvatura

média desta superficie, com

Xex Xu _ (y(s)y'(s), —(s)y(s) cos(u), —a'(s)y(s) sen(u))
X5 x Xl y(s)

= (y(s), =2'(s) cos(u), ='(s) sen(u)),

N(s,u) =

e os coeficientes da primeira forma quadratica sdo:
cE= (X, X) =P+ () =1
e F= (X, Xy) =0;

C G = (Xu Xa) = ()2

Para o célculo dos coeficientes da segunda forma quadrética precisamos das deriva-

das parciais X, X, € Xyu.

o X = (2"(s),9"(s) cos(u),y"(s) sen(u));
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* Xow = (0,—y/(s) sen(u), y/(s) cos(u));
* Xuu = (0, —y(s) cos(u), y(s) sen(u)),
enquanto os coeficientes da segunda férmula quadrética sdo:
v o= (Xo N) = 2"(s)y/(5) — @' (s)y/(s);
o f= (X, N) =05
* 9= (Xuw, N) = 2'(s)y(s).

Segue da férmula da curvatura média de uma superficie,

Hs) — LG 2P+ By 1[a"()y(s) = (50 ()] (o)) + 2/ ()u(s)
2 EG - F? 2 [y(s)]? '
Portanto,
2H(s)y(s) — 2'(s) — 2"(s)y'(s)y(s) + 2'(s)y"(s)y(s) = 0. ©)

A demonstracdo do Teorema principal desta se¢do, que serd apresentado a
seguir, segue da manipulacdo da equacdo (5).
Teorema 2.1 (Teorema de representacdo de Kenmotsu para superficies de revo-
lugdo com curvatura média prescrita). Seja (z(s),y(s),0), s € I, a geratriz
parametrizada pelo comprimento de arco, de uma superficie cuja curvatura média
no ponto (x(s),y(s),0) é H(s). Entdo para algumas constantes cy, cs e c3 temos

(2(s),y(5),0) = 7 (s, H(s), 1, 2, c3) em que

o(s) = / PO )-GO gy |,
0 [FO)+e)2+(G(t)+c2)?)2 ’

6)
y(s) = [(F(s)+ )+ (G(s) + e2)Y]3,

om0 [ (2 [ 1) a9 - [ s (2 [ ).
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Reciprocamente para qualquer fun¢do continua H(s), s € 1, e qualquer vetor
(c1,¢9,¢3) €T x R:={(=F(s),-G(s)), s € [}° x R,

podemos construir uma superficie de revolu¢cdo por meio da equacdo (6) de tal

modo que sua curvatura média seja H(s) e condigdes iniciais dadas por:

* (0. H0), 1, e2,e) = (ea. [()” + (e2)?],0)

* (0. HO), eryea,e3) = (erllen)? + ()] Fealle)’ + () 72.0).

Dividiremos a demonstracao do Teorema 2.1 em 6 passos.

Passo 1. A equacdo (5) pode ser descrita como

2H (s)y(s)a'(s) + (y(s)y'(s)) =1 =0. )

Demonstragdo. Multiplicando (5) por z'(s),
2H (s)y(s)2'(s) — [2'(s)]* — 2/ (s)2" (s)y/ (s)y(s) + [ (s)]y" (s)y(s) = 0.
Colocando [2/(s)]? em evidencia,
2H (s)y(s)2'(s) + [2'(s)][y" (s)y(s) — 1] = 2'(s)a"(s)y(s)y'(s) = 0. (8)
Como (z(s),y(s),0) é parametrizada pelo comprimento de arco, tem-se que:

la) =1= [P + () =1= [ =1-[()F  ©
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Substituindo (9) em (8),

= H(s)y(s)2'(s) + [1 =/ (s)]]ly(s)y"(s) — 1] — 2'(s)a" (s)y () (s)

= 2Hy(s)2'(s) = L= y(s)y" () ()" — 2/ (s)2"(s)y(s)y/ (s) + y(s)y"(s) + [/ ()]”

W)
= 2H(s)y(s)2'(s) = L= y(s)y" ()Y (s)]* — 2 (s)2" (s)y(s)y'(s) + (y()y/(5)
= 2H(s)y(s)a'(s) — 1 = y(s)y/(s)[a'(s)2"(s) + ¢/ ()" ()] + (y(s)y'())" = 0.

Desde que o vetor tangente ¢ = (2(s),%'(s)) é unitério, obtemos que ¢ e
t" = (2"(s),y"(s)) sdo ortogonais e, portanto, (¢, ') = z'(s)x"(s)+y'(s)y"(s) =0

que ao ser substituida na ultima equagao retorna

2H (s)y(s)2'(s) + (y(s)y/(s)) =1 =0.

O]

O Passo 2 a seguir € uma reformulagdo da equagdo (5), com uma estrutura

diferente do Passo 1.

Passo 2. Podemos reescrever a equagdo (5) como
2H (s)y(s)y'(s) — (2'(s)y(s)) = 0 (10)
Demonstragdo. Multiplicando (5) por 1/ (s), teremos
2H (s)y(s)y'(s) — 2'(s)y (s) — 2" () [y ()°y(s) + 2 (s)y/ (s)y" (s)y(s) = 0.

Utilizando os mesmos argumentos do Passo 1 e o fato que [¢/(s)]* = 1 — [2/(s)]?,

obtemos o resultado esperado, ou seja 2H (s)y(s)y'(s) — (2'(s)y(s)) = 0. O

Utilizaremos os Passos 1 e 2, para estabelecer uma fun¢@o auxiliar Z(s), cuja
expressao possui as funcdes coordenadas da geratriz da superficie de revolucao
com curvatura média H(s) e verificaremos que esta funcdo € a solugdo de uma

equagao diferencial ordinaria (EDO).
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Passo 3. Como x(s) e y(s) sdo fungdes coordenadas da geratriz de uma superficie

de revolugdo de curvatura H(s). A fungdo auxiliar

Z(s) = y(s)y'(s) + iy(s)'(s). (11

é a solucdo da EDO
Z'(s) —2iH(s)Z(s) =1 (12)

Demonstracdo. De fato, calculando Z'(s), obtemos

Z'(s) =y (s)y'(s) + y(s)y/(s) +ily (s)2' (s) + y(s)2" (s)].
Somando —2iH (s)Z(s) a ambos os lados da igualdade.

Z'(s) —2iH(s)Z(s) =

= WG +ys)y'(s) +ily'(s)2'(s) + y(s)a"(s)] — 20H (s)[y(s)y (s) + iy(s)a'(s)]

= W) +y(s)y'(s) +2H(s)y(s)2'(s) + ify'(5)2'(s) +y(s)a"(s) — 2H (s)y(s)y/(s)]

J/

J/

-~ -~

eq.(7) eq. (10)

]

No Passo 4 a seguir, utilizaremos técnicas elementares de equagao diferencial

ordindria para obter uma solucao explicita de (12).

Passo 4. A solucdo de (12) é
Z(s) = [F'(s) —iG'(s)][F(s) + iG(s) +iC], (13)
com:

() = Z/OtH(u)du (14)
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P = [ sen(utt) ar (15)
F'(s) = sen(n(t)); (16)
6 = [ costale a7
G'(s) = cos(n(t)). a8)

Demonstragdo. Multiplicando os dois membros de (12) por um fator integrante i,

teremos

p=2"(s)p—20H(s)Z(s)pu = (Zp) = Z'(s)u+ Z(s)i. (19)

/

Resultando em Z(s)y' = —2iH (s)Z(s)p ou o —2iH (s), portanto
0

In(p) = —2i /S H(u)du+ K = —in(s) + K. (20)
0

E a escolha K = 0 em (20), fornece o fator integrante a seguir
po=e M), (1)

1 S
Como (Zp) = p, temos Z(s) = ﬂ/ w(t) dt e a substitui¢do de (21) na
HAS) Jo
ultima expressao nos da

Z = ) [/S e~ dt} + O,
0

em que C' é uma constante complexa.

Segue da férmula de Euler para nimeros complexos que,

/08 e ) gt = /0 cos (n(t)) dt—z’/os sen (n(t)) dt = G(s) —iF(s),

M) = G'(s) 4+ iF'(s).
Ou seja, as fungdes F(s), F'(s), G(s) e G'(s) sdo como em (15), (16), (17) e (18)

Revista de Matemaética de Ouro Preto 2021 26



RMAT: v.2 pp:27-45 2021 Universidade Federal de Ouro Preto

e a substituicdo destas equacdes em (13) resulta em,

Z(s) = [G(s) —iF(s)][G"(s) +iF(s)] + C[G'(s) + iF(s)]
[G'(s) +iF(s)][G(s) — iF'(s) + C]

= (O)(=D)[G (s) +1F(9)][G(s) — iF(s) + C]

= (=)[G'(s) +iF(s)](D)[G(s) — iF (s) + C]

= [F'(s) —iG'(s)][F(s) + iG(s) +iC].

S

No préximo passo, escrevemos as coordenadas z(s) e y(s) em termos das

fungdes F'(s) e G(s) que foram estabelecidas no Passo 4.

Passo 5. Seja s o parametro comprimento de arco da geratriz (x(s),y(s),0) =

v(s, H(s), c1, ca, c3) de uma superficie de revolugdo cuja curvatura média é H(s),

entdo

x(s) = (s, H(s),c1, ca,c3) = PG +e2) =G OFED+el) gy 4
(8) = als, H{s), 1, 2, 65) /0 [(P(E) )2 +(Glt)+ea)?] 3 ’

[

y(s) = y(s, H(s), c1,¢2,05) = [(F(s) + e1)” + (G(s) + e2)°]2,

comcy, ¢y ec3 €R.

Demonstragdo. Escrevendo iC' = ¢q + icy, obtemos

Z(s) = [F'(s) —iG'(9)][F(s) +iG(s) + ¢1 +ica)
= [F'(s) = iG"()][F(s) + 1 +i(G(s) + c2)]

1Z()I* = [1F"(s) = iG ()P F(s) + 1 +i(G(s) + e2)|I*
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Por (11) teremos,

IZI* = y*(s)(@'(s)” + (4 (5))7]

a comparacdo com (24) resulta em

N

y(s) = [(F(s) + c1)” + (G(s) + )],

Se Z é o conjugado de Z, segue de — e (11) que
1
Z — Z / ! !
5 = Y(8)7'(s) = F'(s)(G(s) +c2) = G(s)(F(s) + ea),
logo
:p’(s) _ F'(s)(G(s)+ea) =G/ (s)(F(s)+ec1) _ F’(8)(G(S)+02)—G’(S)(F(S)J;fn)‘
y(s) [(F(s)+e1)2+(G(s)+e2)?] 2
e S
2(s) = z(s, H(s), c1, ¢y, ) = [ FUCWTe) FOEOL) g4 4
(s) = als, H(s), e, 2 ) /0 ((P(0)-+e) 2+ (Gl0) +ea)?] B ?
Portanto

V(Sa H(S)a C1, C2, 03) =

(/ F/(t)(G(t)—i—cg)—G’(t)(F(t)—i;q) dt—i—Cg, [(F(S) +Cl)2+ (G(S) —i—Cg)Q]é,O) ’
0

[(F(t)+e1)?+(G(t)+c2)?]2

comcy,coecg € R. O

Observacao 2.1. Um significado geométrico para as constantes de integracdo cy,
co e c3 é dado por
7(0, H(0), c1,¢2,¢3) = <C3a [(01)2 + (02)2]%70> ) (25)
(0, HO0), cr0,e5) = (erl(en)? + (@) Heal(en)? + ()] 74,0) 26)
Sendo as expressoes acima obtidas diretamente da substitui¢do de s = 0 em

7(57 H<S)7 C1, Ca, 03) e 7/(87 H(S)7 C1, Ca, 63)'
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No préximo passo verificaremos que dada uma funcao continua, com a esco-
lha de (cq, ¢z, c3) apropriado podemos construir a geratriz de uma superficie de

revolucdo com curvatura média H (s).

Passo 6. Dados uma funcdo continua H(s), s € I, e a escolha de um vetor
(c1,c2,¢3) € {(=F(s),—G(s)), s € [}Y x R.

Entdo podemos construir uma superficie de revolu¢cdo com geratriz dada por (6)

de modo que sua curvatura média seja H (s) e as condi¢des iniciais sdo dadas por

(25) e (26).

Demonstra¢do. Com efeito, para qualquer fungio continua H(s), s € I, existe um

subconjunto 7' C R? tal que (¢, c2) € T, nos d4
(F(s)+c1)*+ (G(s) +c2)*> > 0,5 €1,

desde que podemos tomar 7" como o complementar da curva (regular) (F(s), G(s)),
s € I, em R?. Entio para qualquer vetor (c;, ¢z, c3) € T x R e fungio continua
H(s) dada, definimos uma curva (s, H(s), ¢, ca, c3) por (6) e por um calculo
direto verificamos que esta curva € parametrizada pelo comprimento de arco e
satisfaz (25) e (26). ]

Juntando os Passos 1 até 6, concluimos a demonstragdo do teorema 2.1.
3 Um Teorema de Representaciao de Superficies de Revolu¢ao CMC

Nesta secao vamos analisar um caso particular do Teorema 2.1 em que a

superficie de revoluc@o possui curvatura média constante H(s) = H.

Comegamos com o caso em que a curvatura média € nula.

Proposicao 3.1. A curva geratriz

(NI

v(s,0,¢1, ¢, c3) = </ —c1[(cr)? + (t + 62)2]_%(175 +es, [(e1)? + (s + ¢2)?] ,0) :
0
comcy # 0, co, c3 € Res > 0, é uma catendria que gera uma superficie com
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curvatura média nula que é o Catendide.

Demonstragdo. Tomando H = 0 nas expressoes de F'(s) e G(s) dadas por (15) e

(17), respectivamente

F(s):/ossen<2/0t0du> dt:/ossen(O)dt "
G@):/OSCOS (Q/Ot()du) dt:/oscos(o)dt _ /0 dt = 5.

Substituindo os valores de F'(s) e G(s) em (6) obtemos,

7(5,0,¢c1,c9,¢3) = (/O —ar[(e)® + (t+ )Y 2 dt 4¢3, [(e1)® + (s + )2, 0)

= <:|:cl [arcsenh (s+°2) — arcsenh (2—?)] 4¢3, [(c1)® + (s + 02)2]% ,O) ;

c1

c1, Co, c3, s € R talque ¢; # 0e s > 0. Pondo

C2
cs = £ crarcsenh [ — | +c¢3
C1
. .. S+ Co
e considerando a mudanga de varidvel senh(t) = , Teescrevemos a curva
G

7(s,0,¢1, 2, c3) como:
(t,0,¢1,¢0,¢c3) = (£ 1t + cq,c1cosh(t),0),

ou seja, € uma catendria que ao ser rotacionada em torno do eixo x produz o

catendide que estd representado na figura 1.

]

Na proposi¢do 3.2 a seguir, analisaremos o caso H(s) = ¢; = ¢o = ¢3 = 0.

Proposicio 3.2. A curva regular +(s,0,0,0,0) = (0,5,0), s > 0, é uma semirreta

que, ao ser rotacionada em torno do eixo x, produz um plano.

Demonstragdo. De acordo com os cdlculos realizados na demonstragdo da Pro-

posi¢do 3.1, temos F'(s) = 0 e G(s) = 0 Substituindo ¢; = ¢2 = ¢35 = 0 nas
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(a) Catendria. (b) Catendide.

Figural: H =0

equagdes (22) e (23), temos

z(s) = x(s,0,0,0,0) =0

y(s) =y(s,0,0,0,0) = |s| = s,

consequentemente, (s, 0,0,0,0) = (0, s,0) é uma semirreta que quando rotacio-

nada em torno do eixo x produz um plano, como caracterizado na figura 2.

Figura 2: Plano.

O

Daqui por diante, iremos estudar o caso para a curvatura ndo nula (H # 0).

Teorema 3.1 (Teorema de representacao de Kenmotsu para superficies de revolugcao
CMC). Com as hipdteses do Teorema 2.1, se H(s) = H # 0, entdo para D # +1,

(s, H,D) = (x(s, H, D), y(s, H, D),0), s > 0,
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em que

. | + D sen(2H¢
(s, H,D) = / + Dsen(2Ht) |, @7)
0 [[2Dsen(2Ht) + 1+ D?]?

y(s, H,D) = —— [2Dsen(2Hs) + 1+ D?]? (28)

2/H|

é a geratriz de uma superficie de revolugdo com curvatura média H.

Demonstracdo. Com a curvatura média H # 0, segue de (15) e (17), que as
fungdes F'(s) e G(s) sdo dadas por

s t s o 2H 1
F(s) = / sen <2/ H du> dt = / sen(2Ht) dt = cos(2Hs) + )
0 0 0 2H

s t s 2H
/ Cos 2/ Hdu | dt = / cos(2Ht) dt = M,
0 0 0 2H

F'(s) =sen(2Hs) e G'(s) =cos(2Hs).

Q
—~
V2)
~—
I

Substituindo F, G e suas derivadas nas expressdes de x(s) e y(s) em (6).

=

y(s) = [(F(s)+c1)* + (G(s) + )7

2 2
_ |:<—cos(221fs)+1 + Cl) + (sen(2Hs) +e ) :|

N |=

= i [(—=2 —4Hc;) cos(2Hs) + 4Heysen(2Hs) + 2 + 4Hey + 4H?((¢1)? + (c)?)]

2[H|

Definindo A =4Hcy e B = —2 — 4Hey, y(s) pode ser reescrita como

1
y(s) = %HI [B cos(2Hs) + Asen(2Hs) — B + % + Af] ’

2
= 2|H| [m(\/f COS(2H$) —+ Wsen(2HS)> — B+ (B—ZQ) + A
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Desde que as fungdes seno e cosseno satisfazem cos®(6) + sen?(6) = 1, para

todo 6 € R e sdo sobrejetoras no intervalo [—1, 1], podemos afirmar que existe

re

R tal que
sen(r) B cos(r) A
nr)=———— e r) = ——m——,
VA2 4 B2 VA2 B?
0
2
= ST [\/ A2 4 B2 (sen(r) cos(2H s) + cos(r) sen(2Hs)) — B + #

Tomando 2D = A2 + B2.

B ﬁ {QD (sen(r) cos(2H s) + cos(r) sen(2Hs)) — B + @ + AZ] 5
1 o
- S| [2D (sen(r) cos(2Hs) + cos(r) sen(2H s)) + 1 + D7

1 1
= STH] [2Dsen(2Hs +r) + 1+ D?]? .

Obtemos que

1 1
y(s) = gy [2Dsen(2Hs +7) +1+ D] (29)

Por outro lado temos,

2(s) = / (G ten) -G OFW+en) gy | .,
0 [(FO+a) (G ter))E

_ / | [Sen(%H)(““éif’“%?)yC;j@Hf)(méif““%l)] dt + ¢
0

_ ° 1+2co H sen(2Ht)+(—1—2c1 H) cos(2Ht)
= /0 [ : 2Hy () : } dt + cs.
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Substituindo os valores de c; e c; na tltima equagdo, teremos

o(s) = /Os (1+ 2 sen(2Ht) + £ cos(2Ht))

dt
2Hy(1) +c3

o <1 + —V‘@;m (cos(r)sen(2Ht) + sen(r) cos(2Ht))>
*[(14+ D (cos(r)sen(2Ht) + sen(r) cos(2Ht)))
- Hy 1) Jar-ve

_ /5 (14 Dsen(2Ht + 1))

dt + c5.
2Hy(t) } e

1

1
Pela equagio (29), y(t) = SH [2Dsen(2Ht + 1) + 1 + D?]? e sua substitui-

¢d0 na equagdo anterior, retorna

dt + C3.

(5) /S 1+ Dsen(2Ht + 1)
TS =
0 [[2Dsen(2Ht + 1)+ 1+ D?

N

Logo,

§ 1
_ 1+Dsen(2Ht+r) 2D 2H 1+ D2
(w(s),y(5),0) (/o [[2Dsen(2Ht+r)+1+D2]%:| di + ¢, 2|H| [ sen(2Hs + 1) + 1+ ]

N

).

Definindo ¢ = % +tem z(s),

dt_"— C3.

r_
2H

/27‘1“ 1+ Dsen(2Ht)
[2Dsen(2Ht) + 1 + DQ]%

Como t € varidvel de integragdo podemos redefinir ¢ = ¢, de modo que

3T 1+ Dsen(2Ht)
x(s) = 1
[2Dsen(2Ht) + 1 + D?)2

dt+03.

r_
2H
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r

A escolha de
o /2H |: 1+Dsen(2Ht) :|
C3 = T
0 [2D sen(2Ht)+1+D2]2

e de um novo pardmetro comprimento de arco s dado por s = —r/2H + §, bem
como as devidas substitui¢des destas relagdes nas expressoes de x e y nos dao

:|dt+63

dt + o 1+ D sen(2Ht)
0 (2D sen(2Ht)+14 D23

ZL‘(E) _ / |: 1+ D sen(2Ht) ;
r_ | [2Dsen(2Ht)+1+D2]2

1+D sen(2Ht)
[2D sen(2Ht)+ 1+ D2] 3

1+Dsen(2Ht)
0 2D sen(2Ht)+1+D2]%

e
(5) = —— [2Dsen(2Hs) + 1 + D]*
S) = ——— sen S
P o]
Para limpar a notagdo, utilizamos o fato de que 5 € um pardmetro comprimento

de arco para redefinir s = s, ficando com
dt

s 1+ D 2H
x(s,H,D) = / D sen(2H1) T
0 [[2Dsen(2Ht) + 1+ D?|2

2D sen(2Hs) + 1 + D?]?

€
H D -
y(s, ) ) 2’ H

Portanto, a curva
v(s, H,D) = (x(s, H, D), y(s, H, D), 0)

¢ a geratriz de uma superficie de revolu¢do com curvatura média constante H #
O

0.

4 Analise de (s, H, D).
Nesta secdo estudaremos a dependéncia da aplicagdo (s, H, D), dada

por (4), (27) e (28), em termos de s, H e D.
35
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Proposicao 4.1. A aplicacdo (s, H, D) satisfaz a igualdade
v(s,—H,D) =~(s,H,—D).
Demonstragdo. Basta verificar que
x(s,—H,D)=x(s,H,—D) e y(s,—H,D) =y(s, H,—D).

De fato,

x(s,—H,D) = ’ L+Dsen(—2Ht) dt — ’ 1—Dsen(2Ht) i
, ’ 0 [2D sen(—2Ht)+1+D?)2 0 [—2D sen(2Ht)+1+D2]

_ 1+(—D) sen(2Ht) dt — I(S H —D>
o | [2(=D)sen(2Ht)+1+(~D)?] 2 P :

Analogamente,
1 g7k
y(s,—H,D) = - [2Dsen(—2Hs) 4+ 1+ D?]?
1 1
= o [2(=D)sen(2Hs) + 1+ (—=D)*]* = y(s, H, D).
Concluindo a demonstrag@o. 0

No préximo resultado, analisaremos o comportamento de vy em relacio a

deslocamentos do pardmetro comprimento de arco s.

Proposicdo 4.2. Para (s, H, D) como no Teorema 3.1 vale a igualdade

7(3—%,H,D) =~(s,H,—D)—d

em que

iz
7:< / [ L+ (D) sen2tt) } dw’o)_
0 [2(—D)sen(2Ht)+1+(—D)?]2
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— T .
Demonstragdo. Tomando t =t + Vi na expressao a seguir

T M 1+ D sen(2Ht)
- H D> -
v <S 2H’ ’ /; |i[2D sen(2Ht)+1+D2]% 1 dt

o 1+ D sen(2Ht+) dE
=~ | [2D sen(2Hf+7r)+1+D2]%
s L

[ 1+D[sen(2Ht) cos(n)+sen(7) cos(2H?)] 1 dE
| [2D[sen(2H7) cos(m)+sen(r) cos(2H?)]+1+D?]2

I
w\m

=

V)

_ [ 1—Dsen(2Ht) dt
| [-2Dsen(2H?)+1+D?] 3

14+(—D) sen(2Ht) dt — 2 1+(—D) sen(2Ht) dt
o | [2(=D)sen(2Ht)+1+(—D)?]2 0 [2(—D) sen(2Ht)+14+(—D)2] 2

= x(s H —D) — 2 1+(—D) sen(2Ht) di
Y 0 [2(—D) sen(2Ht)+1+(_D)2]%
= x(s’ H, _D) —

Por outro lado,

y(s— 57 HD) = [2Dsen (20 (s—%)>+1+DQ];

[2Dsen (2Hs — ) + 1 + D?]?

= [2D[sen(2Hs) cos(m )+sen( )cos(?Hs)]—l—l—kDQ}%
[—2Dsen(2Hs) + 1 + Dﬂ
[2(=D)sen(2Hs) + 1+ (— D)]%

= y(s,H,—D).
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Temos que,

1o g #0) = (oo g #0) v (s 5 H:0) 0)

(x(s, H, D) —a,y(s,H,—D),0)

= (x(s,H,—D),y(s,H,—D),0)+ (—a,0,0)
(x(s, H,—D), (s, H,-D),0) — (a,0,0)

= (s, H,=D) —

]

Na préxima proposi¢do vamos analisar o comportamento do parametro H em

v(s, H, D) em relagdo a multiplicagdo por um nimero real positivo.

Proposicao 4.3. Seja (s, H, D) como no Teorema 3.1, a igualdade
1
v(s,\H, D) = (X) v(As, H, D), A > 0.
é vdlida.
Demonstragdo. Tem-se que,
v(s,AH,D) = (x(s,\H,D),y(s,\H,D),0).

Primeiramente vamos verificar para a primeira coordenada da curva,

.Z'(S, )\H,D) _ / |: 1+D sen(2\Ht) }1 :| dt
0

[2D sen(2AHt)+1+ D22
_ / 1+D sen(2AHt) , dt
o |[2Dsen(2AHt)+1+D2?]2
Realizando substituicdo simples u = At com A > 0,

1 As
'T(S, )\H7 D) = X/ [ 1+DSBH(2HU) 1:| du
0

[2D sen(2Hu)+1+D?2]2

1
= Xx()\s, H,D).
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Vamos analisar a segunda coordenada da curva,

1 .
Y AHD) = oo [2D sen(2\Hs) + 1 + D?]?
1

_ 2
o NI [2Dsen(2)\Hs) + 1+ D?]

1
= Xy()\s,H,D).

N[

Obtemos que,

v(s,A\H,D) = (z(s,\H,D),y(s,\H,D),0)

]

Observacao 4.1. Segue das Proposicoes (4.1), (4.2) e (4.3) que é suficiente e
considerar D > 0 e H > 0 no Teorema 3.1.

Dagqui por diante, analisaremos o comportamento da curva geratriz y(s, H, D)

para diversos valores de D. Comecamos com D = (.

Proposicao 4.4. A superficie gerada pela rotacdo de

1
H,0)=(s,—
7(57 70) (57 ZH’O) )

em torno do eixo x é um cilindro circular reto de raio —.

2H

Demonstragdo. Fazendo D = 0 em (3),

2H S oH
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que forma uma linha reta que ao ser rotacionada em torno do eixo x gera um

cilindro de raio S0 como estd na figura 3.

(s, H,0)

(a) Reta. (b) Cilindro.

Figura3: D =0

Restringindo a variacdo do parimetro comprimento de arco no intervalo

3
(O, é) , podemos analisar o caso quando D = 1.

Proposicao 4.5. A rotacdo da curva

B 1 /1—sen(2Hs) 1
(s, H,1) = (\/ﬁH NG ' BH

[sen(2Hs) + 1]% ,0) ,

3 1 1
s € <O, é), em torno do eixo x é uma esfera de raio T e centro <ﬁ, 0, O>.

Demonstragcdo. Pondo D = 1 em (3), teremos

v(s, H,1) = (z(s, H,1),y(s, H,1),0).
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Analisando a coordenada z(s, H, 1),

* 1+ sen(2Ht)
V2 + 2sen(2Ht)

1 S
= —/ Vv 1+sen(2Ht) dt

/ V1 — sen?(2Ht)
- dt
\/_ 1 — sen 2Ht)

®  cos(2Ht)

7/ 1 —sen 2Ht

x(s, H,1)

em que escolhemos /1 — sen?(2Ht) = +/(cos(2Ht))? = cos(2Ht), pois por

(27), (s, H,1) > 0 . Fazendo a substituicdo v = /1 —sen(2Ht) na dltima

integral e a resolvendo, teremos

1 1-— 2H
x(s,H,1) = — sen( S).
V2H V2H
Por outro lado,
1 1
y(s,H,1) = —[2sen(2Hs)+ 1+ 1]2

2H
S [sen(2Hs) + 1]

V2H

N|=

Portanto, a equacdo da curva geratriz com D = 1 € dada por

NI

B 1 /1—sen(2Hs) 1 ser(2H s
(s, H,1) = <\/§H NoT, 7\/§H[ (2Hs) + 1]

70> ?
. 3 .
em que s pertence ao intervalo | 0, 10 consequentemente a geratriz é regular
(y'(s, H,1) # 0). Geometricamente (s, H, 1) é um semi-circulo com centro em
1 .1 . .
(— 0 0) e raio I quando rotacionada em torno do eixo x gera uma esfera

\/§H7 )

como estd representado na figura 4. [
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(a) Semicirculo. (b) Esfera.

Figura4: D =1

A trajetoria de um dos focos de uma cOnica que rola sem deslizar sobre uma
reta tangente € denominada como a roulette de uma conica. Considerando o eixo x
como a reta tangente as conicas, os trabalhos Sur la surface de révolution dont la
courbure moyenne est constante de Ch. Delaunay [1] e The Surfaces of Delaunay
de J. Eells [2] provam que a rotag@o das roulettes das cOnicas geram superficies de
revolugcdo CMC. Além disso, a roulette da elipse com a, b positivos € a ondularia

caracterizada pela equagao

y? £ 2ayx’ +b* =0, a > b. (30)

Por outro lado, a nodéria (roulette da hipérbole) gera a noddide que satisfaz

y? £ 2ayr’ — 0> =0, a, b€ R. (31)

A seguir, estabelecemos uma relacio entre as constantes a, b € R referentes
as equacodes (30) e (31) e os resultdos obtidos trabalho. Com uma simples ma-
nipulacio das expressdes de x, y dadas por (27) e (28) e suas derivadas 2’ € v/,
obtemos

2 i / 1— D2 _
P (s) = () () 4~ = 0. (32)

Se D pertence ao intervalo aberto (0, 1), teremos as relagdes

— e e
H 4H? 7’
Revista de Matemadtica de Ouro Preto 2021 42

+a =



RMAT: v.2 pp:43-45 2021 Universidade Federal de Ouro Preto

e ao associd-las a equacéo (30), podemos afirmar (s, H, D) é uma onduldria. Por

outro lado, se D > 1, a comparagdo entre as equagdes (31) e (32), fornecem

1 1 - D?
ta=—ceb=—|"——
““EH { AH? } ’
verificando que (s, H, D) é uma noddria. As proposicdes 4.6 ¢ 4.7, a seguir,

sumarizam as afirmagdes anteriores.

Proposicido 4.6. Para 0 < D < 1, v(s,H, D) é uma onduldria que gera o
Onduloide.

(a) Onduléria (b) Onduldide

Figura5: 0 < D <1

Proposicao 4.7. Para D > 1, v(s, H, D) é uma noddria que gera o Noddide.

g

(a) Noddria (b) Nodéide

Figura6: D > 1

Revista de Matemadtica de Ouro Preto 2021 43



RMAT: v.2 pp:44-45 2021 Universidade Federal de Ouro Preto

5 Conclusao

Seja Xy o conjunto das superficies de revolugdo com curvatura média
constante H, também conhecidas como superficies do tipo Delaunay com curvatura
média H. Unindo os resultados fornecidos pelo Teorema 2.1 e as Proposi¢des 4.1

até 4.7 , verificamos que a rotacdo de

(s, H, D) = /S 1+ Dsen(2Ht) 17[2Dsen(2Hs)4—1—|-D2]%70 |
o [2Dsen(2Ht) + 1+ D?|: 2H

em torno do eixo x, fornece uma familia a 1-pardmetro de superficies do tipo

Delaunay >y em que:

1. se D = 0, temos cilindros retos de raio —;

2H
2. se 0 < D < 1, temos onduléides;
1
3. se D = 1, temos esferas de raio E;
4. se D > 1, temos noddides.
0 onduldides i nodoides
cilindros esferas

Ou seja, dada

X(s,t,H,D) = (z(s,H,D),y(s, H, D) cos(t),y(s, H, D) sen(t))
a aplicacdo

X(s,t,H,-): [0,00) — Xp
D w—  X(s,t,H, D)

€ sobrejetiva.
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