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Resumo

Em 1991, no seminal artigo [8], John Mather generaliza para dimensdes altas a teoria que hoje é
denominada teoria de Aubry-Mather. Em 1996, Ricardo Maiié em [7] traz uma nova abordagem
ao problema fazendo avancos significativos para o entendimento global de sistemas Lagrangianos
ndo-autdonomos. Neste trabalho, por meio de uma abordagem mista entre os trabalhos de: Ricardo
Mafié, John Mather e de seus respectivos alunos Gonzalo Contreras ([2]) e Alfonso Sorrentino
([10]) serd mostrado para Lagrangianos autdnomos que cada nivel de energia ndo vazio suporta
pelo menos uma medida ergddica sobre as quais o funcional da acdo de Mather ¢é finita, além
disso serd provado a existéncia de medidas invariantes que minimizam a ag@o.
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1 Introducao

Seja T" toro n-dimensional e TT" = R?", em alusdo 2 mecanica cldssica
usaremos x como varidvel posicdo e v como varidvel velocidade, um ponto no
espago tangente serd denotado por (x,v). Um Lagrangiano é uma fungio que a
cada (z, v) associa um nimero real, isto é, L: TT" — R. Tal fungéo serd chamada

Lagrangiano de Tonelli se satisfaz trés condi¢oes
H1 (Regularidade). L € C*(TT").
H2 (Convexidade). Para cada x € T" a fun¢do v — L(z,v) é convexa.

H3 (Superlinearidade). Dado a > 0 existe b € R tal que L(z,v) > a||lv|| — b para
todo (z,v) € TT"

Um problema cléssico de Célculo de Variagdes consiste em investigar extre-

mais do funcional da A¢ao
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sob todas as curvas absolutamente continuas «y: [0,7] — 0 com extremos fixos.

Com efeito, pode ser verificado em [3] que uma curva y é extremal para A se, e

somente se,
doL, . . oL, .
7 95 V(1) 7(1) = =—(7(t),7(t)) = 0 paratodo ¢ & [0,T]. (D

Esta equacdo € chamada Equacdo de Euler-Lagrange. Para Lagrangianos tipo
Tonelli temos ainda que o fluxo ¢': TT" — TT" gerado por (1) é de classe C".
Além disso, seja £': TT" — R uma fung¢ao definida por

oL

E(x,v) = %(x,v) v — L(x,v).

Essa funcdo, denominada funcdo energia, € uma integral primeira para o fluxo. De
fato, dado (z¢,v9) € TT" e considerando ((t),¥(t)) = ¢'(xo, o)

d . d oL . d
#E00),3(t) = == (1) — - L
d oL . oL . oL . oL .
—%%'7(04‘%'7@—%'W(t)—%ﬁ(t)
doL . 0L

= o0 V() — a9 Y(t)
doL OL
_ (5% - %> (1) = 0.
Assim, para cada ¢ € R o nivel de energia E. = E~'(c) é invariante pelo fluxo.
Além disso, em [2] é mostrado que da superlinearidade de L segue que F, € com-
pacto e, portanto o fluxo ¢’ estd definido para todo ¢ € R.

Além do nivel de energia, em 1991 no seminal artigo [8], John Mather gene-
raliza para dimensdes altas a no¢c@o de outro conjunto compacto e invariante pelo
fluxo que outrora ja havia sido estudo por Serge Aubry e o proprio Mather para apli-
cagoes do tipo Twist. Esses conjuntos decorrem do mesmo objetivo variacional de
minimizar / L, porém agora trocando o problema sobre 6rbitas particulares para
medidas que sdo invariantes pelo fluxo, isto é, o objetivo passa a ser de minimizar
A(p) = [ L du dentre todas as medidas invariantes pelo fluxo de Euler-Lagrange

gerado por L.
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2 As medidas holondomicas de Maiié

Nesta se¢do, apresentaremos um subconjunto de medidas borelianas com a
topologia herdada do espago dual das fun¢des com crescimento no méximo linear
no infinito. Mostraremos que esse espaco € metrizavel e contém um importante
subconjunto de medidas borelianas chamada medidas holonomicas que, por sua vez,
contém o conjunto fechado das medidas invariantes pelo fluxo de Euler-Lagrange.
Os resultados originais de Mafié ([7]) s@o para Lagrangianos ndo-autdonomos (que
pode depender do tempo), para Lagrangianos autdnomos os resultados estdo, na

maioria, enunciados em [2].

Seja P(TT") o conjunto das probabilidades borelianas sobre TT" e considere

o subconjunto
My = {p € P(TT") tal que /f dp < oo},

onde Z: TT" — R é a fungdo #(z,v) = ||v||. Considere também o espaco de

fungdes continua com crescimento no méximo linear no infinito, Isto é

Co(TT") = {f € C(TT") tal que || |, := sup 1|i|f < oo}.

Lema 1. Se g € C,(TT") entdo /g dp < oo paratoda |1 € M.

Demonstragdo. Por defini¢do, existe um M > 0 tal que |g(z, v)|/(1 + ||v]|) < M

para todo (z,v) € TT". Consequentemente para cada u € M, vale

/gduSM—i-M/HUHd,u<oo.

Observagdo 2. Para cada ;1 € M, podemos associar um funcional /,, no dual de

Cy(TT"). De fato, o mapa po — I,(f) := /fd,u ¢ bem definido pois € linear
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(propriedade da integral) e dado f € C,(TT")

L(f)] < / ldu < |Ifll / (1+6) dp = L] < oo,

concluindo que [, € C,(TT")*

Definicdo 3 (Topologia Vaga). Seja (i), uma sequéncia em M, serd dito que a
sequéncia converge na topologia vaga para uma medida . € M, denotando por

[ —> |1 SE
/f dp = lim/f du, paratoda f € C,(TT").

Observagdo 4. Seja Co(TT™) o subconjunto de C'(7TT") das fungdes com suporte
compacto. Nio é dificil verificar que Co(TT") C Cp(TT") C C(TT") e em [6] é
provado que Co(T'T") é denso em C(7'T") na topologia compacto-aberta. Entéo,
na topologia da convergéncia uniforme sobre compactos, o fecho de C(TT")
também é C'(TT"). Além disso, nessa mesma topologia, em [5] é mostrado que o

conjunto C(TT") é separdvel.

Considere entdo {f,,},, C Co(TT") uma sequéncia densa em Cy(TT") na
topologia da convergéncia uniforme sobre compactos de 7T". E seja d: M, x
M, — R dada por

d(p, p2) = ’/fdul—/fduz

00 1 1
" m; 27 funlloo ' /fm dpn — /fm dyis

onde || finlloo := sup | finl.

Lema 5. d é métrica sobre M.

Demonstracdo. Com efeito, se = v entdo d(u,v) = 0.

Reciprocamente, se d(u, v) = 0 entdo

o fre

Como { f,, }, é uma sequéncia densa em Cy(7TT") na topologia da convergéncia

= (0 paratodo n.
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uniforme sobre compactos, entdo dado qualquer compacto mensurdvel K temos

que existe uma sequéncia { f,,, }; tal que f,,,.|x — Xk uniformemente. Logo,

W) - w(K)| = ‘/Kdu—/Kdv

‘/Kdu—/Kfmidu‘nL‘/Kfmidu—/Kfmidy +‘/Kfmidv—/Kdu

que tende pra zero quando m; — oo. Entdo pu(K) = v(K) para todo compacto

IA

mensurdvel. Como as medidas sdo borelianas sobre 7T" entdo elas sdo regulares,

isto €, dado qualquer conjunto mensuravel A temos que
p(A) = sup{u(K) | para K C A compacto mensuravel. }
Logo, temos para qualquer mensurdvel A
pA) = sup{p(K)} = sup{v(K)} = v(E),

0 que prova a igualdade p = v.
A simetria e a desigualdade triangular seguem diretamente das propriedades do

modulo sobre niimeros reais. L]

Lema 6. Sejam (1), e jv uma sequéncia e uma medida em M. Se d(p,, 1) — 0

entdo para todo K C T'T" compacto e f continua em T'T" vale

/fd,un—>/fd,u quando n — +00.
K K

Demonstragdo. Com efeito, se d( i, 1) — 0 entdo

[ 1ol = [ 1ol ] —o,

e paratodom € N

‘/fm d,un—/fm du‘ — 0 quando n — oo. 2)
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Além disso, dada f continua e qualquer compacto K C T'T", pela densidade na

defini¢do da métrica, existe uma sequéncia { f,,,, }; C {fim}m tal que fr, |k —
f|x uniformemente. Logo,

s‘éﬁdu—éj@d4+ [ i [
| [ o= [ 1,

Na qual, o primeiro e o dltimo termo tendem para zero pela uniformidade da

[ pan= [ fau,

convergéncia f,,,|[k — f|x € o termo intermedidrio tende para zero por (2). [J

Teorema 7. A topologia gerada pela métrica d(-,-) é equivalente a topologia vaga

sobre Cz(T'T"), isto é, para toda sequéncia (f1,,) em M,
Wn — p natopologia vaga <= d(pin, 1) — 0.
Demonstragdo. Suponha p,, — . na topologia vaga, isto €,
/f dp, — /f du Yf e Cy(TT").

Primeiro, observe que a segunda parcela da defini¢cdo da métrica pode ser cotada

da seguinte forma:

5 gl ] 5 Skt oo fron]
< Yo (gl S ol + ] [ e
< 3 (el + gyl
- -2
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Assim, dado € > 0 arbitrdrio, podemos tomar um m, € N tal que

1 1 1
2 2_m||fm||oo’/fm‘“‘"‘/ﬁ“d“‘S 2 gu2<e

m>mg m>mg

Além disso, por hipétese, pode-se tomar também algum n suficientemente grande

tal que para cada 0 < m < my vale

’/fmdﬂn—/fmdu'<6-

‘/fdun—/fd,u‘ < € paratodo n > ny.

Entdo para n > ng temos

— 1 1
d(un,u)ge—f—ZQ—m-e—l— Z 2—m-2§36
m=1

m>mg

concluindo que d(fi,, 1) — 0.

Reciprocamente, suponha d(f,, ) — 0. Considere {K,,},, C TT" uma
familia de conjuntos compactos tais que K, T T'T" no sentido que K,,, C K11

para todo m e UK,,, = T'T". Entdo, pelo Lema 6, para cada m

fdpn — [ fdu, VfeCA(TT")

K m K m

/fdun%/fd,u

O que implica

/ £ du, — ¢ dp  paratodo m.
TT" ) Ko, T/ Km
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Assim, como K, cresce para 1T'T", dado € > 0 pode-se tomar um m, > 0 tal que

/ (1+¢)du< =,
TT"/Km, 4

e podemos tomar um N > 0 com
/ (1+7) dun<E para todo n > N.
TT? Ko, 2

Assim, dada f € C,(TT") arbitrdria se pode supor /N grande o suficiente tal que
paratodon > N

<€

Kefdun—/efdu

€
TT" /K. T /K. T /K.

Usando a mesma estimativa para y segue de desigualdade triangular para o médulo

que
€

[ = [ 1] < v ime +

Como f e e > 0 sdo arbitrdrios estd provado que /i, — p na topologia vaga. [l

Considere uma curva v: R — T'T" absolutamente continua e fechada de
periodo T'. Considere o tragco I' := {(y(¢),¥(¢)) | t € R} C TT" e o funcional
definido em C(I") dado por

F(f)i= 7 [ 76050 dt paratoda f e C(),

Como I' é compacto e || F,|| = 1 segue do Teorema de Representacdo de Riesz que

existe v, probabilidade sobre I' tal que

/f dv, = F,(f) paratoda f e C(I).

Entdo podemos definir uma medida p, € P(7'T") pondo ., = v, sobre I' e
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v, = 0 caso contrario. Todas as medidas definidas assim pertencem a M, pois

/0 @) dt < co.

Seja H C M, o conjunto de todas as medidas /., definidas acima.

Definicao 8 (Medidas Holonomicas). O fecho de H com respeito a topologia de

M, denotado por H, é nomeado o conjunto das Medidas Holénomicas sobre T".

Proposicio 9. O conjunto das Medidas Holonémicas H é convexo.

Demonstracdo. Sejam ~;: R — T", i € {1,2}, curvas fechadas absolutamente
continuas de periodo 7;. Suponha que 0 < oy < a5 < 1 satisfaz oy + a5 = 1. Serd
mostrado que o fiy, + Qafly, € H. Sejam m;, m, € N e considere uma curva C*,
n: [0,1] — T" com n(0) = 71(0) e (1) = 72(0). Defina uma curva y: R — T"
de periodo m,T} + myT5 + 2 pondo

e v(t) = v (t) para t € [0,mTi]

o y(miTy +t) =n(t) para t € [0,1]

o y(miTy +1+41t) =(t) para t € [0, myT5]

d 7(m1T1 + mgTQ + 1+ t) = ’I’](]_ — t) para te [O, ]_]

observe que para qualquer m;, my a medida p., estd em H, logo podemos tomar

my, my grande o suficiente tal que ———— se aproxima de o, i = 1, 2. Logo p.,
my + Mo

se aproxima de i [y, + Qafly,. [
3 Existéncia de medidas ergoédicas para o fluxo de Euler-Lagrange

Nesta secdo serd mostrado que cada nivel de energia ndo vazio suporta ao

menos uma medida ergddica que torna o lagrangiano integravel, isto é / L < 0.

Considere o conjunto das medidas de probabilidades borelianas que sdo invari-

antes pelo fluxo de Euler-Lagrange, em outras palavras:

Mino(L) == {p € P(TT") talque ¢ip=p ViteR}.
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Teorema 10. Para todo c € R tal que o nivel de energia E. é ndo vazio, existe
uma medida ergddica . € M, com suporte contido em E.. Mais que isso, L é

integrdvel com respeito a |i.

Demonstragdo. Dado ¢ € R tal que E. # (), tome (zo,v9) € E. e considere
v(t) = 7' (zy,v) para todo ¢, onde 7: TT" — T" € a projegdo candnica na
primeira varidvel. Para cada 7' > 0 defina o seguinte elemento de Cy(E,)* =
C(E.)" pondo

/ flv ) dt paratodo f € C(E,).

Observe que cada funconal Gp: C(E.) — R é bem definido desde que
{((¢), 7(25))}15@1&{ C E.. Além disso, como |G| = 1, pelo Teorema de Represen-
tacdo de Riesz existe uma unica probabilidade v, sobre E. tal que [,,. = G, isto

z

€

/deT— / f(y ) dt paratodo f e C(E.).

Ainda pelos resultados de Andlise Funcional, o conjunto {] vr }T € sequencialmente
compacto pois B := {F € C(E,)" : ||F|| < 1} é compacto na topologia fraca*
(Teorema de Alaoglu) e B' D {I,,,. }7. Segue entdo que existe uma subsequéncia
{L,Tk }, convergente. Como S* := {F € C(E.)" : ||F|| = 1, F positivo} é
fechado [11, pag 20] segue que existe uma Unica v, probabilidade sobre . tal que
I

vry,

— I, quando k& — oo.
Defina para cada k£ > 0 uma medida p;, € P(TT") pondo px = vy sobre

E. e uy = 0 caso contrdrio. Por construgio temos supp(uy) C E.. Além disso,

L duy, < oo uniformemente sobre k. Pois

/Lduk:/ Ld,uk—F/ / Lduk:/ Ldukgr%axw(m,vﬂ.
. TT"/E. . c

Da superlinearidade, segue que i, € M.
A fim de provar que oy € M, (L) falta verificar que p é invariante pelo

fluxo. Com efeito, paracadat € Re f € Cy(TT") vale a seguinte desigualdade
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triangular

'/fdcbiuo—/fduo

< ‘/qusiuo—/fdmk

" '/qubiuk—/fduk
+ '/fuk—/fduo

Como

’/fuk—/fduo
‘/fd¢iuo—/fd¢iﬂk Z’/f0¢tduo—/f0¢tduk

e, por ultimo
[ oo i~ [ 1 du
T

'/fdsﬁiuk—/fduk ‘
o [ b)) ds - /OTk F(s)5 () ds

— 0,

— 0

Ty
1
T,
2]t]

T E&zx\f’ — 0 quando T} — +o0.

’/fdcbiuo—/fduo

Consequentemente ¢’ 1p = j1o. Mais do que isso, i é ergédica pois

/fduo _ hm/fm
k—oo

/ A ds— [ Fi(s).3(s)) ds

0

IN

Segue a igualdade
= 0.

para toda f integravel com respeito a . [

Proposicio 11. M, (L) CH

Demonstracdo. O teorema anterior garante que M, (L) é ndo vazio. E suficiente
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provar a inclusdo para o caso que p € M, € ergédica, uma vez que toda medida
invariante pode ser decomposta em componentes ergddicas [9, pdg 138]. Ademais,
o conjunto de medidas invariantes € um conjunto convexo cujos pontos extremais
sao medidas ergddicas, logo qualquer medida invariante pode ser escrita como
uma soma convexa de medidas ergddicas. Serd mostrado entdo que para toda
f € Cys(TT") existe uma sequéncia {ur} C H tal que

[ #dun [ fau

Como pelo Lema 1 f € integravel com respeito a p, o Teorema Ergédico de Birkhoff
garante que existe uma solug¢do x: R — T'T" da equagao de Euler-Lagrange tal

que

im = [ fla(e), #(0)) dt:/f .

T—o0 1’ 0

Além disso pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré [9, pidg 6] podemos encontrar

uma sequéncia sy — oo de reais positivos tais que
(x(s7),2(st)) — (2(0),£(0)) quando T — oc. 3)

Tome ~v7: R — TT" periddica de periodo sy definida por v (t) = x(t) para
todo t € [0, s7 — 1] € Y|(s,—1,5,] sSendo uma curva C" ligando z(sr — 1) a z(0)

satisfazendo
3z ()] < d(z(sr — 1),2(0)). )

Para todo 7', em que d é o comprimento da curva z entre 0s pontos no argumento.

Entao

'/fduT—é/OST f(m(t),jc(t))dt’
1 [°r

< = [T 150r0).42(0) - Sa(0). 600D a
<o [ ifen el = [ . ao) . 6)
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Por (3) vale
sup [|2(sp)|| < +oo,
T

entao
M :=sup {||z(t)|| : |t —sr| <1,T € R} < +o0.
Logo

sT St
lim i/ F(2(t), #(1))|dt < Tim @/ (1 o) e

T—oo ST sr—1 T—oo 8

< lim W(1—1—]\4) = 0.

T Tox ST

Além disso, de (3) e (4) segue que |97 (t)|| € uniformemente limitado para |t —

st| < 1 para todo T'. Logo, por razdo semelhante ao feito acima, tem-se

jim — [ T 0), (0] di = 0.

T—o0 ST ST_1

Entdo (5) vai pra zero quando 7" — oo, entdo

[ tdur— [t

Como f € arbitraria estd provado a proposi¢ao. [
4 Existéncia de medidas que minimizam o funcional de Mather

Nesta secao serd definido o funcional da A¢do de Mather e mostrado que existe

medidas invariantes que a minimizam.

Proposicao 12. O conjunto M, (L) é fechado com a métrica induzida como
subconjunto de (Mg, d).

Demonstracdo. Se (i,,) é uma sequéncia em M,,, (L) tal que d(pu,, 1) — 0 para
algum p € My, € suficiente mostrar que p € M, (L). Como d(p,, u) — 0
entdo claramente d (¢!, 9Lp) — 0 e segue de ju,, = ¢Lpu, que

d(Qhp, ) < d(pt, pin) + d(pn, Dhtin) + d(Spin, dip) — 0
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logo d (gL, 1) = 0 que implica ¢!y = p. O

Definicao 13. O funcional da ag¢do de Mather, ou A¢do Média associado a L é a
funcao

p— Ar(p) = /Ldu.

Das hipéteses sobre o Lagrangiano, L € limitado inferiormente e portanto
a agdo estd bem definida, é possivel verificar que L ¢ C,(TT"). Contudo,
podemos truncar o lagrangiano e obter novas fun¢des com crescimento cons-
tante no infinito, a saber dado K € R defina as seguintes func¢des sobre TT",
L (z,v) :== min{L(x,v), K}. Observe que Lx € Cy(TT") e que L = sg{p L.

Proposicao 14. A} é semicontinua inferiormente com respeito a métrica d.

Demonstragdo. Para cada K € R defina Ap, (u) := / Lydp. Com efeito,

cada Ay, (i) é continua pois dada qualquer sequéncia y,, € M,,,(L) tal que
d(pn, 1) — 0 entdo pelo Teorema 5

‘ALK (:un) - ALK (N)| — 0.

Como Lj; T L segue do Teorema da Convergéncia Mondétona que Ay, 1T Af
quando K — oo, portanto Ay, é semicontinua inferiormente pois o supremo de

funcdes semicontinuas inferiormente também € semicontinua inferiormente. [

Em geral A pode ndo ser continua, veja [2, observacao 2-3.4].

Como o conjunto das medidas invariantes é fechado com respeito ao espago
métrico (M, d) e Ay, € limitada e semicontinua inferiormente entdo o seguinte e

importante coroldrio se verifica.

Corolario 15. Existe i € My, (L) tal que

Ap(p) = Veﬂr}tl.in(L) Ap(v).
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Denote o conjunto dessas medidas minimizantes por M ,,;,,(L). O conjunto de

Mather consiste no fecho da unido dos suportes das medidas minimizantes, isto €,

M = U supp p.

HEMiny (L)

Esse conjunto € compacto, invariante e estd contido em outros conjuntos
igualmente importantes na teoria. Nomeadamente, nos conjuntos de Aubry (A), de

Maiié () e o nivel de energia

E={E= min A (v}
{ I/EMinv(L) ( )}
Esses conjuntos formam uma inclusdo proposital em homenagem ao memoravel

matematico Ricardo Mané:
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