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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar as fungdes trigonométricas e hiperbdlicas
generalizadas, mais especificamente as funcdes trigonométricas e hiperbdlicas de
terceira ordem, bem como a relagdo entre elas, seus graficos, suas derivadas e alguma
mengdo a sua histéria e algumas aplicagdes.

Palavras-chave

Funcdes hiperbdlicas generalizadas, Funcdes hiperbdlicas de terceira ordem, Fun¢des
trigonométricas de terceira ordem.

1 Introdugao

Em meados do século XVIII, o matematico e fisico italiano Vincenzo Riccati (1707
- 1775) definiu as chamadas func¢des hiperbdlicas, assim denominadas por guardarem a
mesma relacdo para com a hipérbole equildtera que as funcgdes trigonométricas t€ém com
o circulo (por isso também as trigonométricas sdo por vezes denominadas fungées circu-
lares), obtendo as férmulas de adi¢cd@o e subtracdo de fungdes hiperbdlicas, andlogas as
férmulas para as trigonométricas. Riccati foi o primeiro a introduzir a notagdo para essas
fungdes, Sh(x) e Ch(z) [16], utilizadas para o seno hiperbélico e cosseno hiperbdlico,
respectivamente, além de usar Sc(z) e Cc(z) para as fungdes da trigonometria circular.
A notacdo senh x e cosh z para essas mesmas fungdes, e que vigora até hoje, surgiria
apenas em 1768 com uma publica¢do do matematico suico Johann Heinrich Lambert
(1728 - 1777), onde se encontra o primeiro desenvolvimento sistematico das fungdes
hiperbdlicas. As aplicacdes dessas fun¢des ndo demoraram a surgir, na engenharia [[1]],
com a criagdo e aperfeicoamento da ponte pénsil, dos cabos de distribuicdo de energia,
de cabos telegréficos e etc, que descrevem uma curva denominada catendria, carac-
terizada por uma funcdo hiperbdlica, ou na matematica pura, na chamada geometria
hiperbdlica, base para a descricdo matemadtica do espaco-tempo de Minkowski, da teoria
da relatividade de Einstein, um dos pilares da fisica moderna.
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As fungdes trigonométricas e hiperbélicas podem ser generalizadas de vérias
maneiras, e entre as mais estudadas estio as fungdes de Bessel e as fungdes hipergeo-
métricas, muito conhecidas pela variedade de aplicacdes na fisica matemdtica. Menos
conhecidas, e inventadas em 1757 pelo mesmo Vincenzo Riccati, que era irmao do
mecanico teérico Giordano Riccati, e segundo filho do matematico Jacopo Francesco
Riccati (formulador da equagdo de Ricatti), sdo as chamadas fun¢des hiperbdlicas (e
trigonométricas) generalizadas 19,27, [24]], das quais as conhecidas e usuais senh x e
cosh x sdo casos especificos. Riccati definiu-as através através de séries de poténcias
[24},120]. Posteriormente, essas fungdes ressurgiriam na matematica de maneira indepen-
dente indmeras outras vezes, com uma variedade de notagdes diferentes [12, 125} 23], e
até mesmo com definicdes um pouco distintas (Appel, por exemplo, e outros definiram
fungdes generalizadas semelhantes para varias varidveis [2} 3} 21} 16]).

Essa classe de fungdes preserva muito da elegancia e simplicidade das fungdes
trigonométricas e hiperbdlicas cldssicas (que na formulag¢do generalizada sdo as de
segunda ordem), e muitas de suas propriedades podem ser apresentadas sem o uso de
técnicas avangadas de andlise matemadtica. O estudo, e as aplicacdes dessas funcdes, estd
relacionado com tépicos tdo diversos quanto o teorema binomial [20], as transformadas
finitas de Fourier (FFT) [20]], as dlgebras de Clifford generalizadas [[11} 22| [18], a
teoria dos grupos de Lie [13]], as matrizes circulantes, anticirculantes e de Toeplitz
[5L 110, 113L19, 7], equagdes diferenciais lineares ordindrias e parciais de ordem superior

[20, 4], mecanica quantica em dimensdo finita [11]], redes de spin [14], etc.

Em contraste com algumas fun¢des especiais bem conhecidas da fisica-matematica,
o manejo das propriedades da classe de fun¢des estudada aqui pode ser considerada
elementar e rica fonte de investigacdo para estudantes e pesquisadores. Ha uma vasta
e dispersa literatura sobre esse assunto que compreende muitas décadas e diversos
idiomas, principalmente em francés, ingl€s, italiano, alemdo e polonés, mas até o
momento (aparentemente) nada foi escrito em portugués (uma referéncia € a dissertacio
do PROFMAT [7]).

Este artigo foi adaptado da dissertagdo de mestrado [[17], defendida no ano de 2020
e apresentada ao Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional - PROFMAT.
Ele ¢ dividido em quatro segdes e estd estruturado da seguinte maneira: A segéo 1]
faz um pequeno esbogo de revisao histérica do assunto e um rdpido panorama de sua
perspectiva atual com relagdo as aplicagdes. A secdo [2]inicia-se com a defini¢do das
fungdes hiperbdlicas generalizadas e, posteriormente, apresenta as definicdes e diversas
propriedades das fungdes hiperbélicas de terceira ordem. A secdo 3] define as fungdes
trigonométricas de terceira ordem e introduz uma notagdo para as mesmas, facilitando a
percepcdo de algumas semelhancas entre suas propriedades e formulas com as fung¢des
descritas na se¢éo [2] bem como com as fungdes trigonométricas. Finalmente, a se¢io 4]
encerra este trabalho apresentando suas conclusdes e algumas perspectivas de trabalhos
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futuros.

2 Funcoes Hiperbolicas de Terceira Ordem

A defini¢do de Ricatti das chamadas fung¢des hiperbdlicas generalizadas é dada por:

o0 nkJrr
H,, . ( 2% py T (r=0,1,2,..,n — 1) (1)
em que H,, () é referida como a funcéo hiperbélica de ordem n e tipo r.

Existem exatamente n fung¢des diferentes de ordem n, cada uma referente a um
tipo nessa mesma ordem (r vai de 0 a n — 1). Observe que a funcdo hiperbdlica de

ordem n = 1 (e » = 0) ¢ a func@o exponencial:
= gk
Hyo(x Z;E—: : 2

Além disso, paran = 2 (logo r = 0 ou r = 1) as fungdes Hs o(x) e Hy 1(x) sdo

as funcdes hiperbdlicas cldssicas:

e 1,2]@ T 4 e "

Hyo(x) = Z 20! = —5 = cosh(z), 3)
k=0
&0 .132k+1 et — 7T

el = kZ QhrD - 2 senh(@) “)
=0

As fungdes hiperbodlicas de terceira ordem:

3k+r

Hoo(e) =30 Gryy (7= 0.12) )
k=0

serdo objeto de estudo nessa secao. A literatura contém uma variedade de notacdes
diferentes para elas. Aqui serd usada a notagdo Hg o(x) = coshs g (), Hs 1(x) =
senhs 1 (z) e H3 2(z) = senhs 2 (x) que é inspirada naturalmente na notagio ji bem
estabelecida para as funcgdes hiperbdlicas cldssicas de segunda ordem. Portanto, as trés
funcdes hiperbodlicas basicas de terceira ordem que serdo tratadas daqui por diante sdo

Revista de Matemadtica de Ouro Preto 2022 36



RMAT: v.1 pp:37{53]2022 Universidade Federal de Ouro Preto

definidas como:

>, g3k 3 28 2
coshy o (z) = Hyo(x) = ) R R T
k=0 ’
© g3kt 74 27 210
senh371 (x) - HB,I(:L') - Z (3k T 1)' = + Y + ? =+ TO' + ... (6)
k=0 :
% 3k+2 2 5 8 11
Senhgﬁg(I):H&Q(l‘):ZL:£+£+£+L+

Aplicando o teste da Razao para séries nessas funcdes € possivel mostrar que elas sao
convergentes Vo € R, e portanto o dominio das trés funcdes ¢ a reta real toda (ao longo

de todo o trabalho as fungdes sdo consideradas para uma variavel real).

A partir das fungdes definidas em (6), que serdo denotadas funcdes hiperbélicas de
3% ordem bdsicas, pode-se definir, em analogia com o que € feito para o caso das fungdes
de segunda ordem, as demais fun¢des hiperbdlicas de terceira ordem (o dominio de

todas elas sendo a reta real menos os zeros das respectivas funcdes nos denominadores):

sechs o (z) = Coshio(l‘)

cschy 1 (z) = Sﬂlhgl,l(x)

cschy o (z) = m

N
tanhy o () = ii:}}iizg;

cothg 1 (x) = tanh:j,l () S;)rsl}ﬁz(l) Ei;

coths o (z) = tanhz; (z) - SZISEZZ 237

2.1 Derivadas

Para calcular a derivada de cada uma das func¢des definidas em @, pode-se derivar

termo a termo a série de poténcias que as define. Sendo assim:
— coshg g ¢ = senhs o x
dz

—senhs ; & = coshs g x ®)

dx

—senhs » « = senhs 1 .

dx
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Além disso, todas as trés fungdes t€m a propriedade de serem elas mesmas suas

derivadas de terceira ordem, isto é

d3
e coshs g o = coshz o
d3
e senhs 1 = senhs; x

d3

o senhs o = senhs s .

Consequentemente, elas sdo autofungdes (solugdes linearmente independentes)
da equacdo diferencial ordindria linear de terceira ordem 3"’ = y (tal como as fun-
¢oes hiperbdlicas de segunda ordem, senh x e cosh x, sdo as autofungdes da equagdo
diferencial ordindria linear de segunda ordem 3" = ), com as seguintes condi¢des

iniciais
coshs o (0) =1, coshz o' (0) =0, coshso”(0) =

0
senhz 1 (0) =0, senhz;'(0) =1, senhs;"”(0) =0 )
senhz 5 (0) =0, senhs»’(0) =0, senhz 5" (0) = 1

As derivadas das demais fungées hiperbdlicas de 3* ordem podem ser calculadas
usando-se a féormula da derivada do quociente de duas fun¢des. A deducio das férmulas

a seguir estdo descritas passo a passo em [17].

— sechs g x = —sechs g xtanhs o x

dx ’ ’ '

— cschs 1 x = —cschs 1 xcothg 1 ©

dx ’ ’ ’

e cschg o * = —cschs o @ cothg o xtanhs x
T

d

e tanhs ; £ =1 — tanhs ; xtanhso 2 (10)
T

d
— tanhg o # = tanhs ; = — tanhg o ®

dx

d
—— coths 1 = tanhz » x coths;  — coths 2y

dx

d
— cothz o x = 1 — coths s 2 xtanhs; x

dx

Serdo demonstradas outras propriedades das func¢des hiperbélicas de terceira ordem

nas préximas subsecgdes.
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2.2 Graficos

Nesta subse¢a@o serdo apresentados os graficos das fungdes hiperbdlicas bésicas de
ordem 3. Para isso observe que, pelo fato das mesmas serem solugdes do problema de
valor inicial 3" = 3 com condi¢des iniciais dadas por (EI), elas podem ser escritas como

uma combinacdo linear da fungo exponencial da seguinte maneira:

(61 +6‘hw _’_eQ2$)

W =

coshs g z =

1
senhs, z = g(e‘” + q1eM" + goe®?)

1
senhy 2 @ = 2(e” + q2e™" + 1e®”),

emque q; = (—14iv/3)/2e g2 = (—1—iv/3)/2 sdo as duas raizes ctibicas nio reais da
unidade (ou seja q{’ = qg = 1). Ao aplicar a férmula de Euler e’® = cos z + i sen x nas
expressdes das fungdes hiperbdlicas em termos de exponenciais, as fungdes hiperbdlicas

de terceira ordem podem ainda ser escritas como

coshz g x = 1 e + 2e7%/% cos (ﬁx)
’ 31 2
1T 3 2
senhs o = 3 e + 2e /2 cos (%x - ;)} (11
1T 3 2
senhz » = 3 e® +2e7%/? cos (ga: + ;)} .

Com o uso do software livre Geogebra []] e de posse das formulas (TT)), foi possivel

obter os gréficos das fungdes hiperbdlicas basicas de 3% ordem, apresentados na figura

m

-12 10 — -6 -4 2 2 4 6

2 @ coshy g x
@senhyy o
@ senhy o @

Figura 1: Grafico das fungdes hiperbdlicas basicas de 3% ordem.
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A partir de uma andlise das férmulas (TT)), pode-se notar que as trés fungdes
aproximam-se assintoticamente de e /3 para x+ — o0, e oscilam, aproximadamente
de maneira periddica, a medida que x — —oo, com amplitudes crescentes. Esse

comportamento pode ser observado na figura|[l}

Utilizando as férmulas dadas em (TT)) € possivel, também, plotar os graficos das

demais fungdes hiperbolicas de ordem 3, definidas em (7). Esses graficos aparecem na
figura2]

2 2 »

@ tanhs,; (x)
@ tanhy; (x)

2 3

@coths | (x)
@cothy > (x)

Figura 2: Gréficos das fung¢des hiperbdlicas secundérias de 3“ ordem.

2.3 Relacoes Fundamentais

A principal ferramenta para estudar outras propriedades das func¢des hiperbélicas
generalizadas € um teorema encontrado em [24] (teoremas 8 e 9, pagina 303), a que
denominaremos Teorema de Ungar, e que descreve fortes resultados a respeito das

fun¢des hiperbdlicas generalizadas de ordem n.

Serd enunciado aqui o teorema para o caso particular n = 3, e para tanto, serd
definida a matriz circulante dada abaixo, [3,[7]] denominada, seguindo Ungar, por H3(z).

A matriz H3(z) é dada por:

Hso(z) Hsi(z) Hszao(z) coshgo z senhs; z senhss x
Hso(z) Hso(z) Hzqi(z = | senhgo x coshgo x senhs; x (12)
Hs1(x) Hso(z) Hszo(z) senhg; =z senhgo  coshgo z
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Teorema 1. A matriz Hz(x) definida em tem as seguintes propriedades:

detHz(z) =1, (Vz € R)
Hg(l'l + .%'2) = Hg(l’l)Hg(.’Eg) s (le,xg S R)

Observe que
det Hs(z) = coshg o © Ag(z) +senhs 1 = Aq(z) +senhs o x Ag(z) =1, (13)

em que Ag(x), A1(x) e Ay(x) sdo os respectivos cofatores da matriz Hs(x) obtidos

eliminando-se os elementos da primeira linha, ou seja,

coshs g £ senhsq x
Ap(z) = ’ ’ = coshs o 2y — senhs ; wsenhso x
senhz o x coshz g x
senh3 2 X Senh3,1 x
Aq(z) = — ’ = senhs 1 2y — senhz o xcoshs oz (14)
senhg 1 * coshgo x
senhg o © coshsg x
Ay(z) = ’ ’ = senhs 2 22 — coshs o zsenhs;
3, 3,0 3,
Senh371 xT Senhg,g xT

Substituindo essas fungdes definidas em (I4) na equagdo (I3)), chega-se na principal
identidade algébrica envolvendo essas funcdes, que pode ser denominada como Relagao

Fundamental para as Funcoes Hiperbdlicas de Terceira Ordem:

coshs o 3o+ senhs 1 3o+ senhs o 3p-3 coshs o xsenhs; xsenhsz o z = 1. (15)

Tomando a equacdo acima e dividindo os dois membros por coshs o 32 (com
coshsz ¢ « # 0), obtém-se a Segunda Relacdo Fundamental para as Func¢des Hiper-
bélicas de Terceira Ordem:

1+ tanhs ; Sr4 tanhs o 303 tanhs ; @ tanhs s x = sechgg Sx (16)

Note que as igualdades descritas pelas equacdes (I5) e (I6) estdo para as fungoes

2

hiperbélicas de 3% ordem assim como as relagdes fundamentais sen 2 z + cos?z = 1 e

sec? x = 1 + tg 2 x estdo para a fungdes trigonométricas seno e cosseno.
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2.4 Formulas de Adicao de Arcos

Nesta secdo serdo deduzidas algebricamente as formulas de adi¢ao de arcos para

as fungdes hiperbdlicas bésicas de terceira ordem.

De acordo com o teorema [I]a matriz H(z), definida em (12), obedece a proprie-
dade:

H3(1171 + 172) = H3(I1)H3(x2) , (Vxl,xg S R)
Portanto, a matriz

Hso(z1 +22) Hszi(xi +x2) Hzo(xr + x2)
H3o(x1 +22) Hzo(xi +22) Hszi(xr + 22)
Hs1(z1 +22) Hszo(w1 +22) Hzolxr + x2)

¢ igual ao produtos de matrizes

Hso(z1) Hsi(z1) Hsza(zi) Hso(z2) Hsi(xze) Hszo(ze)
Hso(z1) Hso(xz1) Hsi(z) Hso(z2) Hso(xe) Hsi(ze)
Hs1(z1) Hso(x1) Hso(zi) Hs1(2z2) Hsa(z2) Hso(za)

Analisando a primeira linha do resultado do produto de matrizes (as outras linhas ndo
contém informacao adicional), pode-se obter a férmula de adi¢do de arcos das fungdes

hiperbdlicas bésicas de terceira ordem. Note que

Hso(z1 +22) = Hso(z1)Hso(z2)+ Hs1(x1)Hs 2(z2) + Hs 2(z1)Hs 1 (22)
Hsi(z1+22) = Hso(z1)Hsi(z2) +Hs1(21)Hs o(z2) + Hz o(x1)Hs 2(22)
Hso(z1 +22) = Hso(x1)Hso(z2) + Hs1(x1)Hs 1(22) + Hs 2(x1)Hs o(22).

Portanto a férmula de adigdo de arcos é:

coshs o (v1 + z2) coshs o 1 coshs g @2 + senhs 1 @1 senhs o xo

+ senhg o zqsenhs; 2

senhsq (x1 +x2) = coshso z1senhs xg +senhs 1 coshsg o (17)
+ Senh372 T Senh372 T2

senhg o (z1 +22) = coshsg x1senhs o 2o +senhsy x; senhs; o

senhs o x1 coshs o x2
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Utilizando-se as férmulas descritas em (I7), pode-se deduzir que

tanhs 1 x1 + tanhs 1 x5 + tanhs 5 x1 tanhs s o
tanhs 1 (.’L‘l + .%'2) = : : - . (18)
’ 1+ tanh&l X tanh372 To + tanh372 T tanh371 T2

tanh372 1+ tanhg,,g To + tanh371 T tanh371 T2

tanhsz o (21 + x2) = .
32 (11 2) 1+ tanhs; x1 tanhs o xo + tanhz o 21 tanhs 1 @9

Da mesma forma, pode-se obter a férmula para a soma de arcos das demais fungdes
hiperbélicas de terceira ordem definidas em (7). As contas para a dedugdo das férmulas
(T8) estdo detalhadas em [17].

Uma simples observacgao das defini¢des das funcdes hiperbdlicas de terceira ordem
¢ suficiente para perceber que nenhuma delas € par, ou impar. Na subseccdo seguinte

serd visto o que ainda € possivel dizer com relagdo as simetrias delas.

2.5 Simetrias

Considere ainda a matriz Hs(z) :

coshgg x senhs; x senhss x
H3(z) = | senhso x coshzg z senhs;

senhg 1  senhso x coshsg @

Conforme visto, o teorema de Ungar [I]afirma que o determinante dessa matiz € 1,

portanto essa matriz possui inversa, qualquer que seja o valor de x, dada por

H; ' () adj Ha(z) = adj Ha(x),

1
~ det Hz(x)
em que adjHj3(x) é a transposta da matriz dos cofatores da matriz Hs(x).

Note que os cofatores das outras linhas serdo iguais aos cofatores da primeira linha,

a menos de uma mudanca de ordem. Logo,
Hy'(z) = | Ai(z) Ao(z) As(2) |,

Os cofatores Ay (z), Ag(xz) e Az(x) estdo calculados em |14}

A segunda afirma¢do do teorema de Ungar diz que Hz(z; + z2) =

Hj(x1).H3(22). Fazendo 21 = z e x93 = —x tem-se

Hg(O) = H3(.’1?).H3(—$>,
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mas H3(0) = I3, onde I3 é a matriz identidade de terceira ordem. Portanto:

H;'(z) = H3(—2).

Ou seja,
COShg,o (7I) senh371 (7.%) senh372 (71’) Ao(fﬂ) AQ(SE) Al(l‘)
senhs o (—z) coshso(—z) senhs;(—x) | = | Ai(z) Ag(z) As(z)
senhs ;1 (—z) senhs s (—z) coshgo(—x) Aq(z) Ar(z) Ag(x)

De onde pode-se concluir as seguintes propriedades de simetria das fungdes hiperbélicas
de terceira ordem:

coshg o (—x) = coshs o 2y — senhs  xsenhs o
senhg 1 (—z) = senhs 5 2p— senhg ; = coshs g @ (19)

senhs 5 (—z) = senhs ¢ 2y — senhs o xcoshg o

E interessante observar, em particular, que as funcdes Ao(z), Ar(z) e Ag(x) tém,
como pode ser demonstrado, as seguintes derivadas:

%Ao(x) — _Ay(2)
2 Aifa) = Do)
%Ag(m) — Ay(a).

Efetuando a derivagdo trés vezes de cada uma dessas fungdes, pode-se concluir
que todas as tr€s tém a propriedade de serem elas mesmas o negativo de suas derivadas

de terceira ordem, i.e.:

3
& Bo(x) = ~Ao(a)
d3
23 A1) = —Au(z)
d3
@AQ(%) = 7A2(’I).

Dessa forma pode-se observar que elas sdo autofungdes da equagdo diferencial de

"

terceira ordem y' = —y (tal como as fung¢des hiperbdlicas de terceira ordem sdo as
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autofungdes da equacdo diferencial " = y), mas com os seguintes valores iniciais:

Ap(0) =1, Ay(0) =0, AG(0)=0
A1(0) =0, Aj(0)=0, AY(0)=1 (20)

Na préxima secéo, serdo definidas as funcoes trigonométricas de terceira ordem,

que tem relagdes diretas com as fungdes Ag(z), A1 (x) e Az(x).

3 Funcoes Trigonométricas de Terceira Ordem

Assim como, na segunda ordem, as funcdes trigonométricas e hiperbdlicas possuem
diversas propriedades andlogas e estdo relacionadas, as funcdes trigonométricas de
terceira ordem sdo definidas de forma a serem bem relacionadas as fungdes hiperbélicas
de 3% ordem. Para isso, utiliza-se o fato das fungdes hiperbélicas de terceira ordem

serem as solugdes da equagdo diferencial 3" = y.

Definicfio 1. As fungdes trigonométricas de terceira ordem sdo as trés fungdes Ty (),

T31(x) e T3 2(x), solugdes da equagdo diferencial:

com os seguintes valores iniciais respectivamente:

T50(0) =1, T5,(0) =0, T4,(0) =0
T31(0)=0, T5,(0) =1, T5,(0) =0 1)
T3,2(0) =0, T5,(0) =0, T5,(0) =1

Ao usar a notagdo mais familiar T3 o(z) = cosgo x, Ts1(x) = seng; = e

T32(x) = seng o x, para as trés fun¢des trigonométricas de terceira ordem, e observar

o desenvolvimento apresentado ao final da subsecdo[2.5] chega-se que:

coszo(z) = Ag(z) = coshsg(—2z)
seng(x) = —Ag(zr) = —senhzy (—x) (22)

(
senso(z) = Ai(z) = senhss (—x).

O sinal de menos na segunda linha ocorre devido as diferengas nas condi¢des iniciais
descritas em (20) e (Z21).

Vale ressaltar que a notagdo para as fungdes trigonométricas de 3 ordem apresen-
tadas neste trabalho sdo inéditas e possuem grandes vantagens para a observacdo de
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semelhangas e analogias, tanto com as fung¢des trigonométricas, quanto com as fungdes

hiperbdlicas de 3% ordem.

E possivel extrair vérias propriedades dessas novas fungdes a partir da definigdo e
das propriedades das fungdes hiperbélicas de terceira ordem apresentadas na se¢ao[2]
Por exemplo, as séries de Taylor dessas fungdes podem ser obtidas a partir das séries

das hiperbdlicas (6) com algumas mudangas de sinal:

e (—x)3k B 3 g6 29
o0 = S EEE = 1- T -5
k=0
2L (—z)3kH B POz Y S [
senz,1 (x) _kz (3k +1)! TR (23)
=0
7 2L (—z)3kt2 B 22 g5 8 pll
w2 ()= LGy - A w T
k=0

Também todas elas convergentes Vz € R.

Através das trés fungdes trigonométricas basicas definidas em (23) pode-se definir
as demais funcdes trigonométricas de 3* ordem (o dominio de todas elas sendo a reta

real menos os zeros das respectivas fun¢des nos denominadores):

secs,o (¥) = (3083,10 ()

cses,1 (@) = sen3,11 (x)

csezp () = sen3il2 ()

tang 1 (z) = ZZI;?; Eg -
o) = 202

cotz 1 () = tang,ll (z) - ;:ZIsli,? Ezi

oty (1) = pro s = S

Nas préximas subse¢des serdo mostradas diversas propriedades das funcdes tri-
gonométricas de 3 ordem. Todas essas propriedades advém das propriedades das
hiperbolicas de 3* ordem, apresentadas na se¢@o[2} devido as relagdes (22). Por uma
questdo de ordem cada propriedade estd descrita em uma subsecdo e as subsecdes abaixo

contém o mesmo nome e ordem daquelas descritas na se¢do 2}
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3.1 Derivadas

As derivadas das fungdes trigonométricas de 3* ordem podem ser calculadas
utilizando-se as derivadas das fungdes hiperbdlicas, descritas em (8] e (10), bem como
as igualdades (22). As contas detalhadas estdo descritas em [17]]:

——COS3 0 & = —seng a2 &

dx

——S€n31 = CO0S3,0 T

dx

——S€N3 2 T = S€Nn3 1 T

dx

——sec3 o T = sec3 o rtang o x
dx

——SC3,1 £ = —CsC3,1 TCOtz 1 @ 25)
dz
——CSC32 T = —CSC3 9 Ttang i xrcotzo x
dz
—tang 1 = 1+tang; vtango x
dz
——tansg o x = tanz; = + tans Zx
dz
——cot3 1 * = —tang xcotz 1 x — cot3 2
dz
. cotzo x = —1 —cotzp > wtang x
x

Note que as derivadas das fungdes trigonométricas de 3 ordem apresentam diversas

similaridades com as as derivadas das fungdes trigonométricas de 2% ordem.

3.2 Grificos

Para obter o grifico das funcdes trigonométricas de 3* ordem, procedimentos and-
logos aqueles adotados na se¢do[2.2] podem ser também aqui desenvolvidos. Entretanto
as relagdes (22) dizem que é possivel obter os gréficos das trigonométricas a partir de
reflexdes em torno dos eixos x e/ou y dos graficos mostrados na figura[l} A figura[3]
mostra os graficos das fungdes trigonométricas basicas de ordem 3. Os gréficos das

fungdes trigonométricas secunddrias de 3* ordem aparecem na figura 4]

3.3 Relacoes Fundamentais

Esta subsecdo apresenta as relacdes fundamentais das funcdes trigonométricas de
terceira ordem, baseado no desenvolvimento da subsegdo [2.3]
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Figura 3: Grifico das fung¢des trigonométricas bdsicas de 3% ordem.
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Figura 4: Grificos das fungdes trigonométricas secundarias de 3% ordem.

Substituindo-se x por —z na relagdo fundamental para as fungdes hiperbdlicas de

terceira ordem, descrita em (I3)), tem-se que:

cosh3703(—x) + senhg,lg(—i“)

4+ senhyy?(—x) — 3coshz g (—z)senhz ; (—x)senhz o (—x) = 1.

Utilizando as igualdades (22) na equacdo acima, tem-se o que se pode denominar

Relacido Fundamental para as Fung6es Trigonométricas de Terceira Ordem:

€0S3,0 3x— sens Sy + sens o 3243 cos3o xsens; rsenhg o x = 1. (26)
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Dividindo os dois membros da equagdo por cosz o 3(33) com cosz g * # 0
obtém-se a denominada Segunda Relacio Fundamental para as Funcoes Trigonomé-
tricas de Terceira Ordem:

1 —tans Sp+ tans o 343 tans ; xtang s T = secs 3. 27

3.4 Foérmulas de Adicao de Arcos

Para deduzir as férmulas de adi¢do de arcos das fungdes trigonométricas de 3¢
ordem, pode-se usar, além das igualdades @), as féormulas de adicdo de arcos das
fungdes hiperbdlicas, descritas nas equagdes (17). Logo,

COS3,0 (331 + 332) COS3,0 X1 COS3,0 T2 — S€N3 1 T1S€N3 2 T2

— S€ng 2 Tj1Seng;1 T2

seng 1 (1 + z2) COS3,0 T1S€Ng 1 T2 + SeN3 1 L1 COS3 0 T2 (28)
— S€Ng 2 Tj1Sen3 2 T2
sensg o (Il + Ig) = COS3,0 T1S€n32 T2 + S€ng g X1 COS3,0 T2

+ sens; risens T2

Utilizando as defini¢des em (24) e as formulas em (I8)) é possivel mostrar que (as
contas detalhadas em [17])):

tang; x; + tang; o — tang o xytang s xo

tang 1 (1‘1 + 33‘2) = 29)

1-— tan371 I tan372 Tro — tan372 I tan371 X2
tan372 xr + tan372 ZTo + tan371 X tan371 X2

tang 2(x1 +x9) =
’ ( ) 1-— tan371 T tan372 XTo — tan372 T tan371 X9

De forma andloga, pode-se obter as férmulas para a adicdo de arcos das demais
fungdes trigonométricas de terceira ordem definidas em (24).

3.5 Simetrias

As tltimas propriedade das fungdes trigonométricas de 3% ordem a serem descritas

aqui, assim como na se¢do 2] sdo suas simetrias.
Para obter as simetrias, usa-se as simetrias das func¢des hiperbdlicas de 3% ordem,
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descritas pela equacdo (19), juntamente com as relagdes (22)).

cosg,o (—z) = cossz 0 2r4 seng i xrsens o T
seng 1 (—x) = —seng o 2 — seng 1 T COS3 0 & (30)

seng o (—x) = seng 1 2p— seng o T COS3 0 .

4 Conclusao e Perspectivas Futuras

Neste trabalho introduziu-se brevemente as chamadas fun¢des hiperbdlicas gene-
ralizadas. De maneira mais aprofundada, definiu-se as fungdes hiperbdlicas e trigono-
métricas de terceira ordem e foram deduzidas varias de suas propriedades, graficos,
identidades, férmulas e derivadas, bem como de suas fun¢des subsididrias. Os graficos
de muitas dessas fungdes (principalmente das subsididrias), bem como a concatena-
¢do de muitas das propriedades delas sdo raramente mencionadas na literatura, ou sdo
encontrados de maneira dispersa, em idiomas variados, devido provavelmente ao surgi-
mento histdrico reincidente de maneira independente dessas fungdes. A caracterizacio

numérica dos zeros dessas fungdes € trabalho para futuros empreendimentos.

A clara relacdo das fungdes hiperbdlicas e trigonométricas quando a ordem é
tré€s, intimamente ligadas por simetrias aparentemente mais simples do que no caso
das fun¢des de ordem dois, foi mencionada (em ordem dois € preciso trabalhar com

varidveis complexas para mostrar estas relacdes).

A nota¢do aqui utilizada para as fungdes de terceira ordem ¢ inédita e facilmente
generalizdvel para ordens mais altas. A clareza com que remete a notagido convencional,
que subsiste por séculos, das fun¢des de segunda ordem, mais familiares, propicia
vantagens cognitivas no levantamento das propriedades gerais das fungdes primadrias e

subsididrias de terceira, e até outras ordens.

Como motivo de trabalho futuro pode-se esperar um estudo mais aprofundado das
raizes dessas fungdes, o cdlculo de integrais das funcdes subsididrias, e suas equagdes
diferenciais. E possivel suspeitar que as séries das fungdes hiperbolicas e trigonométricas
de terceira ordem subsididrias (sechs ¢ x, secs x, tanhs; z, tanhz o x, tans; z,
tans o x, etc) estejam relacionadas, por exemplo, com os nimeros de Euler e Bernoulli
generalizados, assim como as séries das fungdes de segunda ordem (sech x, sec x, tan z,

tanh x) estdo com os nimeros de Euler e Bernoulli.

A relacdo dessas fungdes com uma parametrizag@o da interessante superficie ctibica
de revolucdo > + y3 + 23 — 3zyz = 1 nido foi explorada [15} 26], e é provavel que
suas propriedades geométricas revelem o misterioso significado das transformacdes
geométricas codificadas pela matriz Hz(6), [6].
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As fungdes inversas de terceira ordem néo foram tratadas aqui, e suas propriedades,

como derivadas, integrais, séries, graficos, raizes, etc podem ser assunto de trabalhos

dx,

futuros. Possivelmente estejam também relacionadas com integrais do tipo / 153
x

etc.

Nota-se que a rota para exploragdo das propriedades das fungdes de ordens mais
altas € a mesma, e tudo que aqui foi feito para terceira ordem pode ser feito para ordens

maiores, exatamente com oS mesmos procedimentos.

A necessidade de mais literatura especifica sobre o tema, de pouca ou nenhuma
referéncia substancial em portugués, e de pesquisa visando o preenchimento de muitas
lacunas no conhecimento ainda a serem cobertas foram as principais motiva¢des do
presente trabalho. E possivel que uma maior popularizacio desses interessantes objetos
matematicos leve ao preenchimento de muitas destas lacunas, e de uma intensificagdo

na busca de suas relacdes com outras dreas da matematica pura e aplicada.
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