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Resumo

Cinco problemas propostos para a Olimpiada Internacional de Matemética (IMO) sdo discutidos
em detalhe. As demonstragdes envolvidas nas solu¢des sdo complementadas pela disponibiliza¢do
dos respectivos links das figuras interativas usando o Geogebra. E esperado que o artigo possa
ser apreciado tanto por estudantes que preparam-se para as fases finais de competi¢des nacionais
ou internacionais, quanto por professores que atuam no ensino e interessem-se em problemas
mais desafiadores. Apresentam-se 0s conceitos bdsicos relativos ao incentro e ao ex-incentro e
as métricas do tridngulo associadas com as bissetrizes internas e externas. Uma combinacio de
outros conteidos também sdo estudados: relagdo de Stewart, distancia entre incentro e ortocentro,
poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia e eixo e centro radical.

Palavras-chave

Olimpiadas internacionais de Matemadtica, Incentro, Ex-incentro, Ensino Médio e Universitario,
Geometria.

1 Introducao

Este material didatico foi utilizado durante uma aula de um curso de “Geome-
tria com Geogebra" para professores de Matemética do Ensino Fundamental e
Meédio de todo o Brasil, ministrado pelos autores, a distancia, no primeiro semestre
de 2021.

As solucdes apresentadas neste texto complementam algumas poucas dispo-
niveis nos foruns em lingua inglesa e nas publicagdes das competicdes. Utili-

zando argumentos menos rebuscados, focamos na apresentacao mais detalhada
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das transi¢des, possibilitando que alunos e professores consigam acompanhar o
desenvolvimento do problema. Adicionalmente, uma versao interativa das figuras

do texto também € disponibilizada no site do Geogebra.

No Problema 1, P1 IMO 1970, sdo construidos trés incirculos e trés ex-
incirculos. Solicita-se demonstrar determinada igualdade envolvendo os seis raios.
Com o uso das relagdes métricas, associadas aos segmentos determinados pelos

vértices e pelos pés das bissetrizes, e a relacdo de Stewart resolve-se o desafio.

No Problema 2, P4 IMO 1992, requer-se encontrar o lugar geométrico dos
pontos P partindo de uma circunferéncia k, uma reta [ tangente a k£, € um ponto
M sobre [. P deve satisfazer determinada propriedade. A solucdo estd ligada a

construcdo das circunferéncias inscrita e ex-inscrita de um triangulo.

O Problema 3, P5 IMO 1999, apresenta duas circunferéncias tangentes inter-
namente a uma terceira. Solicita-se mostrar que determinada reta é tangente a
uma das circunferéncias. Utilizando os conceitos de poténcia de um ponto e as

propriedades dos circulos inscritos e ex-inscritos resolve-se o desafio.

O Problema 4, P16 SL IMO 2005, explora as propriedades de um paralelo-
gramo ABC'D e das bissetrizes usadas na construgdo de dois ex-incirculos. Um
ponto X varidvel pertence ao segmento BC'. Pede-se provar que a medida de

determinado angulo ndo depende da posicao de X.

O Problema 5, P18 SL IMO 2006, pede para construir o centro do ex-incirculo
tangente ao lado BC' num triangulo ABC'. Apds algumas outras construgdes,
deseja-se determinar dois angulos. Resolve-se o desafio mediante o esboco de trés

circunferéncias com um ponto em comum, o centro radical das mesmas.

Anteriormente discutimos outros conjuntos de problemas de olimpiadas in-
ternacionais de Matematica [2], [3] e [4]. Iniciamos com uma introducdo dos

conceitos basicos sobre incirculos e ex-incirculos.

2 Conceitos basicos

Proposicao 2.1. A Figura 1 mostra um tridngulo ABC'. Sejam AB = ¢, BC = ae

CA =1b.Sejam D, E e F os pontos de intersecdo da circunferéncia inscrita k com
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a+b+c
os lados AB, BC' e C A, respetivamente. E seja o semiperimetro p = ———.

2
Entao vale que AD = AF =p—a,BD=BE=p—-beCF=CE=p—c.

Demonstracdo. Como os lados do AABC sao tangentes a circunferéncia k vale
que AF = AD =2, BD = BE = ye CF = C'E = z. Isto permite escrever o
sistema de equagdes:

r+y=c,

y+z=a

z+x =0,
p=r+y+=z

Colocando em evidéncia x, y e z encontram-se as solucdes citadas. [

A r=p—a y=p—>b

Figura 1: Guia para a demonstracio da Proposicao 2.1. Versao interativa aqui.

Proposicao 2.2. A Figura 2 mostra um tridngulo ABC'. Sejam AB = ¢, BC = a
e CA =b. Sejam J, L e E os pontos de intersecdo da circunferéncia ex-inscrita
k' com os prolongamentos dos lados AB e BC' e com o lado C A, respetivamente.
E seja o semiperimetro p = %b—i—c. Entdo vale que BL = BJ = p, CL =
CE=p—aeAJ=AE=p—c.
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J j=p-c A c

Figura 2: Guia para a demonstracdo da Proposi¢cdo 2.2. Versao interativa aqui.

Demonstragdo. Como os lados do AABC' sdo tangentes a circunferéncia k vale
que BL=BJ,CL=CFE=1e AJ = AE = j. Consideramos a soma:

BL+BJ=a+Il+j+c=a+b+c=2p.

Do resultado anterior segue que BL = BJ = p. Como AB = ce BC = a temos
Al =AE=j=p—ceCL=CE=I]l=p—a. [

Corolario 2.1. A Figura 3 mostra um tridngulo ABC'. Sejam AB = ¢, BC' =a e
CA =0b.Sejam D, E e F os pontos de intersecdo da circunferéncia inscrita k com
os lados AB, BC e C A, respetivamente. Sejam J, L e Ny, os pontos de intersecdo
da circunferéncia ex-inscrita k' com os prolongamentos dos lados AB e BC e com
o lado C A, respetivamente. E seja o semiperimetro p = Lb—l—c‘ Entdo vale que

o ponto M, médio de A e C, também é ponto médio de F e N,. Adicionalmente,
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Figura 3: Guia para a demonstracdo do Corolario 2.1. Versdo interativa aqui.

Demonstragdo. Isto é consequéncia de AF = C'N, = p — a, resultados provados

nas Proposi¢des 2.1 e 2.2. [

Proposicao 2.3. A Figura 4 mostra um tridngulo ABC. Seja I seu incentro e
1, o centro da ex-circunferéncia correspondente ao lado BC. Seja I o ponto de

intersecdo de Al com a circunferéncia circunscrita ao NABC'. Entdo

EB=FEC=FI=FEI,.
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Figura 4: Guia para a demonstracio da Proposicdo 2.3. Versdo interativa aqui.

Demonstragdo. Pela bissetriz em A e o quadrilatero ciclico ACEB temos
/BAFE = /CAE = /CBE = /BCFE = «. Portanto, 0 AEBC € isésceles de
base BC'e EB = EC.

Além disso, da bissetrizem B, sejam /I BA = ZIBC = j3. Pela propriedade
do angulo externo, /BIE = a + . Segue que, /BIE = ZIBE, 0 AEBI é
isésceles de base Bl e EB = E1.

Pela bissetriz externa em B, sejam £/ JBI, = Z/CBI, = v. Comoo /JBA =
180° temos que v = 90° — 3. Do ABJI, retangulo em J temos ZJI,B = f5.
Pela soma dos angulos internos no AAJI, e o angulo raso em B encontramos
/EBI, = /ZFEI,B =90° — a — 3. Isto é, 0o AEBI, é isésceles, de base BI,, e
EB = FEI,. Concluimos que EB = EC' = EI = El,. ]

Proposicao 2.4 (Formula de Euler). A Figura 5 mostra um tridngulo ABC. Seja

I seu incentro, k sua circunferéncia inscrita de raio r. Adicionalmente, seja m a

circunferéncia circunscrita ao NABC, de centro O e raio R. Entdo

OI’ = R(R — 2r).
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Figura 5: Guia para a demonstracio da Proposicdo 2.4. Versdo interativa aqui.

Demonstracdo. Seja E o ponto de intersecio da bissetriz Al com m. Pela poténcia

do ponto [ em relagdo a m temos
R*—-0OI*>=AI - EI. (1)

Sejam X e Y os pés das perpendiculares de O e [ até BE e AC, respectivamente.
Como o AOBE ¢ isosceles de base BE, e devido a relagdo entre dngulo central e

inscrito, relativo a corda BE, segue que LAY = ZOBX.
Logo, pelo caso de semelhanca AA, temos AATY ~ AOBX. Portanto,

BX OB .. OB-IY 2R
v oa MM T T Bx T EB

Vimos na Proposi¢ao 2.3 que £B = EI, segue que

B 2Rr

Al = —. )

Substituindo (2) em (1) encontramos R? — OI? = 2Rr-. Logo,

OI*> = R?> — 2Rr.
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3 Ex-incirculos, incentro, relacio de Stewart. P1 IMO 1970.

Problema 1. Dado um ponto M no lado AB do triangulo ABC sejam ry e ry
raios das circulos inscritos nos tridngulos ACM e BC M, respectivamente e sejam
p1 € pa os raios dos ex-incirculos dos tridngulos ACM e BCM nos lados AM e
BM, respectivamente. Sejam r e p os raios do circulo inscrito e do ex-incirculo

no lado AB do NABC, respectivamente. Provar que

™o T2
P1 P2

r
o
A IMO 1970 foi realizada na cidade de Keszthely, Hungria. Problema 8 da

lista curta, proposto pela delegacdo da Polonia e escolhido como primeiro da

competi¢ao [1].

3.1 Consideracoes iniciais para o Problema 1.

Teorema 3.1 (Relacdo de Stewart). Seja D um ponto no lado BC' do ANABC.
Sejam BC = a,CA=b,AB=c, BD =x,CD =ye AD = z. Vale que:

v o, (1 1
—t+—=a+2z | -—+—-].
y =z r -y

Ou equivalentemente:
b2 2

2= —x+—y—2xy. 3)
a a

Esta relagdo nos permite encontrar o comprimento de uma ceviana AD sem
precisarmos conhecer angulos por ela determinados ou usar trigonometria. A

Figura 6 permite acompanhar a prova.

Demonstragdo. Sejam ZADC = ae ZADB = 180° — «. Pela Lei dos Cossenos
aplicada no AABD temos:

=2 + 2% — 222 c08(180° — a).
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Mas cos(180° — a) = — cos(«). Logo,

=2 + 22 + 22z cos(a),

02 22
— =z + — + 2z cos(w). 4)
xZ T

Pela Lei dos Cossenos aplicada no AAC'D temos:

b =y + 2% — 2yzcos(a),

b2 2
— Iy—l—Z— — 2z cos(a). ®)
Y Y

Figura 6: Guia para a demonstracio do Teorema 3.1. Versdo interativa aqui.

Somando (4) e (5) segue:

v o, (1 1 5 @
—+—=x+y+zzZ|(-+-|=a+z"—,
y =z r oy Y

b2 +2
Yaotdy , 2
axy xy
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Observacao 3.1. Ainda na Figura 6, no caso em que D é o ponto médio de BC'

a . . L. -
vale x = y = 5 e z = m, (mediana relativa ao vértice A). Utilizando (3)
encontra-se:
, b+ ad
m. = - —.
“ 2 4

3.2 Resoluc¢iao do Problema 1.

A Figura 7 mostra uma constru¢io geométrica.

Sejam BC = a, CA = b, AM = z, MB = y e CM = [. Denota-
mos com [; o incentro € com S; o ex-incentro do ex-incirculo do AAMC.

Sejam P, e (J os pés das perpendiculares de [, e S}, respectivamente, a reta

CP
AC. Entao ALCP, ~ ASCQ e o C’Ql' Seja p; o semiperimetro do
P1 1
b+1—
ANACM. Sabemos das Proposi¢oes 2.1 ¢ 2.2 que CP, = p; —x = % e
b+1l+=x
OQl =p1 = T LOgO,
b+1—
n_ u (6)
;o b+l+z
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Figura 7: Constru¢do geométrica para o Problema 1. Versido interativa aqui.

Analogamente, denotamos com /5 o incentro e com S5 o centro do ex-incirculo

do ABMC. Sejam P; e Q5 os pés das perpendiculares de I, e Ss, respectivamente,
T2 CP2

areta BC. Entdo ALC Py, ~ AS;CQre — = Oy Seja po 0 semiperimetro do
P2 2
1 —
ABCM. Sabemos das Proposicoes 2.1 ¢ 2.2 que CPy = p, — y = CH_TZ/ e
a+1+
CQy=py = Ty Logo,
] —
2 _ u_ (7
p2 a+l+y

Do mesmo modo, denotamos com [ o incentro e com S o centro do ex-incirculo

do AABC. Sejam P e () os pés das perpendiculares de [ e .S, respectivamente,
CP
a reta BC. Entao AICP ~ ASCQ e r_ = Seja p o semiperimetro do
p

cQ
s at+b—oc
AABC. Sabemos das Proposi¢des 2.1 € 2.2 que CP = p — ¢ = —5 ¢
b

CQ=p= W_ Logo,

r a+b—c

- (8)

p a+b+c
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Do enunciado do Problema 1 e as equacdes (6), (7) e (8) resta provar que:
b+1l—=z at+l—y\ a+b—c
b+l+z a+l+y) a+b+c

Ap6s multiplicar pelos denominadores na equacgdo anterior, lembrando que

¢ = x + y e varias simplifica¢des, encontramos a Relacido de Stewart 3.1 para a
ceviana CM = [do AABC' :

v a? (1 1
—+—=c+I"|=-+-).
Z Y r Yy

4 Ex-incirculo, incirculo, semelhanca de tridngulos. P4 IMO 1992.

Problema 2. No plano, sejam dadas uma circunferéncia k, uma reta | tangente
a k, e um ponto M sobre |. Encontrar o lugar geométrico dos pontos P que tém
a seguinte propriedade: Existem dois pontos () e R sobre [ tais que M é o ponto
médio de QR e k é o incirculo de PQR.

A IMO 1992 foi realizada na cidade de Moscou, Rissia. Problema 20 da lista

curta, proposto pela delegacao da Franga e escolhido como o P4 da competicdo [1].

4.1 Resolucio do Problema 2.

A Figura 8 mostra uma construcao geométrica inicial.
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Figura 8: Constru¢do geométrica inicial para o Problema 2. Versao interativa aqui.

Denotamos por U o ponto de tangencia da circunferéncia k, de centro S, e areta
[. Sejam X e U’ os pontos simétricos de U com relagdo a S e M, respectivamente.
X e U’ ndo dependem da escolha de P. Provaremos que o lugar geométrico dos

pontos P € a parte da semi-reta orientada U’ X além do ponto X.

Colocamos um ponto varidvel () € [. A posi¢do do ponto R € [ fica determi-
nada pela equagdo QM = M R. Construimos as retas tangentes a k, diferentes de
[, partindo de () e R. Marcamos P na interse¢do destas tangentes. Adicionalmente,
seja k' o ex-incirculo do APQR, S’ o centro de k', e W e W' os pontos de tangen-
ciade k e k' com areta P(Q), respectivamente. A reta P.S’ é a bissetriz do ZQPR.

Note que, pelo Coroldrio 2.1, o ponto U’ é o ponto de tangéncia de k' com a reta
QR.

Como WS || W'S"e ZWPS = ZW'PS’ temos que AWSP ~ AW'S'P.

Logo,
ws SP WP

WS’ S'P - WP

Mas WS = SX e W'S" = S'U’. Segue que

SX  SP
SU~ SP
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Adicionalmente, de SX || S'U’, entdo LPSX = ZPS'U’. Pelo critério de
semelhanga LAL temos que APSX ~ APS'U’ e o ponto X € colinear com P e
U’. Isto é, P é o centro de homotetia externo das circunferéncias k e &, e o ponto

X é levado em U’ por esta homotetia.

Dada a configuracdo inicial do problema basta construir os pontos X e U’
para localizar o ponto P na semirreta U’ X, além de X. A Figura 9 mostra uma
construcdo geométrica. No link interativo indicado € possivel deslocar o ponto ()

para observar o rastro deixado pelo ponto P.

Figura 9: Constru¢do geométrica para o Problema 2. Versiao interativa aqui.

Reciprocamente, dado um ponto P na semirreta U’ X, além de X, é possivel
construir as tangentes a k partindo de P e marcar suas interse¢cdes com [. Isto é,
encontrar os pontos () e R. A homotetia que leva o incirculo de PQQR em seu
ex-incirculo leva o ponto X em U’, pois eles sdo colineares por hipétese € este é o
ponto de tangéncia do ex-incirculo com a reta () R. A simetria de () e R em relag@o

a M segue do Corolério 2.1 novamente.
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5 Incirculo, ex-incirculo, poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia. P5
IMO 1999.

Problema 3. Sejam duas circunferéncias ky e ko que intersectam-se nos pontos
X e Y e sdo tangentes internamente a circunferéncia k nos pontos M e N,
respectivamente. Adicionalmente, o centro de ko estd sobre k. Sejam A e B os
pontos de intersecdo da reta XY com k. As retas M A e M B intersectam ki em C'

e D, respectivamente. Provar que k; é tangente a C'D.

A IMO 1999 foi realizada na cidade de Bucareste, Roménia. Problema 12 da

lista curta, e escolhido como P5 da competi¢ado, proposto pela delegacio da Rissia

[1].

5.1 Resoluc¢io do Problema 3.

A Figura 10 mostra uma constru¢cdo geométrica inicial. Esbocamos primeiro a
circunferéncia k, de centro O, e colocamos o ponto M € k. Segundo, o centro O,
da circunferéncia k;, deve ser posicionado sobre o segmento O M, para garantir
a tangéncia interna, em M, de k e k. Terceiro, colocamos o centro O, € ki, e

encontramos N = OO, N k, assegurando a tangéncia interna de k e k5.

Figura 10: Construcdo geométrica inicial para o Problema 3. Versdo interativa

aqui.
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Lema 5.1. Sejam duas circunferéncias ky e ky que intersectam-se nos pontos
X e Y e sdo tangentes internamente a circunferéncia k nos pontos M e N,
respectivamente. Seja A um dos pontos de intersecdo da reta XY com k. As retas
AM e AN intersectam ky e ko em C' e E, respectivamente. Entdo C'E é uma

tangente comum de ky e k.

Para a construgdo da Figura 11 primeiro esbo¢amos a circunferéncia k, de
centro O. Segundo, colocamos os pontos M € ke N € k e tragamos os segmentos
OM e ON. Os centros das circunferéncias k; € ky sao O; € OM e Oy € ON.
Para o Lema 5.1 N é um ponto semi-livre. Isto é, pode variar sobre a circunferéncia

k. No problema principal N € k, mas sua posi¢ado € fixa pela construgao.

Figura 11: Guia para a demonstra¢do do Lema 5.1. Versdo interativa aqui.

Demonstracdo. O ponto A estd no eixo radical das circunferéncias k; e ky. Logo,
AC-AM = AX -AY = AE- AN. A equagio anterior significa que o quadrilatero
M N EC ¢ inscritivel.

Seja Z a segunda interse¢do de M N com k. E seja M’ um ponto na tangente

comum a k e k; em M. Entdo, pela igualdade entre angulo inscrito e de segmento,
temos ZMCZ = /ZM'MZ = ZM'MN = ZMAN (como angulos orientados).
Isto significa que C'Z || AN.

Por correspondentes entre paralelas ZANM = ZCZM. Como MNEC é
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ciclico também temos que ZACE = ZANM. Como LMO,C' =2/CZM, e o
ACO; M éisbsceles, a igualdade LZCZM = L ACFE significa que C'E € tangente

a k1. Analogamente prova-se que k- € tangente a C'D. [

Retomando o problema principal, a Figura 12 mostra uma construcao geo-
métrica. Sejam F e F| respectivamente, as interse¢oes de NA e NB com k;.

Aplicando o Lema 5.1, C'E' e DF s@o as tangentes externas comuns a ky e ks.

Quando %, e ky tém o mesmo raio a reta C'D passa pelo ponto Oy, ponto de
tangéncia com k9, o quadrildtero D F'EC' € um retangulo e o resultado procurado

fica provado. Para os outros casos, seja G = CE N DF.

Os centros Oy e O, estdo sobre a bissetriz do ZCGD, devido a k; e ko serem
tangentes a GC' e GD. Como O;D = O,C e ZO,DG = Z0,CG = 90°, segue
que O; € o ponto médio do menor arco C'D da circunferéncia circunscrita do
ACDG.

Pela Proposi¢do 2.3 encontramos que O é o ex-incentro do AC' DG oposto a
G ou o incentro. Isto é, k; é um ex-incirculo ou o incirculo do AC DG. Nos dois

casos concluimos que C'D € tangente a k.

Figura 12: Construcdo geométrica para o Problema 3. Versao interativa aqui.
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6 Bissetrizes, paralelogramo, semelhancas de triangulos. P16 SL IMO 2005.

Problema 4. Seja ABC' D um paralelogramo e X um ponto do segmento BC,
com X # B. A semi-reta orientada zﬁz intersecta a semi-reta orientada lﬁ no
ponto Y. Sejam K e L os centros dos ex-incirculos dos tridngulos ABX e ADY,
que tocam os lados BX e DY, respectivamente. Provar que a medida do dangulo

KCL ndo depende da posicdo do ponto X.

A IMO 2005 foi realizada na cidade de Mérida, México. Problema 16 da lista

curta, proposto pela delegacdo da Ucrania [1]. Adaptado pelos autores deste artigo.

6.1 Resoluciao do Problema 4.

A Figura 13 mostra uma constru¢do geométrica inicial.

Figura 13: Construcdo geométrica inicial para o Problema 4. Versdo interativa

aqui.

Primeiro notamos que por ABC'D ser um paralelogramo temos AB = CD,
BC = DA, ZABC = ZCDA e /DAB = /BCD = ZCBM = ZYDJ.
Adicionalmente, como DL, BK, AL e AK s@o bissetrizes vale que /Y DL =
ZLDJ =/XBK =/ZKBM, /YAL = /LAJ e /BAK = /KAX.

Como LZABC = ZCDAe /ZXBK = ZCDL segue que ZABK = ZLDA.
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Adicionalmente, pela andlise dos angulos dos tridangulos ADY e ADL encontra-se

1
que ZALD = §ZAYD. Por alternos entre paralelas ZAY D = Z/BAY e devido
a bissetriz AK tem-se ZALD = /K AB. Logo, por AA,

ANABK ~ ALDA

AB BK AK
LD DA LA

De CB = DA e DC = AB e da primeira parte da igualdade de fra¢Ges

anterior segue
DC  BK
LD CB’
Adicionalmente, /L DC = ZCBK. Pelo caso de semelhanga LAL,

ALDC ~ ACBK.

Logo, /DCL = /ZBKCe ZCLD = ZKCB.

Portanto,
/KCL =360°—«£BCD — (/DCL+ Z/KCB) =

= 360° — ZBCD — (/BKC + ZKCB) =
= 360° — £ZBCD — (180° — ZCBK) =
= 180° - £ZBCD + ZCBK = ZCBA + ZCUBK,

que ¢é constante. Isto é, o ZKCL somente depende da constru¢do do paralelo-
gramo ABC'D e nao da posi¢do do ponto X. A Figura 14 mostra uma construgio

geométrica.
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Figura 14: Construcdo geométrica para o Problema 4. Versao interativa aqui.

7 Ex-incirculo, poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia, angulos. P18
SL IMO 2006.

Problema 5. Num triangulo ABC), seja J o centro do ex-incirculo tangente ao
lado BC' em A e as extensoes dos lados AC e AB em By e Cy, respectivamente.
Suponha que as retas A1 B, e AB sdo perpendiculares e intersectam-se em D.

Seja E o pé da perpendicular de C' até o segmento D J. Determinar os dngulos

BEAl e AEB1

A IMO 2006 foi realizada na cidade de Liubliana, Eslovénia. Problema 18 da

lista curta, proposto pela delegacdo da Grécia [1].

7.1 Resolucao do Problema 5.

A Figura 15 mostra uma constru¢do geométrica inicial.

Consideramos as circunferéncias wy, wy € w3 de didmetros C1D, A1 B e AB;,
respectivamente. Por construcdo, os segmentos JC', JA; e JB; sdo tangentes a

w1, wy € ws, respectivamente. Devido ao angulo reto em D, ws € w3 passam por D.

Como ZC1ED = 90° temos F € w;. Pela poténcia do ponto J em relagao a

Revista de Matemaética de Ouro Preto 2021 136


https://www.geogebra.org/m/uvdederj

RMAT: v.2 pp:137-139 2021 Universidade Federal de Ouro Preto

wy [4] podemos escrever
J C’12 =JD-JE.

Adicionalmente, de JA; = JB; = JC}, raios do ex-incirculo k', também vale
que
JA?=JD - JE,

JB?=JD - JE.

Figura 15: Construcdo geométrica inicial para o Problema 5. Versdo interativa

aqui.

Mas pela inversa do teorema das cordas [4] as igualdades anteriores significam
que F €cwse E e wse LBEA, = ZAEB; = 90°. O ponto E € centro radical de

w1, Wy € ws. A Figura 16 mostra uma construcao geométrica.
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2\E

Figura 16: Construcdo geométrica para o Problema 5. Versao interativa aqui.

8 Comentarios finais

Discutiram-se em detalhe cinco problemas propostos para a Olimpiada In-
ternacional de Matematica (IMO). Esperamos que os mesmos sirvam de apoio
para estudantes e professores do Ensino Médio e Universitario. As demonstra-
¢oes envolvidas nas solugdes foram complementadas pela disponibilizagdo dos
respectivos links das figuras interativas utilizando o Geogebra. O computador é
uma ferramenta poderosa pois permite explorar diversas configuracdes de uma
construcdo geométrica. Apresentaram-se 0s conceitos basicos relativo ao incentro
e ao ex-incentro e as métricas do tridngulo associadas com as bissetrizes internas e
externas. Uma combinacao de outros contetidos também foi estudada: relagdo de
Stewart, distancia entre incentro e ortocentro, poténcia de um ponto relativo a uma

circunferéncia e eixo radical.
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