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Resumo

Neste trabalho aritmética e geometria sdo vistas em um tnico foco, através dos resultados obtidos
por Fermat, Diofanto, Euclides, entre outros matemadticos. Nesta ligacdo entre a Aritmética e a
Geometria, buscaremos solu¢des inteiras ou racionais de equagdes polinomiais de duas varidveis,
de grau um ou dois, com coeficientes inteiros, o que neste caso ¢ equivalente a encontrarmos
pontos de coordenadas inteiras ou racionais em retas e conicas. Como aplicac@o exibiremos todos
os niimeros inteiros que podem ser escritos como soma de dois quadrados e demonstraremos o
dltimo Teorema de Fermat para o caso em que n = 3.
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1 Introducao

A aritmética e a geometria se fazem presentes em todo momento do nosso
cotidiano e sdo utilizadas desde os primordios, sendo consideradas as dreas mais
antigas da matemadtica. Para os pitagoricos, segundo Pinedo e Pinedo apud [11],
um ponto era chamado de um, uma reta de dois, uma superficie de trés e um sélido,
de quatro. Assim, “os pontos geravam retas, que geravam superficies, que geravam
solidos, que formavam o universo”. Neste trabalho, buscamos estudar a aritmética e
a geometria em um unico foco através dos resultados obtidos por Fermat, Diofanto,
Euclides, entre outros matematicos. Iniciamos estudando existéncia de pontos de
Z x 7 em retas no plano cartesiano R x R , o algoritmo de Euclides e equagdes
diofantinas lineares. Na segunda sec@o, introduzimos a aritmética em cOnicas
estudando, basicamente, o Método das Secantes e Tangentes de Fermat, cuja
bibliografia principal é dada por [7]. Por fim, na terceira se¢do, buscamos niimeros
inteiros que podem ser escritos como soma de dois quadrados, introduzindo o
descenso infinito de Fermat, enunciando e demonstrando o ultimo teorema de

Fermat no caso em que n = 3.
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2 Aritmética em retas

A aritmética juntamente com a geometria sa30 0s ramos mais antigos da mate-
matica. A aritmética em retas, também conhecida como aritmética linear, estuda
equacoes e inequacdes com coeficientes inteiros em busca de solugdes inteiras.
Nesta se¢do, buscaremos solugdes para equacdes do tipo bx + cy = a, que sdo
denominadas diofantinas (homenagem ao matematico Diofanto). Essas equagdes
serdo vistas como retas no plano, sendo cada solucdo representada por um ponto.

Para essa secdo, usaremos [7] como principal referéncia.

2.1 Pontos inteiros em retas e o algoritmo de Euclides

Iniciaremos obtendo uma condi¢ao necessdria e suficiente para a existéncia de
pontos de Z? em uma reta no plano R,
Proposiciio 2.1. Seja | = {(x,y) € R?|bx + cy = a} uma reta com coeficientes
inteiros a, b e c. Suponha que a reta possua um ponto inteiro (xg,yo) € 7. Seja
w = (—7, B) o vetor diretor inteiro e irredutivel da reta l, entdo todos os pontos

inteiros da reta sdo (xy, yx) = (o + kv,y0 — k), k € Z.

Demonstragdo. Primeiramente, demonstraremos que estes pontos sao pontos in-

teiros da reta, substituindo-os na equacao de [. Sabemos que, a menos de sinal,
1 . . .

w= v, sendo v = (¢, —b) e d = mdc(b, ¢) (w é o vetor diretor irredutivel da reta

{). Entdo:

br +cy = b+ cyp
= b(xo + k) + c(yo — kD)
= bxg+ bky + cyo — ckp

—c —b
= bxo+ bk <7) + cyo — ck (7>

= bxy+ cyo

Como (xg, o) € [, temos que bxy + cyo = a. Portanto, estd demonstrado que
estes pontos s@o pontos inteiros da reta.

Agora, vamos demonstrar que esses pontos sdo todos os pontos inteiros da reta.
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Suponhamos que exista um outro ponto inteiro @ = (z',y’) € I. Digamos que este
ponto () esta entre dois pontos inteiros P, e P, pertencentes a [. Estes pontos
sdo colineares e originam dois tridngulos retangulos semelhantes que possuem

hipotenusa sobre [ e catetos nas dire¢des horizontal e vertical, como na figura 1:

P

“\“

!

Figura 1: Triangulos retangulos semelhantes

Sejam h e s medidas dos catetos do tridngulo menor, horizontal e vertical,
respectivamente, e |y| e | 5| medidas dos catetos do tridngulo maior, horizontal e
vertical respectivamente. Dessa forma, temos que 7 < |y| e s < |3|. Além disso,

pela proporcionalidade, temos que

h_ bl

s |6l
e isto é um absurdo, pois h, s, |y| e |3| sdo nimeros inteiros (pois os pontos
Py, Py.1 e @ sdo inteiros) e, por hipdtese, mdc(y, 5) = 1, ou seja, a fragdo % S

irredutivel.
Portanto, todos os pontos inteiros da reta sao (xy, yx) = (o + kv, yo — kB),
ke Z. ]

Dados dois nimeros inteiros a e b, como usual, usaremos a notagao a|b para
dizermos que b € divisivel por a. Estudaremos o algoritmo de Euclides para o

calculo do mdc de dois numeros inteiros.

Lema 2.1. Sejam b, c e d niimeros inteiros. Se d|b e d

¢, entdo para todo niimero

inteiro k temos que d|(b — kc). Além disso, mdc(b, c) = mdc(c,b — kc).

Demonstracdo. Sejam b, ¢ e d nimeros inteiros tais que d|b e d|c. Assim, podemos
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escrever b = dq; e ¢ = dg, com qq, q2 € Z. A diferenga desses nimeros é:

b—c=dg —dp=d(g — @), .2 €Z
Note que se d|c entdo d|kc para todo k € Z:

kc = kdqy, kdgs € Z

Dai, como d|b, entdo d divide a diferenca (b — kc).
Agora, se d|c e d|(b — kc), entdo d divide a soma (b — kc) + (kc¢) = b, ou seja, d|b

e d|c. Concluimos, entdo, que mdc(b, ¢) = mdc(c, b — kc). O

Teorema 2.1 (Algoritmo de Euclides). Sejam b > ¢ > 0 dois niimeros inteiros. Se

c|b entdo (b, c) = ¢, caso contrdrio:
mdc(b, ¢) = mdc(c,r1) = mdc(ry,72) = ... = mdc(rp—1,7,) = mdc(r,,,0) = 1y,

onde
b=cq +7r, 0<r; <c

c=riga+ 19, 0<ry <m

r1="oq3 + 13, 0 <13 <1y

T'n—2 = T'n—14n + Tn, 0 S Tn < Th_1
com r,, sendo o ultimo resto ndo nulo e q; € 7 para todo i € N.
Demonstrag¢do. Consideremos b > ¢ > 0. Se ¢|b, entdo ¢ é o maior divisor natural

de b e ¢, consequentemente mdc(b, ¢) = c.

Suponhamos entdo que c t b, pela divisdo euclidiana de b por ¢ sabemos que

existem um quociente ¢; € Z e um resto r; € N tais que:

b=cpy+ri=ri=b—cq, 0<r; <ec

Assim, temos duas possibilidades:

1) r1|c, e, neste caso, pelo Lema 2.1,

r1 = mdc(e, ) = mde(c, b — cq) = mde(c, b)
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e termina o algoritmo.

2) 11 1 ¢, e, neste caso, podemos efetuar a divisdo de ¢ por r;, obtendo
C=(@r1+ro=>ro=c—qry, 0<ry <ry.

Novamente, temos duas possibilidades:

1) r9|7, e, neste caso, pelo Lema 2.1,
ro = mdc(rq,79) = mdc(rq, c—gor1) = mde(ry, ¢) = mde(b—cqy, ¢) = mdc(b, ¢)

e termina o algoritmo.

2) ro 1 11, €, neste caso, podemos efetuar a divisdo de r; por ry, obtendo
TL =7ToQ3+ T3 = T3 =11 — T2(3, 0<7’3 < T9.

Esse procedimento ndo pode continuar indefinidamente, pois teriamos uma sequén-
cia de nimeros naturais ¢ > r; > r > ... que ndo possui menor elemento, o que
ndo € possivel pelo Principio da Boa Ordenacao.

Portanto, para algum n € N, temos que 7,|7,—1, 0 que implica que mdc(b, ¢) =
T L]

2.2 Algoritmo de Euclides de maneira pratica:

Uma maneira prdtica para o cédlculo do mdc(b, ¢) utilizando o Teorema 2.1 é
feita em [8]. O método consiste em dividir b por ¢ encontrando um quociente ¢; €

um resto r;. Em seguida organizamos estes niimeros em um diagrama:

qi

1

ito isto, 1 1 c 1vidi c r1 resu u

Feito isto, repetimos r; ao lado de ¢ e dividimos or r; resultando em um
quociente g» € um resto r,. Novamente, escrevemos 72 ao lado de r; e dividimos 74
por 75 obtendo um quociente gs € um resto 3. Repetimos este processo enquanto

for possivel e organizamos todos os nimeros no diagrama, como segue:
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q1 q2 . qn dn+1
b c ™1 ~e | Pno1 | P = mde(b, €)
T To . Tn

Lema 2.2 (Algoritmo Estendido de Euclides - Lema de Bezout). Sejam b e c
niimeros inteiros, b > ¢ > 0, e seja d = mdc(b, ¢). Entdo existem niimeros inteiros
x ey tais que bx + cy = d. Além disso, os inteiros x e y podem ser efetivamente

calculados a partir de um algoritmo finito.

Demonstracdo. Como no Teorema 2.1 considere ry, 75 - - - , r, dados por
b=cq +r, 0<r; <b

c=riga+1y, 0<1ry <1y

1 ="Toq3 + 13, 0 <13 <1y

Tn—2 = Tn—1Qn + Tn, 0 < Tn < Th-1

onde r, = d € o o ultimo resto ndo nulo. A ultima igualdade pode ser reescrita

COmo.:

'n = Tpn—2 — Tn-14n (1)

Além disso, ao dividirmos 7,,_3 por r,,_,, obtemos um quociente ¢, € um

resto r,_1, podendo também rescrever da seguinte forma:

Th—3 =Tpn—2Qn—1+Tn_1 = Tp1 = Tp—3 — Tn—2Gn—1 (2)

Substituindo 2 em 1, temos:

Tn = Tn—2 — (Tnf3 - rnf2Qn71)Qn = (QTLfchn + 1)7"1172 — I'n—3Qn
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Nomeamos =, 2 = ¢,—-1¢, + 1 € yp_2 = —q,. Temos que z,,_o,y,—2 € Z e
Tn = Tp—2Tn—2 + Yn—2rn_3. (3)

Repetindo este processo um nimero finito de vezes, veremos que existem 1, y; €
Z tais que
d=r, =12 + Y111 4)

Contudo r; = b — ¢qq e 19 = ¢ — r1g. Substituindo 71 e 5 em 4:
T = 21(c=r1q2) Y1 (b—cq1) = x1(c—(b—cq1)q2)+y1 (b—cqr) = b(y1—21q2) Fc(T1+T101G2— Y1 1.
Denotando = = (y; — z1q2) e y = (x1 + 1q1G2 — Y1¢1), temos que =,y € Z e

br +cy=r, =d.

2.3 Equacoes diofantinas lineares de duas variaveis

Uma equagdo diofantina linear de duas varidveis € uma equacao do tipo bx +
cy = atal que a,be c € Z com b, c ndo nulos. Esta equagdo recebe este nome em
homenagem ao matemético Diofanto e, para estuda-las, usaremos [4] e [10] como

referéncias.

Vejamos, como motivacdo, dois exemplos de problemas que envolvem a equa-

¢do diofantina:

Exemplo 2.1. Uma costureira possui 63 metros de tecido e deseja cortd-lo em tiras
de 2 ou 4 metros de forma que ndo sobre nenhum retalho. De quantas maneiras a

costureira consegue cortar este tecido?

Resolver este problema € o mesmo que resolver a equagdo diofantina 2o +4y =
63. Neste exemplo € facil perceber que a equacao nao possui solugdo inteira, uma
vez que temos soma de pares resultando em um nimero impar. Mas, no geral,

quando uma equacao desse tipo terd solugoes?
Exemplo 2.2. Uma pessoa possui R$ 60,00 deseja comprar magds e laranjas,
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sendo que cada maga custa R$ 3,00 e cada laranja custa R$ 5,00. Quantas

dessas frutas ela pode comprar gastando todo o dinheiro?

Resolver este problema é buscar solugdes inteiras para a equacao 3z + 5y = 60.
Uma solugdo para este problema € x = 10 e y = 6, ou seja, comprar 10 macds e 6

laranjas. Mas ha outras solu¢cdes? Como encontra-las?

Ao estudar uma equacdo diofantina linear de duas varidveis, buscamos saber

se ela possui solugdes inteiras e, em caso positivo, encontrar todas as solucdes.

Teorema 2.2. Sejam a,b,c € Z e d =mdc(b,c) com b, c ndo nulos. A equagcdo

diofantina bx + cy = a possui solugcdo inteira se, e somente se, d|a, e neste caso
c

b
dkey =Y+ Ek com k € 7, sendo

todas as solugoes sdo da forma v = xy —

(x0, Yo) uma solugdo particular.
Demonstracdo. Sejam x e 1, solucdes da equagdo, ou seja,
bro + cyo = a

Seja d = mdc(b, ¢). Como d|b e d|c, podemos escrever b = qid e ¢ = ¢ad,

com ¢y, g2 € Z. Substituindo b e ¢ na equagdo acima, temos:
q1dzo + gadyo = a = d(q1 7o + ¢290) = a

com ¢y + ¢2yo € Z donde d = mdc(b, c)|a.

Reciprocamente seja d = mdc(b, ¢) e k € Z tal que a = kd. Pelo Lema 2.2,

existem ndmeros inteiros x e y tais que
d = bx + cy.
Multipliquemos essa equacao por k:
dk = bxk + cyk.

Logo a = b(xk) + c¢(yk) e (zk, yk) é uma solugdo da equagdo. A afirmagdo que
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b
todas as solugdes sdo da forma x = g — gk ey =1yo+ Ek’ sendo (¢, yo) uma

solugdo particular segue da Proposi¢ado 2.1. 0
Corolario 2.1. Se b e ¢ sd@o coprimos, ou seja, mdc(b,c) = 1, entdo a equagdo

bx + cy = a possui solucdes inteiras, para todo niimero inteiro a.

Demonstragdo. Pelo Lema 2.2 existem inteiros x € yo tais que:
bro +cyp =1

Consequentemente Xy = axg € Yy = ayp satisfazem a equagdo bx +cy =a. [

Observacao 2.1. Se equagdo bx + cy = 1 possui solugoes inteiras, entdo
mdc(b, c¢) = 1. Com efeito, seja d = mdc(b, c). Como d|b, d|c entdo, d|(bx + cy).

Ainda como bx + cy = 1, segue que d|1 e como d > 0 temos que d = 1.

Teorema 2.3. Seja (o, yo) uma solugdo particular da equacdo bx + cy = a com
mdc(b, c) = 1. Entdo essa equagdo possui infinitas solugcdes e todas sdo da forma
(xo + ck,yo — bk), k € Z.

Demonstragdo. Segue diretamente do Teorema 2.2. [
Exemplo 2.3. Encontre o conjunto solucdo da equacdo 162x + 48y = 6.
Inicialmente, vamos encontrar o mdc(162,48) para verificarmos se esta

equagdo possui solugdo inteira. Utilizando o algoritmo de Euclides, temos que

mdc(162,48) = 6 e como 6|6, a equagdo possui solugdo.

162 48 18 12 6

18 12 6

Observe que ndo é trivial encontrar uma solucdo particular para esta equacao.
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No entanto, do algoritmo de Euclides decorre que
162 =348+ 18 = 18 = 162 — 3.48

48 =218+ 12 = 12 =48 — 2.18
18=112+6=6=18 —1.12

Com isso, podemos escrever:

= 18—1.12
= 18— 1.(48 — 2.18)

= 3.18—1.48

3.(162 — 3.48) — 1.48
= 3.162 — 10.48

— 162.3 4 48.(—10)

= > N~ N o N NN
Il

Assim, temos que x = 3 e y = —10 é uma solucdo para a equacdo 162z +
48y = 6.

Conhecendo uma solucdo podemos encontrar todas as outras a partir dela.
Para isto, vamos dividir toda a equacdo pelo mdc(162,48). Assim, a equagdo fica
da forma 27x 4+ 8y = 1 com mdc(27,8) = 1.

Logo, pelo Teorema 2.3, temos que o conjunto solucdo da equagdo 162x +
48y =6 ¢
S ={(3+ 8k, —10 — 27k)|k € Z}

Observacao 2.2. No exemplo 2.3 trabalhamos com a equagdo 162x + 48y = 6
com o intuito de utilizarmos o Algoritmo de Euclides de forma prdtica. No entanto,
sabendo que mdc(162,48) = 6, podemos dividir toda a equagdo por 6 e trabalhar
com a equagdo 27x + 8y = 1, que é mais simples e requer menos trabalho, uma

vez que efetuamos divisées com niimeros menores.
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3 Aritmética em coOnicas

As cOnicas sdo curvas algébricas planas definidas por um polindmio de grau 2.
Nesta secdo sobre a aritmética em conicas, novamente usaremos [7] como prinicpal

referéncia.
Vejamos as formas candnicas com coeficientes inteiros das conicas:
e Pardbolas: {(z,y) € R* |az* +by = 0},a # 0,b # 0.
e Hipérboles: {(x,y) € R? |ax® — by* = c},a > 0,b > 0,¢c > 0.

e Elipses: {(z,y) € R? |az® + by* = c},a > 0,b > 0,¢ > 0.

Neste artigo trabalharemos apenas com elipses e hipérboles, mas todos os

resultados dessa se¢do valem também para a pardbola.

Proposicio 3.1. Sejam C : ax® £ by*> = cer : y = ma + n uma conica e uma
reta de coeficientes racionais. Se essa conica C' e essa reta r se interceptam em

um ponto racional, o outro ponto de intercessdo também serd racional.

Demonstragdo. Sejam az® + by*> = c ey = max + n equacdes de uma conica
e uma reta, respectivamente. Para encontrar a intersecdo entre a reta e cdnica,
devemos resolver o sistema gerado por suas equagdes, substituindo a equagdo da

reta na equacao da conica:

ar? + by? = ¢
az® £ b(mzr +n)* =c

(a +bm?)x* £ (2bmn)z £ (n?b) — c = 0.

Observemos que o sistema se resume em uma equacgdo do segundo grau de
uma variavel do tipo Az? 4+ Bx+C = 0. Além disso, se a reta e a cOnica possuem
coeficientes racionais, entdo A, B, C' € Q, pois a soma, subtracio e produto de
racionais resulta em um racional.

As raizes da equagdo do segundo grau fornecem abcissas dos pontos de inter-

secdo. Sabemos, pelas relagdes de Girard, que o produto das raizes é T que € um

Revista de Matemaética de Ouro Preto 2021 150



RMAT: v.2 pp:151-180 2021 Universidade Federal de Ouro Preto

nudmero racional. Entdo se tivermos uma raiz racional, a outra também sera. [

3.1 Método das tangentes e das secantes de Fermat:

Sejam C' uma cdnica, P, € C' um ponto e r uma reta que ndo passa por
P,. Seja t a reta paralela a r passando por P, e P, = C'Nt (sendo P e P, ndo

necessariamente distintos). Considere a fungdo:

)\:C\{Pl,Pz} — T
Q — PQnr=R(Q)

Figura 2: Representacdo geométrica da funcdo .

A € uma funcdo invertivel com inversa

/\_157” — C\{PI,PQ}
R — PRNC=Q(R)

Figura 3: Inversa da funcdo .
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O Lema 3.1 é o andlogo da Proposi¢do 2.1 para pontos do conjunto Q* em

uma reta com coeficientes racionais.

Lema3.1. Sejal = {(x,y) € R*|bx+cy = a} uma reta com coeficientes racionais
a,b e c. Suponha que a reta possua um ponto racional (zg,yo) € Q> Os pontos

(g, yr) = (zo + ke, yo — kb), sdo pontos da reta para todo k € Q.

Demonstragcdo. Os pontos (zy, yx) = (xo + ke, yo — kb) satisfazem a equagio da
reta para todo k € Q. [

Teorema 3.1. Seja C C R? uma conica com coeficientes racionais. Se o conjunto

Q x QN C é ndo vazio, entdo ele possui uma infinidade de pontos.

Demonstracdo. Sejam C' uma conica de coeficientes racionais, P € Q x QN C
e 7 uma reta com coeficientes racionais qualquer que nao passa por P. Seja R
pertencente 2 Q% N r e considere a reta determinada pelos pontos R e P. Seja @
o outro ponto de intersecdo da reta » com a cdnica C'. Note que pode ocorrer dos
pontos P e () serem 0s mesmos, se este for o caso tomamos outro ponto da reta
em Q2. Sabemos pela Proposicdo 3.1 que ) é um ponto racional. Dessa forma,
relacionamos os pontos racionais de  com os pontos racionais de C'. Agora, pelo
Lema 3.1, r possui infinitos pontos racionais, donde, C' terd infinitos outros pontos

racionais, como queriamos mostrar. O
Vejamos um exemplo do método das tangentes e das secantes de Fermat.
Exemplo 3.1. Seja C = {(z,y) € R? | 2> +y* = 1}. Usamos o ponto P = (—1,0)
earetar ={(0,t) | t € R} para aplicar o Método de Fermat. Dados a cénica, o

ponto P e a reta r, tracemos uma reta s paralela a r passando por P e tomemos

um ponto ) = (z,y) qualquer, obtendo a fungdo

A:C\{P} — r
Q — PQnNr

Pela Figura 4, podemos observar dois tridngulos semelhantes. Assim,

Y t Yy
—=t=
z+1 1 z+1
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Zi
N

Figura 4: Representacdo geométrica da funcao .

Logo, a fungdo \ é:
A:C\{P} — 1
Y
(z,y) — (0, . 1)

Agora, vamos encontrar a inversa dessa fun¢do, ou seja, XL Sabemos que

t= = y = t(x + 1). Entdo, substituindo y na equagdo da conica, temos:

r+1
2?2 +yt =1
224+ (tx+1)? =1
Ptz +t)?=1
o2+ (tr)? +2tPr + 12 =1
(1+tHe? + 220 +12 —1=0

Observe que a equagdo acima é uma equagdo do segundo grau na varidvel x
e que x = —1 é uma raiz dessa equagdo (¢ a intersecdo, P, que jd conhecemos).

Pelas relacoes de Girard, sabemos que o produto das raizes x; e x5 dessa equagdo

€ igual a:
t*—1
x1.T9 =
Ty
Como x1 = —1, segue que:
1—¢
To =
2T 142

2

1+

1—¢t2 2t
w=Htr+1) (1+t2+ ) 1+ ¢2
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Portanto,

Al o O\ {P}

Q — PQNC
1—t 2t
t -

No préximo exemplo, além de mostrar a infinitude de pontos do Teorema
3.1, daremos uma descri¢cdo para esses pontos, como serd visto mais adiante no

Teorema 3.2.

Exemplo 3.2. Considere agora o circulo C = {(z,y) € R?|2* + > = 2}. Um
ponto racional neste circulo é (1,1). Considere a familia de retas passando por
esse pontory :y — 1 =t(x —1). Set € Q, entdo cada uma dessas retas € secante
ao circulo em um outro ponto P, racional. Entdo, todos os outros pontos racionais

desse circulo sdo:

?2—2t—1 —t2—2t+1
2+1 7 241

Sabemos que ry : y—1 =t(x — 1) = y =tz — t + 1. Entdo, vamos substituir

Yy na equacdo do circulo:

2t +y’ =2
2 (tr —t+1)2=2
2+ 727 — 2w+ 2w+ 2 -2+ 1 =2
(1+t)2? + (=22 + 20z + (> =2t —1) =0

t2—2t—1
Pelas relacoes de Girard, o produto das raizes é dado por xoy.x; = B
t2—2t—1 .
Como o = 1, temos que r; = o Substituindo x; em ry:
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y = te—t+1

s (B2
v 1+ ¢2

y - t3—2t2—t_t+1
1+1¢2
-2+
Y t2+1
Logo, todos os outros  pontos  racionais de C  sdo
2 —2t—1 —t* =2t +1
( 2+1 7 241 )

Teorema 3.2. Seja C C R? a cénica de equacdo az? 4+ by? = ccom a, b, c € Q.
Se Py = (w0, 10) € Q* N C, entdo todos os outros pontos do conjunto Q* N C' séo

da forma

bt?xy — 2btyy — axy —bt?yy — 2atxy + ayo
bt?2 + a ' bt?2 + a

em quet € Q, bt* + a # 0.

Demonstracdo. Sejar, @ y — yo = t(xr — x¢) a familia de retas que passa por
Py. Para cada t racional, temos que r; possui coeficientes racionais, visto que
Py € Q* N C. Dessa forma, pela Proposicdo 3.1 r, serd secante ou tangente 2
cdnica em outro ponto do conjunto Q* N C. Assim, substituindo a equagio da reta

y = yo + t(z — x0) na equagdo da conica obtemos uma equagio de grau 2:
azx® + b(yo +t(x — 3))? = ¢

(a+ bt*)x® + (2byot — 2bt*w0)x + (bys — 2byotao + bt?xs —c) =0 (5)
Como F, € C, podemos escrever (' da seguinte maneira:

C:ax®+by* =c= axj+byg = c = bys — c = —ar; (6)
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Substituindo o resultado anterior, 6, na equagdo 5, temos:

(a+ bt*)x® + (2byot — 2btwo)x + (—2byotzo + bt’zg —azy) =0  (7)

Se a conica C : azx® + by2 = c for uma elipse, entdo a, b e c sdo ambos
positivos ou negativos e, portanto, a + bt> é sempre positivo ou negativo para
todo ¢ real. Em particular, concluimos que a + bt* # 0 serd ndo nulo para todo

t racional. Todavia, se C' for uma hipérbole, temos que ¢ > 0 e b < 0 ou

[—a [—a .
a < 0eb > 0e, neste caso, ty = e et = — e sdo solugdes reais da

equacio a + bt* = 0. Se t, (respectivamente ¢;) é um ntimero racional entio temos

. o a
aretary, :y —yo = to(z — x0) (respectivamente r,,). Substituindo t* = ~3 na
equagao (7), temos:

a a

+(2byot—2b< b)x0>x+(—2by0txo+b< b)x%—ax%)z():

(2byot + 2axg)r = —(—2byotre — axf — axy) =
(2byot + 2axg)x = (2byot + 2axg)zo =

r = Xyp.

Dai, como era de se esperar, uma vez que o coeficiente do termo quadratico
x? da equacdo (7) se anula, temos uma equacio do primeiro grau na qual, por
construcgdo, x € solucdo. Portanto, a inica solugdo da equagdo (7) € o ponto z e,
portanto, areta 1y, : y — yo = to(x — o) (respectivamente 7, ) € tangente a conica

no ponto (g, Yo)-

(0, 90)

Tty

Figura 5: Hipérbole com reta r, tangente no ponto (g, yo)-
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. . —a p
Excetuando-se este caso particular da hipérbole no qual 5 ¢ um numero

racional, no caso geral o coeficiente do termo quadratico (a + bt?) é ndo nulo para

todo t € Q. Deste modo, Pelas relagdes de Girard, se x( e z; sdo raizes, entdo:

—2byotzg + bt?xi — az?
To.T¢t — a + th
—2byot + bt?xy — axg
€T =
K a + bt?

Para encontrarmos a coordenada y;, vamos substituir o valor de x; na equacao

de ry:

v = yo+t(z — o)

—2byot + bt?xy — axg
(TS ?Jo—l-t( o b2 —330)
B —bt?yy — 2atxy + ayo
b = a + bt?

Portanto, a partir de Py = (z9, o), concluimos que todos os outros pontos do

conjunto Q N C' sdo da forma

bt?zg — 2btyy — axg —bt?yy — 2atzo + ayo
a + bt? ’ a + bt? ’

teQea+bt>#0 O
4 Soma de dois quadrados

Nesta secdo estudaremos as propriedades de um ndmero inteiro que pode
ser escrito como soma de dois quadrados, isto €, buscaremos solugdes inteiras
para a equagio 22 + 3° = n. A ideia de representar um nimero como soma de
dois quadrados pode surgir naturalmente, como ao buscar triangulos retangulos
de lados inteiros.Utilizaremos o método da secante de Fermat e o Teorema 3.2,
que parametriza o conjunto de pontos Q* em conicas com coeficientes racio-

nais, serdo de fundamental importancia para a conclusio dos resultados dessa se¢ao.
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Teorema 4.1. Seja n € N, entdo n é soma de dois quadrados de racionais que

ndo sdo inteiros se, e somente se, n for soma de dois quadrados de inteiros.

Demonstragdo. Para a demonstracdo desde teorema, usaremos [7] como referén-
cia.

Suponhamos que n € N seja soma de dois quadrados racionais, ou seja,
n = pi+p;compy,ps € Qe p,ps & Z.

Seja P = (pi, p2) um ponto do circulo 2% +y* = n e seja M = (my, my) € Z*

tal que |my — p1| < 3¢ [ma —po| < 5.

Se a reta [ que contém o segmento )M P for tangente ao circulo z* + y* = n,
teremos o tridngulo O P M retangulo no ponto de tangéncia, em P, como na Figura
6.

PM oM

Figura 6: Circulo 22 + 3* = n.

Dessa forma, pelo Teorema de Pitdgoras, teremos ||OM|[* = ||OP|* +
|[PM]|*. No entanto, sabemos que:
I|OM||?* € Z, pois M, 0 € Z?
IOPI? = (V/(p1 = 02+ (p2 = 0))* =pf + py =n €N
Logo ||PM]|* € Z uma vez que ||OM||* e ||OP||* sdo niimeros inteiros.
Contudo [[PM|* = (v/(my — p1)? + (my — p2)?)? = [m1 — pa]> + [my — ps|* <
(%)2 + (%)2 = i + i = % Como ||[PM||* # 0, temos que ||PM||* € Z, o que é
uma contradi¢do.
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Logo, concluimos que [ € secante ao circulo.

Aretal e o circulo 2 +y* = n possuem coeficientes racionais e se interceptam
em um ponto P € Q2. Dessa forma, pelo método das secantes de de Fermat,

temos um outro ponto Q = (q1, ¢2) € Q? de intersegio.

Seja d o mmc dos denominadores das fragdes irredutiveis p;, po que definem
_ — 1
P. Vamos definir ¢ = d||PM]|[*. Como ||PM]||* < 5> temos que ¢ < d. Assim:

¢ =d||[PM|]* = d(lmy — p1|* + [ma — paf*) =
d[m%+m%+p%+p§—2(plml +pamy)] = d[m%+mg+”_2@1ml +pams)] € Z.

O ponto @, interse¢ao entre a reta e o circulo, pode ser obtido da seguinte forma:

Q=P +t(M—P)=(p1,p2) + tl(m1,m2) — (p1,p2)] =
(pr + t(my — p1), p2 +t(mg —p2)), t €Q

O produto escalar (Q,Q) = ((a1,%), (¢1,%)) = ¢ + ¢ = n, ji que Q
pertence ao circulo 2 + y? = n.

Sejav = M — P = (my — p1, mg — pa). Entéo:

Q=P+tv
Q-Q=(P+tv) (P+tv)
n=P-P+2P- -v)+t*(v-v)

Como P é um ponto do circulo, temos que P- P = n. Logo, 2t(P-v) +t*(v-v)
deve ser igual a 0.

Temos ainda que v - v = ||[PM||* = 2 Logo,

2t(P -v) +t*(v-v) =0
t2(P-v)+tv-v))=0

2(P-v)+tv-v)=0
—2(P -v)

(v-v)
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—2(p1(m1 — p1) + pa(ma — p2))
C
d

—2(p1my + pama — n)
c

d
d(2n — 2(p1my + pams))

c

t =

t =

ct = d(2n — 2(pymy + pams)) (8)

Sabemos que: 2 =m? +mj + pl + p3 — 2(p1my + pams). Entdo, a equagio

8 pode ser escrita como:

ct = d(2n —2(p1my + pams))

c = d(2n+§—n—m%—m§)
ct = c+dn—mi—mj).

Para concluir a prova, vamos mostrar que cq; € cgo sao nimeros inteiros. Para

isso, multipliquemos ¢;, @ = 1, 2, por c.

Q=P+t(M-P)
¢ = pi +t(m; — p;)
cq; = cpi + (ct)(m; — p;)

cq; = cpi + e +d(n —m} —m3)](m; — p;)
cq; = cpi + em; — cp; + d(n —mi —m3)(m; — p;)

cq; = cm; + d(n —m3 —m3)(m; — p;)

Os nimeros ¢, m;, n, dp; e dps, sdo inteiros. Logo, cg; € inteiro e portanto o
mmc dos denominadores das fracdes q; e g» que definem o ponto () sdo menores ou
iguais a c que por sua vez é menor do que o mmc dos denominadores das fragdes

p1 € p2 que definem o ponto P.

Analogamente ao que foi feito com o ponto P = (p;,py) tomemos U =
(uy,up) € Z7 tal que |u; — q1] < 5 e |us — @] < 3 Repetindo todas as contas
teremos que a reta que contém o segmento U() é secante ao circulo z* + y* =
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n interceptando este em outro ponto R = (r,7;) € Q2 tal que o mmc dos
denominadores das fracdes r; e ry que definem o ponto R é menor do que 0 mmc
dos denominadores das frag¢des ¢; e g» que definem o ponto () o qual € menor do

que o mmc dos denominadores das fracdes p; € p» que definem o ponto P.

Deste modo, se (o, o) é uma solugdo racional de 2* + 3* = n, entdo po-
demos construir uma sequéncia (z;,y;) € Q de solugdes tal que o mme dos

denominadores de 7 € y;4+1 € menor do que o mmc dos denominadores de z; e
Yj-
Repetindo este processo um ndmero finito de vezes encontraremos um ponto

V' = (v1,v9) cujo os denominadores das fragdes v; e v, possuem mmc igual a 1,

ou seja, V pertence a Z>.

Reciprocamente suponhamos que n € Z seja soma de dois quadrados de
inteiros, ou seja, n = aj +aj3 com ay, as € Z. Seja A = (ay, az) € Z* um ponto do
circulo 22 4+ y* = n. Pelo Teorema 3.2 podemos parametrizar o conjunto dos ponto
racionais de um circulo a partir de um ponto racional. Assim, vamos encontrar os
outros pontos racionais do circulo 2° + y* = n a partir do ponto A. O teorema nos

diz que estes pontos sdo do tipo:

<t26L1 — 2t(12 — aq —t2a2 — 215&1 + as

t
241 ’ 2?41 ) €Q

ou seja, pontos racionais. LLogo, conseguimos escrever n como soma de dois

quadrados de racionais, com denominador diferente de 1. O]

A seguir enunciaremos um lema que garante que se dois nimeros inteiros
podem ser escritos como soma de dois quadrados, o produto entre eles também
pode. Este lema serd usado na demonstracdo de um teorema que nos fornece
condi¢des para identificar primos que sdo soma de dois quadrados. Para a

demonstracdes de ambos os resultados, usaremos [13] como referéncia.

Lema 4.1. Se a e b sdo dois niimeros inteiros tais que cada um é soma de dois

quadrados, entdo o produto ab também é soma de dois quadrados.
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Demonstragdo. Sejam a e b dois nimeros que podem ser escritos como soma de
dois quadrados, ou seja, @ = 2* +y> e b = w? + 2%, com z, y, w e z € Z. Observe

que o produto desses nimeros é:

ab = (2* +y*)(w?+ 2?)
@b = P+ 222 + P + 2

ab = z°w’ +y*2 + 2% + ytw’
Somar e subtrair um mesmo termo nao altera a igualdade. Entao,

ab = 2*w? 4+ 9?2 + 2222 + P + 2(zw) (yz) — 2(zw)(yz)
ab = 2w+ 2(zw)(yz) + y?2? + 2227 — 2(22)(yw) + yPw?
ab = (2w +yz2)’+ (vz — yw)?

Logo, ab = m? + n® com m = rw + yz e n = rz — yw, ou seja, o produto

de a e b também € soma de dois quadrados. [

Teorema 4.2. Seja p um niimero primo. A equagdo x> + y* = p possui solugdo

inteira se, e somente se, p =2 oup =1 (mod 4).

Demonstragdo. Suponha p = 2° 4 y* com x e y inteiros. Observe que se a é um
ndmero inteiro, a* = 0 (mod 4) ou a® = 1 (mod 4). De fato, os possiveis restos

dea € Zpor4sao0,1,2e 3. Assim,

a=0 (mod 4) = a®*=0 (mod 4)
a=1 (mod4) = a*=1 (mod 4)
a=2 (mod 4) = a*=2*>=4=0 (mod 4)
a=3 (mod4)=a*=3>=9=1 (mod 4)

Dessa forma, na equacio = + 3? = p, temos as seguintes possibilidades:

o’ =9y"=0 (mod4):2° +y*=0+0 (mod 4) = p =0 (mod 4)
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o’ =y*=1 (mod4): 2> +y*=1+1 (mod 4) = p=2 (mod 4)

o7’ =0 (mod4)ey* =1 (mod4):2°+y*=0+1 (mod 4) = p=1
(mod 4)

Observe que a condi¢do 2° = 1 (mod 4) e y*> = 0 (mod 4) é equivalente &

terceira possibilidade. Como p é primo, entdo p = 2oup =1 (mod 4).

Reciprocamente se p = 2, x = 1 e y = 1 satisfazem esta equagdo. Logo, se
p = 2 a equagio x> + y? = p possui solugio inteira. Vamos verificar se 0 mesmo
ocorre parap = 1 (mod 4). vamos demonstrar que todo p = 1 (mod 4) pode ser

escrito como soma de dois quadrados.

Seja k = [\/p], ou seja, k 0 maior nimero inteiro que é menor ou igual a \/p.

Como p é primo, entdo /p ndo é um nimero inteiro. Dessa forma, k < /p < k+1.

Fixado um inteiro x consideremos a funcéo f(a,b) = a + bz e tomemos 0s
pares de inteiros (a,b) taisque 0 < a < ke 0 < b < k. O nimero de pares
ordenados (a, b) possiveis € (k + 1)(k + 1) = (k + 1)*>. Como (k + 1) > /p,
entdo (k + 1)* > (1/p)*. Logo, o niimero de pares (a,b) é maior que p.

Sabemos que o conjunto de todas as classes residuais médulo p possui exa-
tamente p elementos, entdo se considerarmos f(a,b) médulo p, teremos mais
nimeros do que classes de residuos e, pelo principio da casa dos pombos, exis-
tem dois pares inteiros distintos (ay, b1) e (aq, be) tais que f(ay,b1) = f(az, b2)

(mod p), ou seja, a; + b1z = as + bex (mod p).

Subtrair um mesmo termo nos dois membros de uma congruéncia ndo a altera.
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Assim, podemos escrever:

a; + bix — as as + bex — ay  (mod p)

a; + bix — as box (mod p)

a; +bix —ay — bix box — byx  (mod p)

a; — as box — bix  (mod p)

—z(by — by) (mod p)

ap — a2

Podemos elevar a congruéncia ao quadrado sem altera-la. Entdo,

(a1 —az)® = [—x(by —by)]> (mod p)
(ay —az)® = (—2)*(by — by)* (mod p)
(a1 —as)®* = 2%(by — by)*  (mod p)

Se p é da forma 4¢q + 1 (que é 0o mesmo que p = 1 (mod 4)) entdo existe
r € Ztal que #* = —1 (mod p), sendo p um niimero primo. Para a demonstrago
deste resultado, consultar o Teorema 1.3, na pigina 3, da referéncia bibliografica

[13]. Dessa forma,

(a1 — az)* = —1(by — by)* (mod p)

Denotemos m = a; — az e n = (by — by). Assim, a congruéncia pode ser

escrita como

m? = —n® (mod p)

m?+n?* = —n?’+n® (mod p)

m?>4+n* = 0 (mod p)

Dessa forma, concluimos que p|(m? + n?).

Por construgio (a1, by ) e (as, by) sdo pares ordenados distintos, ou seja, m e n

nio podem ser nulos. Assim, m? +n? > 0. Ainda a, e ay sdo inteiros e pertencem

Revista de Matemaética de Ouro Preto 2021 164



RMAT: v.2 pp:165-180 2021 Universidade Federal de Ouro Preto

ao intervalo [0, k], entdo m = a; — as pertence ao intervalo —k < m < ke,
analogamente, temos n = b; — by com —k < n < k. Como k < ,/p, entdo
Im| < y/pe|n| < /p. Consequentemente, m* < (y/p)> = pen® < (\/p)* = p.
Assim, m? +n? < p + p = 2p. Deste modo m? + n? é um inteiro divisivel por p e

0 < m?+n? < 2p, o que implica que, m* + n* = p.

]

Proposicao 4.1. Sejam a,b e m inteiros comm > 0 e mdc(a, m) = d. A congruén-
cia ax = b (mod m) ndo possui nenhuma solugcdo se d [ b e possui exatamente d

solugdes incongruentes médulo m se d|b.

Demonstragdo. Para esta demonstragcdo, usaremos [13] como referéncia.

Dado que a e b sdo inteiros, temos que ax = b (mod m) se, e somente se,
m|(ax — b) e existe um y € Z tal que ax — b = my, ou seja, que ax — my = b.
Observe que ax — my = b € uma equacdo diofantina e pelo Teorema 2.2 sabemos

que se d 1 b esta equagdo ndo possui solug@o.

Por outro lado, se d|b, novamente pelo Teorema 2.2, esta equagdo possui

%) key=1yo— (g) k, sendo
(x0, Yo) uma solugdo particular dessa equagdo e k € Z.

infinitas solucdes e sdo todas da forma z = xy — (

Assim, a congruéncia ax = b (mod m) ird possuir infinitas solugdes que serdo
da formar = xy — (%) k. Estamos interessados na quantidade de solugdes que
sao duas a duas incongruentes médulo m, uma vez que toda solucao particular
determina, automaticamente, uma infinidade de solu¢des congruentes entre si. Se

x1 € x9 forem congruentes modulo m, temos:

ZB0—< )k1£x0—<%>k’2 (mod m)

- ()
_ (%) ky = — (%) ko (mod m) )

mas a congruéncia 9 equivale a:

S

To — Ty — <%> ks (mod m)
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(10)

m m A . N
como mdc ( —,m ) = —, a congruéncia 10 equivale a:
d’ d

ki1 =ky (mod d).

. . m
Portanto, as solucdes incongruentes sdao da forma r = zy — <E> k, onde k

percorre um sistema completo de residuos médulo d. U

Teorema 4.3. Um niimero n € N pode ser escrito como soma de dois quadrados

se, e somente se, tiver a fatoragdo da forma:

n= 2P gy gy
com p; e q; primos, p; = 1 (mod 4) e q; = 3 (mod 4), i = 1,2,..,rej =

1,2, ..., s sendo todos os expoentes [3; pares.

Demonstragdo. Suponhamos que o numero 7 tenha a fatoracdo n =
20p21 32 p g ¢5*...¢P e vamos provar que n pode ser escrito como soma de

dois quadrados.

Todo niimero da forma 2“ pode ser representado como soma de dois quadrados.
De fato,

se a é par, temos 2% = (22)? + 0?
a—1 a—1

se o é fmpar, temos 2% = (272 )2 4 (272 )?

Pelo Teorema 4.2, todo p primo com p = 1 (mod 4) pode ser escrito como
soma de dois quadrados. Além disso, pelo Lema 4.1, se dois nimeros sao soma
de dois quadrados, entdo o produto destes nimeros também €. Dessa forma,
todos os p;" podem ser representados como soma de dois quadrados, assim como

p1tps?...pY . Entdo, basta mostrarmos que qf 7 também pode ser representado como
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soma de dois quadrados.

Por hipétese, temos que todos os 3; sdo pares, entdo cada 3, pode ser escrito
como [, = 2k, k € Z. Logo,

ﬁ .
g’ =q;" = (q)"

Mas (qj’?)2 = (qf)2 + 07, ou seja, (qf)2 = qf-k pode ser representado como
soma de dois quadrados. Como todos 2%, p;* e qf 7 podem ser representados
como soma de dois quadrados, concluimos pelo Lema 4.1 que o produto n =

2ap‘f‘1p§“2...pf’"qf1 q§2 ...q% também pode.

Reciprocamente suponhamos que n seja soma de dois quadrados e que exista

um 3; impar. Sem perda de generalidade, podemos considerar 3; como tal impar.

Sejam a e b nimeros que satisfazem a equagio a® + b* = n e d = mdc(a, b).
Dessa forma, d|a e d|b e, assim, existem k; e k, inteiros tais que a = dk; e b = dks.

Além disso, sabemos que ao dividir dois nimeros pelo o mdc, eles tornam primos

a b
de({—=,=-] =1
mc(d,d)

dky dksy
de| —,— ) =1
mc<d,d)

de(kZl, k?g) =1

entre si. Entdo,

Como a = dk; e b = dk satisfazem a equacdo a® + b> = n, podemos escrever

(dk1)? + (dko)* = n
PR+ k2 = n
Ak +k) = n

Sendo k = k7 + k3, podemos escrever d*k = n e concluir que d”|n. Observe

que k € soma de dois quadrados e que k = —, ou seja, k e — possuem a mesma
d? d?

decomposicdo em fatores primos. Assim, como (; € um expoente impar de ¢;

em n e todos os expoentes da decomposigio de d* sdo pares, concluimos que o
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expoente de ¢; em k£ também deve ser impar, uma vez que na divisdo os expoentes

de ¢, em n e d? sdo subtraidos. Visto que o expoente de ¢, é fmpar, entdo existe

um ndmero inteiro s tal que k = ¢***'r = ¢**qir = q¢**r, ou seja, q1|k.

Como mdc(ky, ky) = 1 pelo Corolério 2.1 existem z e y inteiros tal que

kix + koy = 1. Elevando cada membro ao quadrado, obtemos:

(ke + koy)* = (1)
(k12)? + 2(k1z) (kay) + (kay)? = 1

k2x? + 2kxkoy + kyy® = 1 (11)

Vimos também que ¢, |k, isto é, existe um ¢ inteiro tal que k = ¢;t. Por outro

lado, sabemos que k£ = k% + k2, logo,

k3 = qt—k

Lembremos que b = dk,, sendo d = mdc(a,b), entdo, ky = pi € vamos

substituir este valor na equacdo 11.
kia? + 2kizkay + k3y? = 1
b
k22? + lezvygl + (it — k) = 1
b
k22 + 2k133ya + vt —y*k = 1

Agrupando os termos que contém k; e q;:

b
k22 + 2/@1:0% + vt —y*ki = 1

b
k2x? + 2/{:1xy3 — vk + vt = 1

b
(k1x2 + 2xya — y2k1) ki1 + (y2t)(h =1
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b
Os nimeros v = kyz* + 2xy— — y°k; e v = y*t sdo inteiros. Como uk;, +
vq; = 1, pela Observagdo 2.1 temos que mdc(k;,q;) = 1. De forma anéloga,
k,isto é, k =0 (mod q1). Mas k = kI + k3,

mdc(kz, q;) = 1. Sabemos que ¢;

entao

E = 0 (mod q)
4k = 0 (modq)
24+ ki—ki = 0—k2 (mod q)

ki = —k; (mod q1)

Por outro lado, como 1 = mdc(ky, q1)|k2, pela Proposi¢do 4.1 sabemos que

existe um x de forma que kjz = ko (mod ¢ ). Deste modo:

kix = ko (mod q1)
kiz? = ki (mod q)
Ex*+ ki = k3 —k5 (mod q)
EX(x*+1) = 0 (mod q)

Entretanto, como mdc(k, ¢;) = 1, temos que ¢; { k; e portanto q; { k7.

Vimos que k3(2? 4+ 1) = 0 (mod ¢;), ou seja, que q;|k3 (2 4+ 1). Como ¢

é primo, ¢ |k} ou qi|(z* + 1), mas q; 1 kI, entdo ¢, |(2* + 1), ou seja, 2° = —1
(mod ¢;). Mas, pelo Teorema 1.3 de [13], #* = —1 (mod q;) se e somente se
p=2oup =1 mod4. Mas a equagio 2° = —1 (mod ¢;) possui solugio

para ¢; = 3 (mod 4) o que nos dard uma contradi¢do. Portanto, todos os /3; sdo

pares. 0
5 Descenso infinito de Fermat

O método do descenso infinito de Fermat (quando aplicdvel) permite mostrar
que uma equagdo f(xi,s,...,z,) = 0 ndo possui solu¢des inteiras positivas
ou, sob certas condi¢des, até mesmo encontrar todas as solugdes inteiras desta

equacdo. Para o estudo desde método, usaremos [6] e [13] como referéncias.
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Ao considerarmos A = {(x1,...,z,) € Z"|f(x1,...,x,) = 0} sendo o conjunto
solucdo de f e este diferente de vazio, queremos construir uma fungdo ¢ : A — Ne
tomar a solugdo (z1, ..., z,,) € A sendo ¢(z1, ..., r,) a menor possivel. O descenso
consiste em obter, a partir desta solugdo minima, uma ainda menor, o que nos leva
a uma contradi¢do provando que A é realmente vazio. Para ilustrar este método de

Fermat, vejamos um exemplo.

Exemplo 5.1. (Fermat) Demonstre que a equagdo oyt = 22 nao possui solugoes

inteiras positivas.

Demonstragdo. Suponhamos que a equagio z* 4 y* = 2? possua uma solugéo
inteira com z,y, z > 0. Assim, existe uma solugfo (a, b, ¢) no qual ¢ é minimo,
visto que pelo Principio da Boa Ordenacdo todo conjunto de inteiros positivos

tem um menor elemento. Temos que a e b sdo primos entre si. De fato, se
. a .
d = mdc(a,b) > 1 podemos substituir a e b por p e 7 respectivamente. Notemos

b

4 4 44 gt
que (a, b, ¢) é solugdo da equacio z* +y* = 22, entdo (E) + (—) S L

d d d*

c\?2 . a b c bém é solucio d _ c
<$> Louseja, { =, = também é solucdo da equacdo e temos - < ¢, 0que
contradiz a minimalidade de c. (a*, b*, ¢) é um termo pitagérico primitivo (ver [8]),
visto que (a?)? + (b*)? = ¢? e mdc(a?, b*) = 1. Assim, existem niimeros inteiros

positivos m e n, m > n, que sao primos entre si de forma que

a’=m?—n? b =2mnec=m?+n’

2

A igualdade a* = m?* — n? implica que a* + n? = m?, ou seja, (a,n,m) é

uma terna pitagorica primitiva. Como a e n sdo primos entre si, ambos nimeros
ndo podem ser pares, entdo suponhamos que a seja impar. Se n também for impar,

temos:

a>=02r+1P2 =4 +4r+1=40*+7)+1=a*=1 (mod 4)
n*=4s+1)?=4s>+4s+1=4(s>+3s)+1=n>=1 (mod 4)

Assim,

a>+n*=1+1=2 (mod 4).
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Mas a? + n* = m? e todo niimero ao quadrado é congruente a 0 ou 1 médulo
4 (ver [8]), 0 que nos leva a uma contradi¢do. Portanto, n? deve ser par e, assim

conclufmos que m? é impar. Consequentemente, temos m fmpar e n par.

J4 pela igualdade b* = 2mn, concluimos que b é par. Ainda mdc(2n, m) = 1,
de fato, como m e n sdo coprimos, temos mdc(n, m) = 1, e isto implica que
mdc(2n, m) = mdc(2, m), sendo mdc(2,m) = 1 ou 2. Mas mdc(2,m) = 2 é um
absurdo, pois neste caso 2|m o que implica em m ser par, mas sabemos que m é

fmpar. Entdo, mdc(2n, m) = mdc(2,m) = 1.

Como (2n)m = b* é um quadrado perfeito, 2n e m também sdo. De fato,
suponhamos que 2n nao seja um quadrado perfeito. Neste caso, na fatoracao de 2n
existe um fator primo p;* com «; impar, isto €, um fator que aparece um nimero
fmpar de vezes no produto e como mdc(2n, m) = 1 este fator p;” ndo estd na
fatoragio de m. Por outro lado, sabemos que b* = (2n)n é um quadrado perfeito,
entdo o fator p; deve aparecer uma quantidade par de vezes, o que implica em um
absurdo. Dessa forma, temos que 2n e m sdo ambos quadrados perfeitos e, entdo,

existem inteiros positivos s e ¢ tais que 2n = 4s% e m = t2.

Por outro lado, dado que a® + n? = m?, entdo existirdo inteiros positivos i € j,

primos entre si tais que:
a=i— % n=2ijem =1+ j>

. n .. - .. ~ . . .
Assim, s> = = = ij, entdio i e j serdo quadrados perfeitos, digamos i = u” e
2
j=v"

2e j =v*. Logo,

Desta maneira t> = m = i* + j%, i = u
t? = ut + ot
ou seja, (u, v, t) é outra solucdo para a equagio original, z* 4 3* = 2% No entanto,

t§t2:m§m2<m2+n2:c:>t<c

Lembremos que ¢t # 0, pois m # 0. Isto contradiz a minimalidade de c,

concluindo a demonstracao. [
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6 O Ultimo Teorema de Fermat

O Ultimo Teorema de Fermat é um famoso teorema matemaético conjecturado
por Pierre de Fermat no qual afirma que a equacio z" +y" = 2" ndo possui solucio

inteira com z, y e z pertencentes a Z/{0} paran > 2.

De acordo com [5] e [14], Fermat, em 1637, afirmou ainda que conhecia a
demonstracdo deste teorema, mas que na margem do papel nao havia espaco para
escrevé-la. Assim, este teorema desafiou diversos matematicos durante mais de
300 anos em busca de uma demonstracdo. Foi somente em 1995 que o matematico

Andrew Wiles [15] apresentou a demonstracao desse teorema.

Neste trabalho, demonstraremos este teorema para o caso em que n = 3. Para

1sso, usaremos [2] e [12] como referéncias.

3

Lema 6.1. Todas as solucdes da equacdo s° = a*> + 3b* em inteiros positivos tais
¢ quag p

que mdc(a,b) = 1 e s € impar sdo dadas por:
s =u?+30v% a = u(u® — 9?), b = 3v(u® —v?),

comu, v € Z e mdc(u,3v) = 1.

Demonstragdo. Seja U o conjunto de todos os inteiros da forma a* + 3b* com

a,b € Z. G é fechado para a multiplicacdo, visto que
(a® + 3b*)(c* 4 3d®) = (ac £ 3bd)* + 3(ad F be)?

sendo essa igualdade assegurada com os sinais correspondentes. Dado s® =
a® + 3b%, utilizando o hipétese de s ser impar e mdc(a, b) = 1 podemos escrever
s = u®+3v? comu,v € Z. A prova desta igualdade foge ao escopo deste trabalho,
para a demonstracdo deste resultado, consultar a referéncia bibliogréafica [12]:

Lema 4.7, pagina 30.
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Elevando s ao cubo, temos:

8 = (v + 3

8 = (v + 30)(u® + 3v?)?

2 = (u® + 30?)(u* + 6u*0? + ut)

s* = (v + 30 (ut — 6utv® + Q' + 12u*0?)

2 = (u? + 30)[(u® — 3v*)? + 3(2uw)?]

8 = [u(u® — 3v?) — 3v(2uv))? + 3[u(2uwv) + v(u? — 3v?))?

(
s* = (u(u® —9?)* + 3(3v(u® — v?))?
Como, por hipétese, s° = a* + 3b%, segue que a = u(u® — ?) e b =

3v(u® — v?).

Dai, ja que mdc(a, b) = 1, entdo mdc(u, 3v) = 1. O

Teorema 6.1. A equacio X* +Y?> = 73 ndo possui solugdo inteira, com X, Y e
Z pertencentes a 7,/{0}.

Demonstragdo. Suponhamos z, y € z nimeros inteiros ndo nulos e, dois a dois,
primos entre si tais que > + y® = 2. Note que sob estas hipéteses, z, y e z sdo

nameros distintos.

Sabemos que z, y € z sdo primos entre si, entdo dois destes nimeros nao podem
ser pares. Mas, se forem todos impares, terifamos que a soma de dois impares
resulta em um impar, o que € falso. Portanto, exatamente um destes inteiros é
par. E suficiente tomarmos x e y fmpares e z par uma vez que se considerarmos
par, y e z fmpares reescrevendo z* + (—y)® = 2% teremos a soma de dois fmpares
cubicos resultando também em um nimero par cubico. Deste modo, sejam x e y

impares e z par.

Dentre todas as solugdes da equacdo com as propriedades acima, escolhemos

uma em que |z| é a menor escolha possivel.

Como z e y sdo ambos impares, sabemos que (z+y) e (x —y) sdo pares e assim
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existem inteiros a e b tais que (z + y) = 2a e (x — y) = 2b. Resolvendo o sistema
gerado por estas duas ultimas equagdes, temos que vt = a+bey = a —b. Como x
e y sdo ndo nulos e primos entre si, a e b também sdo nao nulos com mdc(a, b) = 1.
Além disso, dado que z e y sdo impares e sabendo que obtemos resultado impar
apenas com a soma ou subtracdo de dois nimeros de paridades diferentes, podemos
concluir que a e b sdo de paridades diferentes. Agora, substituindo os valores de z

e ¥ na equagdo inicial, temos
2 =2+ 9y° = (a+b)*+ (a — b)® = 2a(a® + 3b°)

Visto que o quadrado de um nimero, assim como multiplicar um nimero por
3, ndo altera a paridade e sabendo que a e b tem paridades diferentes, temos que
(a® + 3b%) é impar. Dado que z é um inteiro par, temos que z° = (25)® = 85% e
8|2*, portanto 8|2a(a” + 3b%). Como (a® + 3b?) é impar, temos que 8|2a. Dessa

forma, concluimos que a € par e, consequentemente, b é impar.

Uma vez que a é par e b é impar, o mdc(2a,a® + 3b*) = 1 ou 3. De fato,
seja ¢ primo e ¢* um fator comum dos termos acima, ou seja, 2a = ¢*c e
(a® 4 3b%) = ¢"d. Como (a® + 3b%) é impar, ¢ # 2. Entido, ¢"|a e, assim, ¢"|3b°.

a, temos que ¢~ 1'b. Como qk|3b2, concluimos

Visto que mdc(a, b) = 1 e que ¢
que £k = 1 e q = 3, ou seja, 3 € um possivel fator comum a 2a e a® + 3b%,
assim como o 1, que € um fator comum a qualquer dois nimeros. Dessa forma,

consideremos oS casos:

Caso 1: mdc(2a,a” + 3b%) = 1

Neste caso, 3 { a, pois se ocorresse o contrdrio terfamos mdc(2a, a® + 3b%) > 3.
Da equacio z° = 2a(a® + 3b®) e da fatoragdo tnica de inteiros em primos, temos

que (2a) e (a® + 3b%) sdo cubos. Assim,

2a =7
a®+ 3 =s*

onde s é impar e néo é um miltiplo de 3 (pois 3 1 a). Como s é impar e mdc(a, b) =

1, pelo Lema 6.1 podemos reescrever:
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s = (u?® + 30%)
a = u(u® — 9?)
b= 3v(u® —v?)

com u, v € Z e mdc(u,3v) = 1.

Como b é fmpar, temos 3v(u® — v?) fmpar. Sabemos que apenas o produto de
dois fmpares resulta em um fmpar, entdo 3v e (u® — v*) devem ser impares. Assim,
como 3 € um numero impar, v também deve ser impar. E, se v € impar, u € par,
J4 que a subtracdo de numeros de paridades distintas resulta em um impar. Além
disso, temos que u € ndo nulo. Como u|u e v|3v entdo mdc(u, v)|mde(u, 3v) e dai

mdc(u,v) = 1.

Seja ¢ primo tal que ¢|2u. Como u é par, podemos afirmar que g|u. Su-
ponhamos que ¢|(u + 3v). Entdo, ¢|(u + 3v) — v = 3v, 0 que € um ab-
surdo, pois mdc(u,3v) = 1. Analogamente, suponhamos que ¢|(u — 3v). As-
sim, glu — (u — 3v) = 3v, que é um absurdo. Logo, mdc(2u,u + 3v) =
mdc(2u,u — 3v) = 1. Do mesmo modo se § é um primo tal que ¢|(u + 3v)
e 4|(u — 3v) entdo §|(u + 3v) + (u — 3v), ou seja, §|2u, mas mde(2u, v+ 3v) = 1
o que implica ¢ = 1. O que nos dard um absurdo. Portanto podemos afirmar que

2u, (u + 3v), (u — 3v) sdo primos dois a dois. Das igualdades

= 2a = 2.u(u® — 9?) = 2u(u — 3v)(u + 3v)

podemos concluir que 2u, (v + 3v), (u — 3v) sdo cubos, ou seja,

2u =n?

u—3v=7p°

u+3v=m?

e temos que na terna (p, m, n) todos sdo diferentes de 0 (pois u # 0 e 3 ndo divide

), relativamente primos entre si dois a dois e satisfazem a equacio X° + Y3 = 73,
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pois
2u = 2u
(u—3v)+ (u+3v) = (2u)
p’+m? = n?

com n par (pois possui a mesma paridade de n*) e |z| > |n|. De fato,

28] = |2a(a® + 3b%)|

123 = |2u(u® — 90?)(a® + 3b?)]

128 = [2u(u — 3v)(u + 3v)(a® + 3b%)|
123 = |nd.pPm®.(a® + 3b%)|

Como b € impar, sabemos que a? + 3bv* > 3. Entio,

23] > |nd.p®m3.3|
EX U
2| > In]

No entanto, inicialmente haviamos escolhido (x,y,2) como solugdo da
equacdo X® +Y? = Z® com |z| sendo a menor escolha possivel, ou seja, isso

contradiz a escolha inicial.

Caso 2: mdc(2a,a” + 3b%) = 3

Neste caso, a ¢ multiplo de 3, entdo escrevemos a = 3c. Como a € par, temos
que ¢ também & par. Além disso, 3 1 b, ja que mdc(a,b) = 1 e 3|a. Dessa forma,
temos que (3¢ + b*) é fmpar (pois ¢ é par e b é impar e a soma de dois nimeros
de paridades diferentes resulta em um fmpar), ou seja 2 1 (3¢ + b?) e ainda
31 (3¢2+b?) (pois 3 1 b) uma vez que mdc(b, ¢) = 1, o que implica 18 1 (3¢* + b%)

e consequentemente mdc(18¢, 3¢ + b*) = mdc(c, 3¢* + b?) = 1.

23 = 2a(a® + 3b%) = 2(3¢)[(3¢)? + 3b%] = 18¢(3c* + b?).
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De fato, pela fatoracdo tnica de inteiros, temos que 18c e (3¢* + b?) sido cubos,

ou seja:

18¢ = r?

3+ =35

com s fmpar e 3|r uma vez que 3 é um fator de r°. Novamente podemos utilizar o

Lema 6.1 e escrever

s = (u® + 3v?)
b= u(u® — 9?)

c = 3v(u* —v?)

com u,v € Z e mdc(u,3v) = 1.

Como b é fmpar, temos que u(u? — 9v?) é impar e, entdo, u e u> — 9v? sdo
impares. Como u € impar, podemos concluir que v € par. Além disso, temos que
v # 0 (pois ¢ é ndo nulo) e mdc(u,v) = 1 (consequéncia do Lema 6.1). Assim,
usando o mesmo argumento do caso 1, é possivel concluir que 2v, (u + v), (u — v)

sdo relativamente primos dois a dois. Da equagdo
3 = 18¢ = 18[3v(u® — v?)] = 54v(u + v)(u — v)

temos que

(g)g =2v(u+v)(u—0)

ou seja, 2v, (u + v), (u — v) sdo cubos, isto &,

3

20=mn
u—i—v:p3
u—v=—m

e temos que na terna (p, m, n) todos sdo diferentes de 0, relativamente primos entre
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si dois a dois e satisfazem a equagiio X°® + Y3 = Z3, pois

2v = 2v
(u+v)+(v—u) = 2v
PP+ (m’) = n’

com |n| par e |z| > |n|. De fato,

12°] = [18¢(3¢® 4 b°)]

22| = 19.2.3v(u? — v?).(3c% + b?)|
|23 = |27. QU(u —0?).(3¢* + b?)]
|23 = [3%.n3.(—p*m?).(3c* + b?)]

2% = 317 (=p*m?)]|(3¢” + 7))

Como c e b sdo ndo nulos, temos que (3c2 + b2) > 1. Entao,

2% > 30| (=p’m?)]

2% > ||

Isto novamente contradiz a escolha inicial da terna (x, y, ) solu¢do da equacdo

X34 Y? = Z3 com z sendo a menor escolha possivel.

Dessa forma, a equacio X° + Y? = Z° nio possui solucio. [

7 Conclusao

No século X VII René Descartes criou a Geometria Analitica, a qual possibilitou
a fusdo das dreas de Algebra e Geometria, abrindo espaco para aplicacdes de
Geometria em Teoria dos nimeros e vice-versa. Pierre de Fermat, por exemplo,
para se aprofundar no estudo das equagdes diofantinas, fez uso da Geometria
Analitica. Desde entdo a juncdo entre Geometria e Aritmética tem sido amplamente

usada na resolugdo de problemas envolvendo teoria dos nimeros. Um exemplo
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recente de problema envolvendo essa fusdo, € uma generalizagdo do Teorema 6.1

que consiste em demonstrar que :

n

2* +y* =2" 2, y, 2 € Z/{0} ndo possui solugio para n > 3.
Bruin provou em [1] os casos n = 4, 5, Kraus fez em [9] o caso n primo com
17 < n < 10* e Dahmen em [3] demonstrou paran = 5,7, 11, 13. O problema se

encontra em aberto para o restante dos valores de n.
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