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Resumo

Um dos problemas bésicos da inferéncia estatistica é a estimacio de parametros, e uma
forma de realizé-la é através da abordagem bayesiana, que através da incorporacio
de prioris pode-se melhorar a estimagdo de pardmetros. Com o objetivo de estimar a
proporg¢do da atuacdo profissional de alunos do Mestrado Profissional em Matemadtica
em Rede Nacional-Profmat, da Universidade Federal de Sdo Jodo del-Rei (UFSJ),
esse trabalho utilizou a abordagem bayesiana, onde gerou-se trés prioris e estimou-
se os parametros da distribuicdo multinomial para comparagao, utilizando dados da
secretaria do programa da UFSJ. Além disso, a partir do software R, plotou-se o
simplex de cada distribui¢@o a priori e a posteriori para a visualizagdo dos parimetros.
Concluiu-se que as estimativas foram precisas utilizando a abordagem bayesiana, e
também foi possivel comparar a influéncia de cada priori na estimac@o dos pardmetros.
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1 Introducao

A inferéncia € uma drea de grande relevancia dentro da Estatistica, que segundo
Bussab e Morettin em [11] tem o objetivo de fazer generaliza¢des sobre uma populacio,
com base nos dados contidos em uma amostra. Um dos problemas basicos da inferéncia é

a estimagdo de parametros, € uma forma de realizd-la é através da abordagem bayesiana.

A inferéncia bayesiana é uma alternativa importante em relagdo aos procedimentos
classicos de estimagdo, e esta abordagem vem sendo utilizada com sucesso em vérias
areas da ciéncia. Ela permite a incorporacdo de uma informacdo a priori sobre o
pardmetro que se quer estimar e toda sua teoria estd baseada no teorema de Bayes, veja
[12].

Dentre as estimativas de pardmetros, tem-se a do pardmetro p sobre proporcdes, que

¢ util na identificacdo e mensuracao de elementos portadores de uma certa caracteristica,
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como por exemplo, na mensuracdo de propor¢des de pecas defeituosas e ndo defeituosa,
de individuos pertencerem a uma determinada classe social, entre outros. Desse modo,
pode-se ainda observar que a estimagdo de propor¢des ambienta-se em questdes de dois

tipos: dicotdmicas e politdmicas, como por ser visto em [4].

Problemas de cardter dicotdmico, sdo aqueles que possuem duas opcdes de resposta,
geralmente representadas pelo bindmio sim/ndo, como por exemplo, ao mensurar a
quantidade de pecgas defeituosas tem-se como resposta sim que corresponde a peca
defeituosa ou nao correspondente a nao defeituosa. Para esse tipo de problema &
suficiente utilizar a distribui¢@o binomial para a andlise dos dados, e esta possui teoria

bem desenvolvida na literatura.

J4 as questdes politdmicas sdo compostas de mais de duas categorias ou classes
de resposta, como por exemplo, ao mensurar a raga de alunos, tem-se brancos, pardos,
negros, etc. Assim, deve-se considerar a distribuicdo multinomial para a anélise. No
entanto, esta ndo conta com literatura tdo acessivel para melhor compreensao, pois é

menos utilizada.

Desse modo, um exemplo onde a distribui¢do multinomial é adequada € na andlise
de dados da atuag@do profissional de alunos ingressantes no Mestrado Profissional em
Matemadtica em Rede Nacional-Profmat, pois pode-se ter ingressantes que sdo profes-
sores da rede publica de ensino, e essas se dividem em escolas estaduais, municipais e
estatais, professores da rede particular, ou ainda, que possuem outras profissdes. Nesse
caso, quando o interesse € estimar as proporgdes de cada uma dessas categorias utiliza-se

a distribui¢do multinomial e pode-se fazé-la através da inferéncia bayesiana.

O Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional-Profmat é um programa
de mestrado semipresencial na drea de Matemdtica, formado por uma rede de instituicdes
de Ensino Superior, no contexto da Universidade Aberta do Brasil/Coordenagdo e
Aperfeicoamento Pessoal de Nivel Superior (CAPES), e coordenado pela Sociedade
Brasileira de Matemadtica (SBM), com apoio do Instituto Nacional de Matemética Pura
e Aplicada (IMPA). Surgiu em 2011, como um programa integrado por 48 instituigdes,
com oferta de 1192 vagas em 54 campi , de acordo com [2]. Atualmente, conta com
1400 vagas em 97 campi.

Neste sentido, € importante analisar o perfil de ingressantes nesse programa, dessa
forma, este trabalho teve como objetivo estimar a propor¢do da atuagdo profissional de
alunos ingressantes no Profmat da Universidade Federal de Sao Jodo del-Rei (UFSJ),
sob trés categorias: professores de escolas estaduais, professores de outras escolas e
atuantes em outras profissdes, utilizando a distribui¢do multinomial, a partir da inferéncia

bayesiana, com dados obtidos da secretaria do programa Profmat da UFS]J.
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2 Referencial Teorico

2.1 Distribuicao Multinomial

A distribui¢ao multinomial, € uma distribuic@o discreta multivariada, sendo uma
generalizacdo da distribuicdo binomial, utilizada em problemas que possuem mais
de duas categorias de resposta. De acordo com [3], a distribuicio multinomial é
definida supondo um experimento cujo resultado seja um dos eventos F1, Es, ..., En,

n
com probabilidade P[FE;] = p;. Parai = 1,2,..,n,0 < p;, < le Zpi =1,

i=1
e seja X; uma varidvel aleatéria que conta o nimero de ocorréncias de I; em m

repeticdes independentes desse experimento. Entdo, o vetor aleatério (X1, Xa, ..., Xp,)
tem distribuicdo chamada multinomial, com pardmetros p1, po, ..., pn—1 € m, dada por:

fxi Xo,x, (X1, 22, ) = P[Xh =21, Xo =29, ..., X, = 2] =

m! n pw.

_ . T1, T2 T | 7

= o PP P —m.H—'. @))
L1:X2: " oo~ Tyt i iy

em que cada X; é um inteiro positivo, pi, pa, ..., P, $40 propor¢des populacionais,

n n
E Tp=me E p; = 1. Assim, escreve-se que:
i=1 i=1

(X|m, p) ~ Multinomial(m, p).

Um resultado importante € que a distribuicdo marginal de qualquer componente X;
da distribui¢do multinomial corresponde a uma binomial (m, p;), em que m é o ndimero
de tentativas e p; € a probabilidade de obten¢do de X; em cada tentativa. Desse modo,
tem-se que os equacionamentos dos pardmetros de amostragem (esperanga e varidncia)
utilizados para amostragem de varidveis dicotomicas sdo validos para a amostragem de
varidveis politdmicas. Ou seja, a esperanga de X; é mp; e a sua variancia é mp; (1 — p;),
que sdo equivalentes ao caso binomial, veja Teorema Multinomial de [4].

Ainda, tem-se que dadas duas varidveis aleatérias multinomiais X; e X, j, com

i # j. A covariancia entre X; e X; é dada por, veja [5]:

Cov(X;, X;) = —mp;p;. )

2.2 Estimacao Bayesiana dos parametros da distribuicao Multinomial

Segundo Reis et al. (2009), em [14], a estatistica bayesiana ganhou for¢a ao longo
do tempo com a evolugdo dos computadores em termos de capacidade de processamento
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e despertou grande interesse principalmente em dreas aplicadas, como uma metodologia

alternativa em relacdo aos procedimentos cldssicos de estimacao.

Depois da andlise dos dados, o propdsito de qualquer estatistico € fazer inferéncias
ou predicdes, com certo grau de confianga, sobre o fendmeno que se estd estudando,
a partir dos dados que representam a variabilidade ou a incerteza na observagdo da

caracteristica ou fendmeno, veja [7].

Diferentemente da estatistica frequentista, em que somente se admite probabilidade
através de medidas de frequéncias relativas, na andlise bayesiana entende-se que a
probabilidade é uma medida racional e condicional de incerteza. Nesta abordagem,
o valor do parametro de interesse é desconhecido, o qual € considerado uma variavel

aleatéria, e o intuito € tentar reduzir esse desconhecimento sobre o parametro, veja [8].

De acordo com Ehlers (2011), em [6], a principal caracteristica da inferéncia
bayesiana € utilizar probabilidade para quantificar a intensidade da incerteza a respeito
do pardmetro de interesse, e esta ¢ uma medida subjetiva, que pode variar de acordo
com o pesquisador, pois a experiéncia e a fonte dessa informacao que cada um possui

sdo diferenciadas.

Assim, assume-se uma distribui¢do de probabilidade associada, conhecida como
distribuicdo a priori, a qual € especificada antes da observagdo dos dados e descreve
o conhecimento, ou ainda, o grau da cren¢a do pesquisador sobre o pardmetro des-
conhecido, e esse conhecimento pode ser formalmente incorporado na anélise. Ela
pode ser extraida de fundamentos subjetivos, da experiéncia do pesquisador na drea em
questdo por andlises realizadas anteriormente, por consideragdes particulares ou ainda

por informacdes disponiveis na literatura sobre o assunto estudado, veja [7].

A teoria da inferéncia Bayesiana estd fundamentada no teorema de Bayes, o qual é

basicamente um resultado de uma probabilidade condicional, dado por [12]:

L(X|0)m(6)
0X)= +———+—. 3
m(01X) TL(X|0)x(6)do )
onde: 7(0|X) é distribuigdo a posteriori do pardmetro 0; 7(6) é a distribuicdo a priori
de 0; L(X|6) é a fungiio de verossimilhanca de ¢, que é uma distribui¢do conjunta para

os dados amostrais, a qual representa a informacdo sobre 6 que foi obtida dos dados.

Assim, a partir do Teorema de Bayes, a distribuicdo a priori € combinada com
a informacao contida nos dados amostrais, obtendo assim a distribui¢do a posteriori.
Portanto, toda a inferéncia relativa a um determinado pardmetro é realizada utilizando-se
a distribui¢do a posteriori, pois ela contém toda a informagao probabilistica a respeito
do parametro, e esta pode ser resumida por meio da média, da moda, da mediana e do
intervalo de credibilidade, com base em Filho et al. (2008), em [10].
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No entanto, segundo Paulino et al. (2018), em [12], especificar distribui¢des a
priori quando a sua obtencgdo e quantificacdo sdo de natureza essencialmente subjetiva,
e o intuito é transformd-la em uma informacado que possa ser utilizada, muitas vezes é
uma tarefa dificil. Essas dificuldades costumam ser contornadas através da adog¢ao de

uma forma distribucional conveniente denominada familia das distribui¢des conjugadas.

Segundo Ehlers em [6], uma priori € dita conjugada se as distribuicdes a priori e a
posteriori pertencem a mesma classe de distribui¢des. Tem-se que prioris conjugadas
sdo os casos mais importantes ao utilizar uma abordagem com hiperparametros, que em

geral, facilita a andlise e consiste em definir uma familia paramétrica de densidades.

Nesta abordagem, a distribui¢@o a priori € representada por uma forma funcional,
cujos parametros sao especificados de acordo com o conhecimento que se tem sobre o
pardmetro de interesse. Desse modo, os parametros indexadores da familia de distri-
buicdes a priori recebem o nome de hiperparametros para distingui-los dos parametros
de interesse 6, e a ideia é que a atualiza¢do do conhecimento que se tem de 6 envolva

apenas uma mudanca nos hiperparametros, veja [6].

No caso da distribui¢do multinomial sua distribui¢do a priori conjugada € a distri-
bui¢do de Dirichlet, que € a generalizacdo multivariada da distribuicdo beta, com um

parimetro vetorial ndo-negativo e real «, dada por: [12].

I'(ao) T ot
fX(xla axn) = TTn N\ p;)h 9 0 < Di < ]-7 (4)
[Tizi D(as) };[1

n o) n

sendo ag = Zai, I'(t) = / '~ te™®dx a fun¢do gama e Zpl- = 1. A distri-
i=1 0 i=1

bui¢do marginal é uma beta com pardmetros «; e (og — «;), para cada i, de onde

tem-se:

ai(ao — Oéi) —O 0

BE(X;)=—, Var(X;)= oot D)

QA0 TN Gou(X, X)) =
a0 odlagr1) O

&)

Em (4) tem-se um vetor n-dimensional, em que os elementos sdo interpretados

como as probabilidades de ter as propor¢des (p1, ..., Pr)-

Portanto, 0 modelo Multinomial-Dirichlet € dado pela combinacdo do modelo
probabilistico multinomial com uma distribuicdo a priori de Dirichlet, generalizando
assim os resultados obtidos com o modelo binomial e a distribuicdo a priori beta [9]. E

possui a seguinte estrutura hierarquica:

(X1, ..., Xn|m, p) ~ Multinomial(m, p1, ..., pn).
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(p1, ..., Pn|x) ~ Dirichlet(ay, ..., o).

com func¢do de probabilidade e densidade conjunta definidas em (1) e (4), respectiva-
mente. Ou seja, os vetores de probabilidade p, pardmetros da distribuicdo Multinomial,

seguem uma distribuicao de Dirichlet com parametros cx.

Sendo assim, se a distribui¢@io a priori ¢ uma Dirichlet e a varidvel observada segue
uma distribui¢do Multinomial, entdo a distribui¢do a posteriori serd uma distribuicio de
Dirichlet, com outro pardmetro. A distribui¢io a posteriori é encontrada utilizando o

teorema de Bayes (3), segundo [1], como segue:

T | [l Pl ==~ ! . [[i= !
(plX) = 1!z [Lio T(a)
N m! n T, ) 4
- j Li_ \en=1 "7/ g i d
fp <x1| . In') Hz:l pz H;LZI F(O&Z‘) Hz:l pz D

m! S TS ) T et
X Li 1= Qg
m(plX) o< (xll e mn!> Epz [T T(a) le

=1 i=1
n
m(p|X) x pr”rai*l.
i=1

Portanto, a posteriori segue uma distribui¢do de Dirichlet com parimetros:

p|X ~ Dirichlet(a] = 1 + aq, ..., &), = Ty, + Q).
— T
sendo X = (@1, ..o, T, Q14 ooy i)

Assim, a média, a variincia e a covariancia da distribui¢@o a posteriori de Dirichlet

s@o dadas respectivamente por:

__ Tita
E(p|X;) = ST Gt )’ ©)
ar N = (zi + ) {D07 (@i + )] — (2 + i)}
Vortei) i (s + ) {0 (i + )] + 1} 7
Cov(p| X, X;) = —(@; + ;) (w5 + o) -

i (i + e P{C (s + )] + 1}
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3 Metodologia

Os dados das atuagdes profissionais de alunos do Profmat da Universidade Federal
de Sdo Jodo del-Rei, do polo de Sao Jodo del-Rei, foram obtidos a partir da secretaria do
programa, onde havia o registro de 56 alunos, dos quais 26 sdo professores de escolas

estaduais de ensino, 24 professores de outras escolas e 6 possuem outra profissdo.

Assim, foi realizada a estimagdo da propor¢ao de alunos sob essas trés categorias
através da distribui¢do multinomial utilizando a inferéncia bayesiana. Logo, ao utilizar
a distribui¢do multinomial a distribui¢do a priori conjugada serd a distribuicido de
Dirichlet.

Foram avaliadas trés prioris: 1) a priori uniforme, onde admite-se que todos os
possiveis valores do parametro de interesse sdo igualmente provaveis. 2) Priori de
Dirichlet dada pelos pardmetros (a7 = 0,32; as = 0,32; a3 = 0, 16), considerando a
informacdo de que a preferéncia de alunos para esse programa sao para os atuantes em
sala de aula, logo, essa priori incorpora essa informacao no sentido que os valores dos
parimetros para as categorias de professores sdo maiores e iguais. E por fim, 3) Priori
de Dirichlet dada pelos pardmetros («; = 0,0625; s = 0,20535; g = 0,23315),
onde esta tem-se o maior valor do pardmetro para a categoria de outras profissdes, sendo

contrdria a informacdo presente para avaliar a sua influéncia nas estimativas finais.

Logo, por intermédio do teorema de Bayes chegou-se na distribui¢do a posteriori
para p, onde toda a inferéncia foi realizada a partir da média e varidncia da distribuicdo

a posteriori, dadas por:

T, + o,
E(p|X;) = m> )]
Var(plX,) = &t ai { [0y (@i + oi)] = (@i + i)} (10)

i (i + ) PARCI (i + o)) + 13

Foram plotados simplex de dimensdo 3 para todas as prioris e posterioris, utilizando

o software R [13], para observar o comportamento que os parametros desempenham.

4 Resultados e Discussao

Dos dados da secretaria do Profmat da UFSJ, tem-se que dos 56 alunos do Profmat,
26 deles sdo professores de escolas estaduais, 24 sido professores de outras escolas e 6
possuem outras profissdes, tem-se que a propor¢ao frequentista para cada uma das trés
categorias de atuagao profissional estdo representadas na Tabela 1:
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Tabela 1: Proporcao da atuagdo profissional

Professor escola estadual Professor outras escolas  Outra profissao
0,4643 0,4286 0,1071

Para a estimagdo bayesiana, considerou-se trés prioris para analisar a influéncia
dessas. A primeira delas foi a priori uniforme, onde os parametros, denotados por
hiperparametros, da distribui¢dio de Dirichlet, sdo: a3 = 1, as = 1, ag = 1, em que
todos os possiveis valores do pardmetro de interesse sdo igualmente provaveis. Na
Tabela 2 a seguir tem-se os valores dos hiperparametros de cada categoria com suas

respectivas médias e variancias a priori:

Tabela 2: Hiperparametros e valores da média e variancia a priori de Dirichlet

Atuacao profissional «; Meédia (%) Variancia (%)
Professor escola estadual 1 33,33 5,55
Professor outras escolas 1 33,33 5,55
Outra profissao 1 33,33 5,55

Os resultados da estimagd@o bayesiana considerando a priori uniforme para a
propor¢ao dos trés tipos de atuacdo profissional, que sdo dadas pelas médias a posteriori,

pode ser observada na Tabela 3:

Tabela 3: Estimativas a posteriori para propor¢ao da atuacdo profissional de alunos do

Profmat

Atuacao profissional Média Variancia
Professor escola estadual 0,4576 0,0041
Professor outras escolas  0,4237 0,0041
Outra profissao 0,1186 0,0017

Pode-se observar que as estimativas ficaram bem préximas das frequentistas, mas
para se ter melhor compreensdo do impacto do pardmetro da priori uniforme oy = 1,
ag = 1leag =1, e odaposteriori que foi o] = 27, a5 = 25 e oy = 7 é apresentado o

simplex de dimensao 3, que pode ser observado na Figura 1:
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Figura 1: Simplex da priori uniforme com parametros (1; 1; 1) e da posteriori com os

parametros (27; 25; 7)

QOut. prof. Out. prof.

0. Esc

0. Esc Est.

Fonte: As autoras (2021)

Assim, pode-se observar que para a priori uniforme (simplex a esquerda) todos os
pontos no simplex sdo igualmente provaveis, pois estdo espalhados por todo o simplex.
Ja no simplex a direita, que representa o da posteriori, € possivel perceber que os pontos
estdo entre as categorias de escolas estaduais e outras escolas, o que conclui que as

estimativas das propor¢des entre essas duas categorias sdo muito proximas.

A segunda priori foi dada pelos pardmetros: a; = 0, 32; ag = 0, 32; ag = 0, 16.
Na Tabela 4 a seguir tem-se os valores dos hiperparametros de cada categoria com suas

respectivas médias e variancias a priori:

Tabela 4: Hiperparametros e valores da média e varidncia a priori de Dirichlet

Atuacio profissional «; Meédia (%) Variancia (%)
Professor escola estadual 0,32 40,00 13,33
Professor outras escolas 0,32 40,00 13,33
Outra profissao 0,16 20,00 8,89

Os resultados da estimago bayesiana considerando a segunda priori para a propor-
¢do dos trés tipos de atuacdo profissional, que sdo dadas pelas médias a posteriori, pode
ser observada na Tabela 5:
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Tabela 5: Estimativas a posteriori para proporc¢ao da atuagdo profissional de alunos do

Profmat

Atuacio profissional Média Variancia
Professor escola estadual 00,4634 0,0043
Professor outras escolas  0,4282 0,0042
Outra profissao 0,1085 0,0017

Pode-se observar que a partir dessa priori as estimativas das proporcdes foram
ainda mais préximas das frequentistas, sendo mais préximas do que utilizando a priori
uniforme. Foi constuido o simplex também para se ter melhor compreensdo do impacto
do parametro da priori 2 a; = 0,32, as = 0,32 e ag = 0, 16, e o da posteriori que foi

a] = 26,32, a5 = 24,32 e a3 = 6,16, que € apresentado na Figura 2:

Figura 2: Simplex da priori uniforme com parametros (0, 32; 0, 32; 0, 16) e da posteriori
com os pardmetros (26, 32; 24, 32; 6, 16)

QOut. prof. Out. prof.

S

Est 0 Esc Est. 0. Esc

Fonte: As autoras (2021)

Assim, pode-se observar que para a priori 2 (simplex a esquerda) os pontos estao
bem espalhados em torno do simplex. J4 no simplex & direita, que representa o da
posteriori, é possivel perceber que os pontos estdo entre as categorias também de escola

estadual e outras escolas, mas com uma pouco mais de tendéncia a escola estadual.

A terceira priori foi dada pelos parametros: a; = 0,0625; as = 0,20535;
as = 0,23215. Na Tabela 6 a seguir tem-se os valores dos hiperpardmetros de cada

categoria com suas respectivas médias e variancias a priori:
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Tabela 6: Hiperparametros e valores da média e variancia a priori de Dirichlet

Atuacao profissional Q; Média (%) Variancia (%)
Professor escola estadual  0,0625 12,50 7,29
Professor outras escolas  0,20535 41,07 16,13
Outra profissao 0,23215 46,43 16,58

Os resultados da estimagao bayesiana considerando a terceira priori para a propor-
¢do dos trés tipos de atuacdo profissional, que sdo dadas pelas médias a posteriori, pode

ser observada na Tabela 7:

Tabela 7: Estimativas a posteriori para propor¢ao da atuacdo profissional de alunos do

Profmat

Atuacao profissional Média Variancia
Professor escola estadual 0,4613 0,0043
Professor outras escolas 00,4284 0,0043
QOutra profissao 0,1103 0,0017

Conclui-se que também tem-se estimativas muito préximas, apenas para a categoria
de outras profissdes ficou um pouco mais longe. Logo, para se ter melhor compreensdo
do impacto do parametro da priori 3 a; = 0,0625, as = 0,20535 e az = 0,23215, e
o da posteriori que foi a] = 26,0625, a5 = 24,20535 e a5 = 6, 23215 € apresentado

o simplex de dimensao 3, que pode ser observado na Figura 3:
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Figura 3: Simplex da priori uniforme com pardmetros (0, 0625; 0, 20535; 0,23215) e
da posteriori com os parimetros (26, 0625; 24, 20535; 6, 23215)

Out. prof.

Q
52 @8?00 )

o o0

Est. 0. Es¢

Fonte: As autoras (2021)

Portanto, pode-se observar que para a priori 3 (simplex a esquerda) os pontos estao
espalhadas em torno do simplex, mas mais aglomerados nas categorias outras escolas e
outras profissdes. Ja no simplex a direita, que representa o da posteriori, mesmo a priori
os pontos sendo mais concentrados para outras escolas e outras profissdes € possivel
perceber novamente que os pontos se concentram mais para a categoria de professor de
escola estadual e professor de outras escolas, assim como nos outros simplex plotados

anteriormente para as outras posterioris obtidas.

5 Consideracoes finais

Foi possivel concluir que a priori uniforme, como foi a menos informativa, gerou
estimativas mais distantes, mas ainda ndo sendo ruins ao comparar com as frequentistas.
A priori 2 foi a que desempenhou melhor influéncia nas estimativas, pois essa incorporou
uma informacdo relevante de que a preferéncia s@o para os que atuam em sala de aula,
e a priori 3, mesmo com maior tendéncia para a categoria outras profissdes, ainda

obteve-se estimativas precisas.
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