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Resumo

A otimizagdo é um ramo da Matemdtica Aplicada que busca minimizar ou maximizar
funcdes de determinados problemas a fim de obter suas melhores solugdes possiveis.
No campo da chamada otimizag¢@o restrita, uma possivel abordagem € a de transformar
um problema restrito em um subproblema irrestrito, geralmente mais facil e que pode
ser resolvido e usado como base de um processo iterativo. Nesse contexto, este trabalho
apresenta e discute a implementacéo de um método de otimizacdo com restricdes: o
método de Penalidades. Para isso, o algoritmo foi programado e testado no software
MatLab. Em seguida, o método foi aplicado na resolucdo de dez problemas testes
da literatura matematica. Ressalta-se que, para a resolug@o de cada subproblema de
otimizacdo gerado, utilizou-se a func@o de otimizagdo irrestrita fininsearch disponivel
no MatLab. Por dltimo, coletou-se os resultados obtidos pelo algoritmo nessa aplicacio
€ 0s comparou com suas respectivas solucdes de referéncia. Assim, constatou-se que
o algoritmo obteve os resultados de acordo com o previsto na literatura. Além disso,
enfatiza-se que, quanto maior o nimero de restri¢des, maior a complexidade envolvida
na implementagdo do problema, podendo aumentar a dificuldade de utilizagdo do
método.
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1 Introducao

Otimizagdo é uma drea da Matemadtica Aplicada que se refere ao estudo de proble-

mas que consistem em minimizar ou maximizar fun¢des de uma ou vdrias variaveis.

Os problemas reais de otimizagdo estdo presentes em diversos campos cientificos,
por exemplo, nas Engenharias, Economia, Mecénica, Logistica, Administrag¢do e outros,
em que se busca obter solugdes 6timas, ou as melhores possiveis para esses problemas a
partir dos modelos matemadticos que os representam [2].

No campo da intitulada otimizacgdo restrita, uma possivel abordagem € a de trans-
formar um problema em um subproblema mais facil que pode, entdo, ser resolvido e

usado como base de um processo iterativo.
Nesse sentido, uma caracteristica de uma grande classe de métodos iniciais € a
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transformag@o de um problema restrito para um problema bdsico irrestrito, utilizando
uma funcdo de penalidade para restricdes que estdo perto ou além do conjunto de
restricdes. Dessa forma, o problema restrito é resolvido gerando-se uma sequéncia de
otimizacdes irrestritas parametrizadas que, em seu limite, converge para a solu¢do dtima

do problema restrito.

Em face do acima exposto, este trabalho tem por objetivo apresentar e discutir a
implementa¢do de um método de otimizag¢do com restricdes: o método de Penalidades.
Os principais critérios avaliados foram a precisao numérica dos resultados obtidos e a
implementag@o computacional dos problemas.

2 Referencial Teorico

Um problema geral de otimiza¢do € dado da seguinte forma:

min f(x) (1)
sujeitoax € M C R,

onde f: R" 5 ReM ={xeR"|g(x) <0,i=1,...,m; hj(x) =0, j =
1,...,0 }. Assim, queremos obter um ponto x* € R" que minimize a fungdo f,

satisfazendo as restri¢des g; € h; do conjunto M.

Chamamos f de funcédo objetivo e M de conjunto vidvel (ou factivel). Dizemos

ainda que x* € M é um ponto 6timo de f se
fxXT) < f(x); vx e M,

sendo f(x™) um valor 6timo.

2.1 Método de Penalidades

No chamado método de Penalidades Exterior, ou simplesmente método de Pe-
nalidades, qualquer violagdo das restri¢cdes g; ou h; é penalizada no valor da fungio

objetivo f.

Para mostrarmos a versdo mais basica desse método, vamos primeiro definir a

fun¢do indicadora do conjunto M como sendo:

(%) 0 parax € M,
X) =
M oo parax € M.
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Com isso, podemos pensar em substituir o problema inicial (1) pelo seguinte

problema irrestrito:
min f(x) + Iy (x) )

sujeito a x € R™.

Nesse caso, note que se x € M, estaremos minimizando a prépria fungdo objetivo
f. Por outro lado, quando x ¢ M , a fungdo I, se torna uma “penalidade infinita" para

pontos ndo vidveis, isto €, que estdo fora do conjunto M.

Na prética, como nao lidamos diretamente com o “infinito", aproximamos a fun-
¢do Ips por um termo de penalidade p que envolve as restrigcdes do problema e que,

normalmente, é dado por:

[ ()], 3)

1

p(x) =) lof (x)]7 +

m l
i=1 j=

tal que g;r ¢é denotada como a parte positiva da restricdo g; e definida por:

) gi(x) segi(x) >0,
9 ()= 0 segi(x) <0.

Vale destacar aqui que o expoente 3 € Z’, em (3) estd relacionado a diferencia-
bilidade de p e, em aplica¢les gerais, assume os valores 2 ou 4 [7]. Em face disso, sé

precisamos que f, g1, ..., m,P1,. .., h; sejam fun¢des continuas em R™.

Uma vez que estamos considerando Iy (x) = p(x), pela caracterizagio (3) vem
que p(x) =0, parax € M, e p(x) > 0, parax ¢ M. Nesse contexto, podemos adotar
um pardmetro r > 0 de modo que rp(x) = Ips(x), quando x € M e, se x ¢ M, o

termo rp(x) — Ips(x) quanto mais r cresce [7].
De posse disso, podemos reformular o problema irrestrito (2) da seguinte maneira:
min f(x) +rp(x)

Para um processo iterativo, podemos escolher um ponto de partida x, e fazer

X =Xp41;7 =7 >0,comk =0,1,2,..., sabendo que klim 7, = 00 e presumindo
— 00

que Xx41 — X*. Queremos dizer com isso que r é um pardmetro que pode ser atualizado

até que o ponto x se torne 6timo.

Sintetizando, podemos obter a solucdo de (1) através de:
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i P
min q(xp1,7%) (P)

onde q(Xi4+1,7k) = f(Xk+1) + 7P (Xk+1) € denominada fungdo auxiliar.

A fim de que ¢(xj11,7k) = f(Xk+1), entdo, na pratica, o procedimento iterativo
se encerra quando r;p(xx+1) < £, onde € trata-se de um valor suficientemente pequeno

escolhido como critério de parada.

Em suma, o que buscamos é gerar uma sequéncia de solugdes do problema trans-
formado (P) que converge para a solugdo do problema geral (1).

Algoritmo de Penalidades

Algoritmo 1: O algoritmo de Penalidades para minimizar fun¢des multidi-
mensionais com restri¢des.

1. Escolha um escalar £ > 0, um inteiro 8 > 0, um ponto inicial xqg € R", e
um parametro ro > 0. Faca k = 0.

2. A partir de xy, determine uma solucdo X1 do subproblema irrestrito (P).

3. Se rip(xk+1) < €, pare. Caso contrério, continue com a etapa (4).

4. Faga ry41 = arg,com a > 1; k = k + 1 e retorne a etapa (2).

E valido ressaltar que, se r é um nimero muito grande, entdo o termo p(x) deve
ser bem pequeno, pois, sendo, o problema fica sujeito a uma penalidade considerdvel,
como foi dito antes. Esse argumento justifica intuitivamente a etapa (3) e, de fato,

prova-se que rp(x) — 0 quando r — oo [1].

Vamos ver um exemplo de como esse método funciona efetivamente.

Exemplo 3.1: Resolva o problema de otimizag@o abaixo:
min f(z) = 32% — 22

sujeitoa g(z) =2 —z <0,

considerando e = 1073, =2, 29 = 0.5, 790 = L e @ = 10.

1) Dadoque zg = 0.5erg = 1, faca k = 0.

2) Para obtermos x1, devemos montar e avaliar a fun¢éo auxiliar ¢(z1,rg) tendo em
vista o ponto inicial xy tomado. Para isso, dado que 5 = 2, teremos que a parte positiva
da restrigdo g sera:
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[g+(xk+1)]2 _ { (2 —xps1)” se2 > xg,

0 se 2 < xp.

Nesse contexto, sendo q(z1,70) = f(z1) + ro[g(21)]?, entdo, temos:

322 — 201 +1ro(2 —21)? se2 > xo,
q(l‘l,?“o) = 2
3z] — 271 se 2 < xp.

Assim, como xy = 0.5 < 2 e uma vez que ry = 1, para encontrarmos z; teremos
de resolver o seguinte problema irrestrito:
: 2 2
min 3z7 — 221 + (2 — 1)
r€eR
Poderfamos aqui usar vérios algoritmos da otimizag¢do irrestrita (método de Newton,
método do Gradiente, dentre outros) para determinarmos x1. No entanto, com o intuito
de reduzirmos os célculos, podemos obté-lo analiticamente aplicando o Teorema de

Fermat [6], pois, neste caso, ¢ € derivavel em todos os pontos do dominio e admite

ainda um valor de minimo absoluto.

Logo, vem que:

d
—[B2f -2z 4+ (2-21)%] =0 & 8z, -6=0
d!El
& 21 =0.75
€ o ponto de minimo dessa funcao.
3) Perceba agora que:
rop(x1) = 702 — 1)
= 1(2-0.75)

1.5625

Como 1.5625 > 1072 = ¢, seguimos para a etapa (4).

4) Fazemos entdo r; = 101y = 10, atualizamos & = 0 para k = 1 e retornamos ao
passo (2).

Refazendo todo o procedimento até que ryp(xk+1) < &, vamos chegar nos valores

dispostos na Tabela 1 adiante:
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Iteracdo

L Tk Thrr Tkp(Tky1) @@kt mR)  f(TRa1)
0 1 0.75 1.5625 1.75 0.1875
1 10 1.61538 1.47932 6.07692 4.59759
2 100 1.95145 0.23571 7.75728 7.52215
3 1000 1.99501 0.0249 7.97507 7.95017
4 10000 1.9995 0.0025 7.9975 7.995

5 100000  1.99995 0.00025 7.99975 7.9995

Tabela 1: Método de Nelder-Mead apés uma contragdo externa, uma contracdo interna e uma
reducdo.
Fonte: Elaboracio prépria.

De modo geral, perceba que z — 2 a medida que r cresce e rp(x) se aproxima
de zero, como ja era esperado. Por conseguinte, se fizéssemos mais algumas iteragdes,

poderfamos chegar em z* = 2 tal que f(z*) = 8 é o valor 6timo procurado.

Para a realizacdo da etapa (2) do algoritmo de Penalidades, isto €, a resolugdo do
subproblema irrestrito (P), utilizamos neste trabalho a fun¢@o de otimizacao fininsearch
do Matlab. Essa se baseia no método de Nelder-Mead, um dos métodos de busca direta
mais utilizados em problemas de minimizacao sem restrigdes de uma funcdo de n

variaveis.
2.1.1 Fminsearch

Apresentaremos, nesta seco, o algoritmo de Nelder-Mead e suas principais carac-

teristicas geométricas.

O método de Nelder-Mead [4], assim como a maior parte dos métodos de busca
direta, utiliza os conceitos de um simplex no R™. No caso de duas varidveis, por
exemplo, um simplex é um tridngulo, e 0 método compara os valores da funcio nos trés

vértices do tridngulo.

O algoritmo usa 4 operacdes possiveis, cujos coeficientes escalares sdo:

- coeficiente de reflexdo: p > 0,
- coeficiente de expansdo: x > 1 com x > p,
- coeficiente de contragcdo: 0 < v < 1,

- coeficiente de redugdo (shrink): 0 < o < 1.

Uma escolha, praticamente universal, é definirp =1, x =2,vy=1/2e0 =1/2.
Sejam f : R™ — R e um simplex com n + 1 vértices. Em uma dada iteragio
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do método, os n 4 1 vértices do simplex, X1, Xa,...,X,1 pertencentes a R", sdo

ordenados de acordo com o crescimento dos valores de f, ou seja,

f(x1) < f(x2) <. < f(xnt1),

onde x; € definido como o melhor vértice e x,,41 0 pior, isto é, o vértice com o maior
valor da funcdo objetivo. O método busca, entdo, substituir esse pior vértice do simplex
por outro com melhor valor. O novo vértice é obtido através da reflexdo, expansao ou
contragdo do pior vértice ao longo da reta que passa por este vértice e o centroide dos n

melhores vértices (X), que é dado por:

il
Il
S

n
PES
i=1

A cada iteragd@o o pior vértice € substituido por um novo vértice. Um novo simplex
é formado e a pesquisa continua, gerando uma sequéncia de simplex na qual os valores
da fung@o nos vértices ficam cada vez menores.

Assim, as principais etapas do método podem ser observadas nas Figuras 1 e 2:

X3 X3

- L]
N ~

| |

I I

I I

I |

I I

I |

I I

X

Figura 1: Método de Nelder-Mead apds uma etapa de reflexdo e expansao.
Fonte: LAGARIAS et al, 1998, p. 117.

Na Figura 1, observa-se que, se o ponto refletido x,. ¢ melhor que o vértice, entdo
o simplex foi refletido numa direcdo que minimiza a funcio objetivo. E importante,
neste caso, fazer a expansio x. na mesma dire¢do. Caso contrdrio, se o ponto refletido
ndo possuir um valor melhor da func¢do objetivo, entdo é provavel que o simplex esteja
préximo do ponto de minimo da funcio, sendo testados, assim, os pontos de contragio
externa X, e interna x;. Se nenhuma das opera¢des resultou em um novo vértice com

valor da func¢@o objetivo pelo menos melhor do que aquele correspondente ao vértice a
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Figura 2: Método de Nelder-Mead apds uma contragéio externa, uma contragdo interna e uma

reducdo.

Fonte: LAGARIAS et al, 1998, p. 117.

ser rejeitado, deve-se reduzir o simplex, pois o ponto de minimo estd em seu interior.

Esta operacdo de redugdo é feita preservando o vértice x; e aproximando os demais

vértices na direcdo de x;, conforme a Figura 2.
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Algoritmo de Nelder-Mead

Algoritmo 2: Método Simplex de Nelder-Mead
Dados:

(1) Fungdo f(x) com x € R"

(2) Conjunto de vértices iniciais: x1,Xs, ..., Xp+1 € R"

(3) Coeficiente de reflexdo p > 0
(4) Coeficiente de expansdo y > 1
(5) Coeficiente de contragdo 0 < v < 1
(6) Coeficiente de redugdo 0 < 0 < 1
Passo 1: Calcule o valor da funcdo objetivo para os n + 1 vértices e ordene-os
de modo que f(x1) < f(x2) < ... < f(xXpt1)
Passo 2: Calcule o centroide X dos n melhores vértices
Passo 3: Enquanto algum critério de parada nao for atingido:
(3a) Calcule o ponto de reflexdo x, = X + p(X — Xp41)
(3b) Calcule f(x,)
Be) Se f(x1) < f(x,) < f(xp), entdo X, 11 = X,
(3d) Se f(x,) < f(x1), entdo calcule o ponto de expansdo
X, = X + x(%, — X)
Calcule f(x.)
Se f(xe) < f(x;), entdo X, +1 = Xe
Sendo, X, 4+1 = X,
Be) Se f(x,) < f(xr) < f(xn+1), entdo calcule o ponto de
contragdo externa X,. = X + y(x, — X)
Calcule f(x,.)
Se f(Xoc) < f(xr), €ntd0 X1 = Xoe
Sendo, va para o passo (3g)
3f) Se f(x,) > f(xn+1), entdo calcule o ponto de contragdo
interna x;. = X + y(x, — X)
Calcule f(x;c)
Se f(xic) < f(Xnt1), entdo Xp 11 = X4e
Sendo, vé para o passo (3g)
(3g) Reducdo: para2 < i <n+ 1, facax; = x1 + o(x; — X1)
(3h) Volte ao passo 2
Passo 4: Retorna x

Revista de Matemadtica de Ouro Preto 2022 9



RMAT: v.2 pp:10-14 2022 Universidade Federal de Ouro Preto

3 Metodologia

Realizou-se uma pesquisa bibliografica e exploratdria do seguinte modo: a primeira
etapa consistiu em estudar e programar o algoritmo. Para isso, foi utilizada a versao
2018(b) do software MatLab em um microcomputador core i5, 6GB de RAM.

Assim, avaliou-se a implementagdo a partir de alguns testes, além de realizar os

devidos ajustes para melhoria de sua convergéncia e programacao.

Ressalta-se que, para a resolug¢do de cada subproblema de otimizagdo gerado,

utilizou-se a fun¢do de otimizacao irrestrita fminsearch disponivel no MatLab.

Na segunda etapa, o método foi aplicado na resolucdo de um conjunto de dez
problemas testes da literatura matematica, descritos na se¢do 3.1 e retirados de [3], [S] e

[7].

Para fins de aplicacdo, a tolerancia do critério de parada foi de ¢ = 107%, o
pardmetro inicial estabelecido foi 7o = 1, o expoente de cada parcela do termo de
penalidade foi definido como 8 = 2, e o fator de atualizagdo de r foi de v = 10. Quanto

ao ponto inicial x, este foi adotado de acordo com a literatura consultada.

Por dltimo, foram coletados os resultados obtidos pelo algoritmo nessa aplicagdo,
e elaborada uma tabela a fim de analisar e comparar com as respectivas solugdes de
referéncia.

3.1 Descricao dos problemas numéricos

Problema 01
Fungio objetivo: f(z) = 222 —
Restri¢des:
x > 1
Ponto inicial: xg = 12

Valor 6timo: f(z*) = lema* =1

Problema 02
Fungio objetivo: f(z1,22) = (1 — 1)% 4 22
Restri¢des:
T —x1 < 1
Ponto inicial: x¢ = (15, 11)
Valor 6timo: f(x*) =2emx* = (0, 1)

Problema 03

Fungio objetivo: f(z1,22) = x1 + @2
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Restri¢des:
o — IZ’% = 0

Ponto inicial: xg = (5, 17)
Valor 6timo: f(x*) = —1/4em x™ = (—1/2,1/4)

Problema 04

Fungio objetivo: f(z1,20) = (21 — 2)* + (x5 — 1)?

Restri¢des:
T+ < 2
-2y <0

Ponto inicial: xg = (0, 5)

Valor 6timo: f(x*) =1lemx* = (1,1)

Problema 05
Func@o objetivo: f(z1,22) = 71
Restri¢des:
23 —2r; —xy < 0
x% —2rx1+292 < O
—r1 < 0

Ponto inicial: xg = (0, 1)
Valor 6timo: f(x*) = 0em x* = (0,0)

Problema 06
Funcio objetivo: f(z1, 2, x3) = x1 + o3 + 3wox3 + mg
Restri¢des:

—x

—T9

VANVANRVAN

—T3 >
Ponto inicial: xg = (2,5, 10)
Valor 6timo: f(x*) = 0em x* = (0,0,0)

Problema 07
Fungio objetivo: f(x1, T2, x3, T4, 25) = (11 —x2)? + (23 —1)*+ (24— 1)* 4 (25 —1)°
Restri¢des:
1+ axst+xs+4des—7 = 0
r3+5r5—6 = 0

Ponto inicial: xo = (—15,2,0,—45,2)
Valor 6timo: f(x*) =0emx* = (1,1,1,1,1)
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Problema 08
Funcdo objetivo: f(z1,z2,3,24) = —X1T2T324
Restricdes:
i1 = 0
x%u —xz3 = 0
zi—x9 = 0
Ponto inicial: xg = (0.8,0.8,0.8,0.8)
Valor 6timo: f(x*) = —1/4 em x* = (271/3,271/2 (—1)i2=11/12 (_q1)ig—1/4),

comi=1,2.

Problema 09
Funcdo objetivo: f(z1, 2, 23,24, 25) = (21 — 22)? + (w2 — 23)% + (x3 — 24)* +
(x4 — x5)*
Restricdes:
T +as+xi-3 = 0
xg—x§+x4—1 = 0
ri5 —1 = 0

Ponto inicial: xg = (—20, V2, —16,7 — V2, —10)
Valor 6timo: f(x*) =0emx* = (1,1,1,1,1)

Problema 10
Funcio objetivo: f(z1,z2) = 100(zy — 22)% + (1 — x1)?
Restri¢des:
T2 —1 > 0
T, + x% > 0
rzp < 0.5

Ponto inicial: xg = (=2, 1)
Valor 6timo: f(x*) = 306.5 em x* = (0.5, 2)

4 Resultados e discussoes

Na Tabela 2 a seguir, apresentamos os resultados numéricos obtidos pelo método

implementado.
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Algoritmo de Penalidades Solugdes de referéncia
Problemas
x fx) X S

01 1 1 1 1
02 (0.0050, 1.0051) 2.0002 (0,1) 2
03 (—0.5,0.25) —0.25 (—0.5,0.25) —0.25
04 (0.9997,1.0003) 1.0006 (1,1) 1
05 (0,0) 0 (0,0) 0
06 (0,0,0) 0 (0,0,0) 0
07 (0.9992,0.9992,1,1.0004, 1) 0 (1,1,1,1,1) 0
08 (0.7940,0.7068,0.53,0.8407) —0.25 (0.7937,0.7071,0.5297,0.8408) —0.25
09 (1,1,1,1,1) 0 (1,1,1,1,1) 0
10 (0.5,2.0001) 306.5184 (0.5,2) 306.5

Tabela 2: Resultados coletados pelo método de Penalidades.
Fonte: Dados da pesquisa.

A partir da Tabela 2, constata-se que o algoritmo resolveu todos os dez problemas

testes em consondncia com suas solucdes de referéncia x* e f(x™).

Além disso, observou-se que o valor de xq atribuido ndo afetou a convergéncia
final do método nesse conjunto de problemas avaliados.

No que se refere as variacdes obtidas nas solu¢des de alguns problemas, verifica-se

que essas foram bem sutis, sendo em geral da ordem de 1072 2 10™%.

E vélido frisar que, em relag@o a implementagdo computacional de cada problema,
quanto maior o nimero de restri¢des, maior a complexidade envolvida na implementacio

do problema, podendo aumentar a dificuldade de utilizagdo do método.

Isso se justifica uma vez que, na prética, para um problema com n restricdes de
desigualdade, deve-se considerar 2" sentengas a fim de formular a fun¢fo auxiliar f(x)+
rp(x) e, em particular, formular o termo p(x). Além disso, se houver restri¢des de
igualdade, deve-se lembrar que essas serdo sempre acopladas a cada uma das sentencas

avaliadas.

5 Consideracoes finais

Apresentamos neste trabalho um estudo sobre problemas de otimiza¢do com restri-

¢oes, a partir da implementag¢do do chamado método de Penalidades.

A utilizagdo da funcio fiminsearch para a resolucdo do subproblema irrestrito trouxe
robustez ao algoritmo de Penalidades, no que se refere a ndo necessidade do calculo de

derivadas, como ocorre em outros métodos de otimizagdo irrestrita.

Para trabalhos futuros, destacamos a possibilidade de utiliza¢do de outras outras

estratégias para a minimizacdo do subproblema irrestrito.
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