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Resumo

A medida de Lebesgue em R, € uma generalizacdo da medida de comprimento usual.
O presente trabalho apresenta uma discussdo sobre medida de Lebesgue fazendo
uma andlise de suas propriedades utilizando subconjuntos pouco intuitivos da reta.
Para tanto, por meio de uma ampla revisdo de literatura, sdo apresentados conceitos
introdutdrios sobre a teoria de medida, a construcdo da medida de Lebesgue e as
construgdes dos conjuntos de Cantor e “tipo Cantor”. Esses conjuntos possibilitam
extrair informacdes sobre a medida de Lebesgue, e como consequéncia, confrontam as
relagdes métricas e topoldgicas desses conjuntos.
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1 Introducao

A ideia de medida sempre teve papel fundamental na organizacio e desenvolvi-
mento das sociedades. Em muitos casos, cada sociedade utilizava uma forma e uma
escala diferente para medir o mesmo objeto, o que gerava muitas divergéncias, como por
exemplo, medidas diferentes para a mesma drea de terra. Durante a Revolug@o Francesa
em 1795, visando resolver os conflitos gerados pelos diferentes valores obtidos por cada
medida para um mesmo objeto, foram estabelecidas algumas medidas padrdes para toda

aregido (que se tornaram, posteriormente, universais) como o metro, o grama e o litro.

Padronizar as medidas é uma boa solugao para essas situacdes, entretanto, ao fixar
uma dnica medida perde-se as potencialidades das demais medidas, uma vez que, cada
uma delas possui vantagens e desvantagens. E nesse sentido que muitos matematicos
passam a tentar entender o que de fato € comum entre todas as medidas e como uma delas
pode ser mais util, em algumas situa¢des, do que as demais, dando inicio a chamada

teoria da medida.

Informalmente, a no¢do matematica de medida busca representar conceitos como

cardinalidade, comprimento, drea, volume, massa, carga elétrica, entre outras.
Os primeiros “passos” em dire¢do a formaliza¢do matematica desse conceito foi
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dado pelo matematico francé€s Camille Jordan. Em seu trabalho intitulado “Observacdes
sobre integrais definidas” de 1892, Jordan fez um breve apanhado sobre a integral de
Riemann e sobre a integral de Darboux e demonstrou interesse em analisar a natureza
da medida dos conjuntos do dominio, sendo o primeiro a dar uma caracterizacio para

o0s subconjuntos mensuraveis de R2 [1].

Outros matematicos foram importantes para o desenvolvimento da Teoria da Me-
dida, dentre esses os franceses Emile Borel e Henri Lebesgue. Sob influéncia dos
trabalhos de Jordan e também pelos trabalhos de George Cantor, em 1898, Borel amplia
a no¢do de medida de comprimento de intervalos para uma ampla classe de conjuntos
na reta real. Essa medida é denominada como medida de Borel, e se comporta como
uma extensdo da medida de Jordan. Posteriormente, em 1902, Lebesgue com sua tese
de doutorado estende os estudos de Jordan e Borel e estabelece as bases da teoria [1].

A teoria de medida desempenha papel fundamental na matemadtica, ndo s6 pela
generalidade que ela proporciona, mas também por garantir resultados importantes que
possibilitam o desenvolvimento de diversas dreas, como a teoria ergddica, a teoria de

probabilidade, teoria dos ndmeros, entre outras.

Dentre as medidas conhecidas, a medida de Lebesgue destaca-se por generalizar as
nogdes de comprimento, drea e volume que estamos habituados, em termos de teoria
da medida. Essa generalizagdo, por vezes, impde alguns desafios a ideia intuitiva de
medida, principalmente quando associados as diferentes nocdes de conjuntos infinitos

(conjuntos enumerdveis e ndo-enumeraveis, por exemplo).

Nesse sentido, os conjuntos de Cantor contribuem para uma melhor compreensio
das medidas. Segundo [7]: “Conjuntos de Cantor desempenham um papel importante
em dreas bastante distintas da matemadtica, como topologia, sistemas dinamicos, teoria

da medida e teoria dos nimeros”.

Os conjuntos de Cantor possuem propriedades geométricas e topoldgicas que
podem desafiar as nossas intui¢des. Através deles, € possivel mostrar a existéncia de
conjunto ndo-enumerdavel com medida de Lebesgue zero, e também exibir exemplo de
conjunto com interior vazio com medida de Lebesgue positiva e até mesmo com medida

infinita.

Ao longo deste trabalho serdo apresentadas e discutidas as constru¢des da medida
de Lebesgue e dos conjuntos de Cantor e como esses objetos relacionados podem ajudar
a entender um pouco mais sobre a teoria. Além disso, a partir dos conjuntos de Cantor
serdo construidos conjuntos “tipo Cantor”, cuja medida de Lebesgue pode assumir

qualquer valor ndo negativo.
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2 Introducio a Teoria da Medida

Supondo que sabe-se medir apenas a drea de retAngulos e denotando S(X) como a
medida da area de um retangulo X, € possivel calcular a drea de conjuntos com outras
formas geométricas. Por exemplo, considere A um retdngulo conforme a Figura 1.
Sendo B um retangulo subconjunto contido em A, entdo é possivel determinar a drea

do conjunto B¢ (que pode ndo ser um retingulo), para tanto, basta fazer S(A) — S(B).

Figura 1: Conjunto A

Além disso, se € possivel dividir o conjunto A em subconjuntos disjuntos formados
por retdngulos, digamos A;, Ay e As, conforme a Figura 2, entdo € esperado que a
medida do conjunto A coincida com a soma das medidas de cada um dos subconjuntos,
isto &, S(A) = S(A1) + S(A2) + S(A3).

Figura 2: Parti¢do de A

Ay As
A

Usando essas ideias € possivel calcular as areas de diversos subconjuntos de A
através da diferenca ou da unido de subconjuntos de retingulos de A. No entanto,
ndo poderiamos calcular, com essas ferramentas, a drea de um subconjunto de A em
forma de circunferéncia, por exemplo. Essa situacdo ndo s6 ilustra a nossa limitacdo em
calcular a 4rea de figuras geométricas no plano (R?) quando fixamos uma determinada
medida, como também justifica a necessidade de delimitar quais s@o os subconjuntos

que podem ser medidos por S.

Além disso, essas situagdes apresentadas de maneira informal sugerem caracteristi-
cas que uma o-dlgebra e uma medida devem possuir e que serdo devidamente definidas

a seguir.
Seja X um conjunto ndo vazio, denota-se P(X) o conjunto das partes de X.

Defini¢dio 2.1. Sejam X um conjunto ndo vazio e A C P(X) uma familia de subcon-
juntos de X . Dizemos que A é uma o-dlgebra (sigma-dlgebra) de subconjuntos de X
se:
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1. X e A;

2. Se A € Aentido A € A;

3. Se (A,,) é uma sequéncia de conjuntos em A entdo U A, € A

n=1

Nesse contexto, a dupla (X, .A) é chamada espago mensuréavel e todo elemento
de A é dito um conjunto A-mensurdvel. Quando ndo hd divida sobre a o-dlgebra
considerada, dizemos apenas que X é um espago mensurdavel e A € 4 é um conjunto

mensuravel.

Observacao 1. Quando a condi¢do do item (3) é satisfeita apenas para unides finitas,

dizemos que .A é uma algebra de X.
Exemplo 2.1. A = {0,Q,Q° R} é uma o-dlgebra de R.

Note que, R € A. E facil verificar que o complementar de qualquer elemento de A
pertence a . A. Além disso, a unido qualquer de elementos de A ainda serd um elemento

de A.

Exemplo 2.2. Considere A = {A C R | A é enumerével ou A° é enumerdvel }. A é

uma o-algebra de R.

Note que R € A, pois R = () e () é enumerdvel.

Além disso, considere A € Atemos que A é enumerdvel ou A° é enumerdvel.
No caso de A ser enumerdvel entdo (A°)° é enumerdvel. Logo, A° € A. Se A é

P .

ndo enumeravel entdo A° é necessariamente um conjunto enumeravel, pois A € Ae,
portanto A° € A.

o0

Por fim, vamos verificar que se A,, € A, ¥n € N entdo U A, € A. Ou seja,

n=1

deve-se mostrar que U A, € Aou <U An> € A . Note que podemos ter as

n=1 n=1

seguintes possibilidades:

(oo} oo
1. Se todos os A,, forem enumeréveis entio U A,, é enumeravel. Logo, U A, €
n=1 n=1

A.

2. Se algum dos A4,,, digamos um A,,, for ndo enumerével, temos que (A,,)¢ é

enumeravel. Note que

n=1

([j An> S A
n=1
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Como todo subconjunto de um conjunto enumeravel é enumeravel, concluimos

que U A, € A

n=1

Introduzida a no¢do de o-dlgebra e mensurabilidade de conjuntos, pode-se definir
o que sdo as fun¢des chamadas de medida, que atribui a cada elemento A da o-dlgebra

de X um ndmero real estendido', chamado de medida do conjunto A.

Definicio 2.2. Sejam X um conjunto néo vazio e .A uma o-dlgebra de subconjuntos de
X . Dizemos que p é uma medida se p : A — [0, +00] é uma fungéo tal que
L. u(0)=0.

2. Se A,, € Asio dois a dois disjuntos, Vn € N, entdo

H (U An) = ZM(An)'
n=1 n=1

A propriedade 2 é chamada o-aditividade.

As definicdes 2.1 e 2.2 permite deduzir varias propriedades (veja [6], [2] e [5]) e
mostram que as caracteristicas esperadas sdo contempladas e as limitacdes apresentadas

de modo informal sdo superadas.

Exemplo 2.3. Seja X # () e considere A = P(X). Fixado ¢ € X, define-se a fungdo
delta de Dirac 6., : A — [0, 4o0] suportada em x por

1, sexg€ A

Oy (A) =
0, sexg ¢ A

Note que a fungdo delta de Dirac é uma medida, pois como z, ¢ (), entdo,

30 (0) = 0. Logo, o primeiro item da definigéo 2.2 € satisfeito.

Além disso, dada (A,,),cn uma sequéncia disjunta em .4, temos duas possibilida-

des:
oo
1. ouxg ¢ U A,,. Deste modo, xg néo pertence a qualquer dos A,,, daf
n=1

n=1 n=1

uma vez que a soma enumeravel de zeros € zero.

'a medida pode assumir o valor 4-c0.
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oo

2. ouzxp € U A,. Neste caso, observe que x( pertence a um, e somente um, A,,
n=1

digamos Ay, pois os A, ’s sdo dois a dois disjuntos para todo n € N. Entdo

020 (Ar) = 1€ 04,(A,) = 0 paratodo n # k. Assim,

8o (L_JlAn> =1le Z:lamo(An) = 0ag(AR) + Y 0no(An) =140=1.

n#k

Logo,

S <[j An> = i(sm(An).

Em ambas as situacdes, a o-adtividade € satisfeita. Portanto, a fun¢do delta de

Dirac € uma medida, chamada Medida de Dirac.

Um outro exemplo de medida que se verifica facilmente é a chamada Medida de

Contagem. Ela é definida da seguinte forma:

Exemplo 2.4. Seja X # ) e considere A = P(X). Define-se C : P(X) — [0, 400 a

medida de contagem por:

n° de pontos de A , se A finito
C(4) =

oo, se A é infinito

Dependendo do que se estd interessado em medir, algumas medidas podem ser
mais adequadas do que outras, € um mesmo objeto pode ser avaliado de maneira
completamente distinta entre elas. A medida de Dirac, por exemplo, sé “enxerga” os
conjuntos que contém o ponto xy. Isso pode ser vantajoso se vocé busca identificar
conjuntos que possuem tal ponto, desprezando a cardinalidade e comprimento do

conjunto.

Considere, A = (0,1) C R, note que o comprimento desse conjunto € 1, §;(A) =
0e C(A) = +oo. Esse exemplo ilustra como um mesmo conjunto pode ser medido de

formas distintas a depender das medidas utilizadas.

Os resultados a seguir, independem da medida utilizada e auxiliam o célculo da

medida de conjuntos encaixados.

Lema 2.1. Sejam A uma o-dlgebra de X e p : A — [0, +00| uma medida em X.
Se A, Be€ Ae A C B, entdo u(A) < p(B). Se pu(A) é finita, entdo u(B\ A) =
u(B) - p(A)

Demonstragdo. Dados A, B € A, A C B, pode-se escrever B = (B\A) U A. Sendo
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(B\A) N A = 0, segue do item 2 da Defini¢do 2.2,
u(B) = p((B\A) U A) = p(B\A) + u(4). 1)

Como p(B\A) > 0, conclui-se que p(B) > p(A).
Se u(A) < 400, subtraindo (A) em ambos os lados da igualdade (1), tém-se
1(B\A) = p(B) — u(A). O

Proposicio 2.2. Sejam A uma o-dlgebrade X e i : A — [0, +00] uma medida em X.

1. Se (Ap)nen C Atal que A,, C Apt1,Y n €N, entdo

2. Se (Ap)neny C Atal que Apyq1 C Ap,Vn € Ne pu(Ay) < oo, entdo

Demonstragdo. 1. Seja (An)neny C Atal que A, C Apy1, Vn € N. Se pu(4,,) =
+00 para algum ng € N, entéo p(A,,) = 400 para todo n > ng. Donde segue o

resultado.

Caso u(A,) < +oo para todo n € N, defina indutivamente a sequéncia (B, )nen

tal que By = A; e B, = A,\A,,_1 paran 2 2. Entdo (Bn)neN ¢ uma sequen01a

de conjuntos disjuntos dois a dois, tais que U B;j=A,e U B, U A,.

Jj=1 n=1
Como B,, € A,Vn € N, pelo Lema 2.1,
n n n
p| B | =D mB)) =pn(Ar) + > u(A;) — n(Aj—1) = p(Ay).
=1 =1 =2

Consequentemente,

(9) (0

o que prova o item 1 da Proposicao 2.2.

(G

Bn> =S B = T S p(B) = Tim (A

n=1 j=1
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2. Seja (An)neny C Atalque A1 C An,Vn € Nep(A;) < co. Paracadan € N,
defina B,, = A;\A,, e denote B = U Bn>. Observe que (B,,)nen € uma
n=1

sequéncia ndo-decrescente em A4, isto é, B,, C B,4+1 paratodo n € N. Como
(A1) < oo, usando o item 1 da Proposi¢do 2.2 e o Lema 2.1 temos,

p(B) = lim p(Byp) = lim p(A\An) = p(Ar) = lim p(An). ()

n— oo n—oo

Observando que B = A7\ ﬂ A,, tem-se,

n=1

p(B) = p <A1\ N An) = (A1) — o <ﬂ An) 3)
n=1

n=1

n—oo

Combinando as equacdes (2) e (3) obtemos p (

138

A"> = lim p(4,).

Observe que a hipétese p(A;) < oo é essencial para que o item 2 da Proposigdo

2.2 seja verdadeiro. Consideremos o espago de medida (N, C,P(N)), onde C é a

medida de contagem (cardinalidade). Defina paracadan € N, A,, = {i € N|i > n}.

Todos esses conjuntos possuem um nimero infinito de elementos, o que implica que
C(A,) = +oo, Vn € N.
)

Por outro lado, ﬂ A,, = 0, pois do contrario o conjunto dos niimeros naturais

n=1
[e%S)

(em R) seria limitado superiormente. Assim, C (ﬂ An> = 0. Ou seja, o item 2 ndo
. . n=1
é satisfeito.

2.1 Medida de Lebesgue

Uma das medidas mais importantes e utilizadas na teoria é a chamada medida de
Lebesgue, isso porque ela generaliza a nog¢do de comprimentos de intervalos reais, isto
é, dados os intervalos dareta I1 = [a, b, Iz = (a,b], Is = [a,b) e Iy = (a,b), a medida
desses intervalos serd o ntimero real b — a. Assim como, o comprimento dos conjuntos

(—00,b], (a,+00) e (—o0, +00) deve ser +00.

Além disso, também ¢é desejavel que a medida dos conjuntos sejam invariantes por
translacdo e que o comprimento da unido de um nimero finito de intervalos abertos e

disjuntos seja a soma dos comprimentos de cada intervalo correspondente. Assim, o
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n n
comprimento de U (aj, b;) ¢ Z (bj — a;), para intervalos que ndo se interceptam.
Jj=1 J=1

Nesse sentido, a ideia para generalizar essa no¢do de medida para conjuntos mais
gerais € tentar estimar a medida de um conjunto aproximando-o por intervalos abertos.
Assim, a medida serd inicialmente definida na dlgebra F gerada pela colecdo de todos
os conjuntos da reta que podem ser escritos como uma unido de intervalos abertos
disjuntos. Pois dessa forma, pode-se utilizar o Teorema da Extensdo de Carathéodory
(Teorema 2.3), que possibilita estender a dlgebra F de subconjuntos abertos de R para
uma o-dlgebra F* gerada por esses subconjuntos e também estender a medida definida
em F para uma medida definida na o-dlgebra F™.

Portanto, a préxima etapa para constru¢do da medida de Lebesgue ¢ a defini¢do de
uma medida exterior em J para que seja possivel estabelecer a extensdo mencionada no

pardgrafo anterior.

Em particular, como queremos construir a medida de Lebesgue em R, temos a
seguinte defini¢io’
Defini¢do 2.3 (Medida Exterior de Lebesgue). Dado I = (a,b) C R um intervalo
aberto, defina |[I| = b — a (a < b) (0 comprimento de I) e || = 0. A medida exterior
de Lebesgue de um conjunto A C R é

L*(A) = inf § Ll (1) e alque AC (J I ¢,
i=1 jEN

onde (I j>j6N denota uma sequéncia de intervalos abertos tal que A C U 1;.
JEN
Note que na defini¢d@o 2.3, o infimo sempre € tomado sobre um conjunto diferente
do vazio, pois R = U (—n,n). Além disso, para qualquer A C R, tem-se L*(A) €

n=1
[0, +00]. Ao definir dessa forma obtém-se que a fungfo “comprimento” seja o-aditiva

sobre as sequéncias cuja unido ainda pertence a dlgebra. Ou seja, consegue-se, a partir
da no¢do de comprimento de intervalos, definir uma medida em F.

E facil ver que L* estende o conceito de comprimento de intervalo, uma vez que,
L*(I) = || para todo intervalo I C R.

Observacdo 2. Decorre da definigdo de L™ que L*({z}) = 0 para qualquer z € R.

Basta observar que, dado € > 0, o intervalo Iy = (x — %, x+ %) D {«z}, e pondo

2Para definir uma medida exterior w em um conjunto A de modo geral, basta considerar na defini¢do 2.3
uma sequéncia de conjuntos £; (ndo necessariamente intervalos) tal que A C U E;.
jEN
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I>2 = 0, segue que 0 < L*({z}) < ‘x + g - (x - %)’ = ¢. Como ¢ ¢ arbitrério,
concluimos que L*({z}) = 0.

A medida exterior de Lebesgue (L*) parte inicialmente do comprimento de inter-
valos da reta e através dessa generalizacao busca entdo mensurar um nimero maior de

conjuntos, sendo estes mais gerais do que intervalos.

O préximo resultado, cuja demonstracdo pode ser consultada em [2], permite

estender a medida exterior a uma medida definida em uma o-dlgebra.

Teorema 2.3 (Teorema da Extensdo de Carathéodory). Seja i* uma medida exterior
em X. Defina

Ay ={ACX|p"(E)=p (ENA)+pu (ENA°) paratodo E C X} .

Entdo A, é uma o-dlgebra de subconjuntos de X gerados pela medida exterior i*.
Defina j1: A — [0,00] por p(A) = p*(A) para A € A,-; entdo (X, A, ) é um
espago de medida.

Definicao 2.4. A medida ¢ obtida através da aplicag@o do resultado anterior a medida

2

exterior L* é chamada de medida de Lebesgue em R. Os conjuntos A C R tais que
L*(E)=L"(ENA°)+ L*"(ANE), paratodo E C R
sdo ditos conjuntos mensuraveis a Lebesgue.

A colecdo £ de conjuntos mensurdveis a Lebesgue é uma o-dlgebra. Nesse caso,

diz-se que L € a o-algebra de Lebesgue.

A propriedade 2 da Defini¢ao 2.2, juntamente com a Observagdo 2, permite concluir
que todo conjunto enumeravel £-mensuravel tem medida de Lebesgue zero, pois todo

conjunto enumeravel pode ser escrito como a unido enumeravel de conjuntos disjuntos
o0

de medida nula. Em particular, escrevendo Q = U {qn} temos

n=1

(@ =0 Ula} ) = elanp) =0

n=1

No entanto, se um conjunto tem medida de Lebesgue zero ndo significa que o
conjunto é enumerével. E possivel mostrar essa afirmacio através do conjunto Terndrio
de Cantor. O conjunto Terndrio de Cantor € o conjunto de Cantor mais conhecido e
talvez o primeiro conjunto fractal® conhecido da histdria.

3Informalmente, um fractal é um objeto geométrico autossimilar que independem de escala, isto €, que
cada parte do objeto é semelhante ao objeto original.
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3 Conjunto de Cantor

De modo geral, um conjunto de Cantor em R é obtido como o limite de um processo
iterativo e € caracterizado por ser fechado, limitado, todos os seus pontos sdo pontos de
acumulacio (perfeito) e tem interior vazio (totalmente desconexo), isto €, ndo contém

intervalos. Ou seja,

Defini¢ao 3.1. Um conjunto de Cantor K C R é um conjunto nio-vazio, compacto,
perfeito e totalmente desconexo.

A construgdo exposta a seguir foi apresentada por [3]. Trata-se de uma adaptacio da
construcdo original proposta por Cantor, onde em cada etapa (de retirada dos intervalos
abertos) o comprimento dos intervalos abertos que sdo retirados podem ndo seguir uma
propor¢ao fixa (na construcéo do conjunto Terndrio de Cantor, a propor¢do de um ter¢o

¢ fixa), eles podem variar em cada etapa de construcio.

Sejam a,b € R, a < b, I = [a,b] e (an)neny uma sequéncia de nimeros re-

- b b
ais positivos tais que Zan < |I]. Define-se I; = (a;r - %, a; O;l)
n=1

o intervalo de comprimento «; removido de I. Depois retira-se dos interva-

los que restaram intervalos concéntricos a direita e a esquerda de comprimen-

L Qs a+t -2 gy a+ 2 gy
¢ Z,oonde I, = |— 22 2o 22 422y
os iguais a —, onde I 5 1 9 + 1
b+ 4+ b+ 45t + 5
# 7%’# % e (Is) = ao. Prosseguindo dessa

n
forma na n-ésima etapa, I \ U I}, | corresponde a 2" intervalos de comprimento
k=1
1

Ap = on b—a—;ak cada um.

Figura 3: Ilustra¢do da constru¢io do conjunto de Cantor

a+b
a ? b
(&3] ! (673
2 2
a b
L
ay ay o
4 4 4
a b
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Denote K,, = I\ U I, |, para todo n € N. Assim, para cada n € N,
k=1

UK,) = Ay
o0
Teorema 3.1. K = ﬂ K., é um conjunto de Cantor.
n=1
Demonstragdo. Por construgdo, Ky D K D ... D K, D ..., e como cada K, é
+oo
compacto (fechado e limitado) e nfo vazio, segue que K = ﬂ K,, # 0. Além disso, K
n=1

¢ fechado, pois € obtido como a interse¢@o de conjuntos fechados K,, = I\ ( U 1 k) .
k=1
Como K C [a, b] é limitado, conclui-se que K é compacto.

Supondo que existam ¢,d € [a,b], ¢ < d, tal que o intervalo (¢,d) C K, ou
seja, (¢,d) C K, para todo n € N. Por construgéo, sabe-se que na n-ésima etapa
de construcdo do conjunto K, o didmetro dos 2" intervalos que compde K,, mede

1 n
)‘”:27 (b—a—;ak)

Umavezque lim A, =0.Dado0 < e < d—c,existe ng € N tal que para todo

n——+00

n > ngtem-se \,, < & < d — ¢, logo, (¢,d) ¢ K, para todo n > ng. O que contradiz
a suposicao inicial, portanto K é totalmente desconexo.

Note que os pontos extremos de intervalos removidos durante a construcio de K
pertencem a K (em cada nova etapa da construcéo sdo retirados apenas pontos interiores

desse intervalo).

Se ¢ € K é extremidade de algum intervalo (¢, b) C [a, b] retirado para formar o
conjunto K. Quando o intervalo (¢, b) foi retirado, restou um intervalo [z, ¢] C [a, b].

Nas etapas seguintes, resta intervalo, do tipo [z, ¢|] de comprimento \,,, observe
que x,, € K. Assim, nlgrgo Ty = c, Uma vez que ngrfoo An = 0. Logo, ¢ ¢ um ponto de
acumulag¢do de K.

Seja ¢ € K, tal que ¢ ndo é um extremo de um intervalo retirado de [a, b] durante a
construcdo de K. Para cada n € N, ¢ pertence ao interior de um intervalo [z, y,] que
restou na n-ésima etapa de construgio de K. Temos que z,, < ¢ < Yy, com T,,y, € K
eYn — Ty = Ap- AsSim, 0 < c— Xy, < Y — T = An €Ay = Yn — Ty, > Yp — ¢ > 0.
Pelo Teorema do Confronto t€ém-se, ¢ = lim ¥, = lim x,. Portanto, ¢ € um ponto

n—oo n—oQ
de acumulacdo de K. Donde conclui-se que K é perfeito. O

Proposicao 3.2. K ¢ ndo enumerdvel.
Demonstragdo. Dado {z1,22,...,2Zp,...} C Kum subconjunto enumerdvel. Consi-
dere I1 C [a, b] um subconjunto compacto e ndo degenerado com centro em um ponto
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de K, de modo que z; ¢ I. Como K n#o tem pontos isolados, I; N K é um conjunto
infinito, compacto e sem pontos isolados. Em seguida, com centro em algum ponto
de KN I; considere um intervalo compacto nio-degenerado Iy C I tal que x2 ¢ Is.
Prosseguindo dessa forma, obtemos uma sequéncia decrescente de intervalos compactos

encaixados Iy D Is D ... D I, ..., taisque z, ¢ I, e I, N K # (). Pelo Teorema dos

Intervalos Encaixados, existe ¢ € ﬂ 1,.

n=1

Sem perda de generalidade, podemos supor que I,, tem comprimento menor que
%. Escolhendo, para cadan € N, um ponto y,, € I, NK, teremos entdo |y, —c| < ﬂ,
d%nde lim y, = ¢, ou seja, ¢ € um ponto aderente. Como K é fechado, segue que
ce K.%zsooutro lado, para todo n € N, temos ¢ € I,,,logo ¢ ¢ {z1,22,...,Zpn,...}.
Portanto, K é ndo enumeravel. O

Proposicao 3.3. Os conjuntos K,, e K sdo L-mensurdvel, para todo n € N.

Demonstragdo. Para cadan € N, observe que I,,, [a, b] € L, entdo U Iy, [a,b]® € L.

k=1
Logo,
K, = [a,b] \ (U Ik> = ([a, bl° U (U Ik>> ¢ L-mensuravel.
k=1 k=1
+o00 +o00 ¢
Ademais, uma vez que, K = ﬂ K, = <U K%) , conclui-se que K é um
n=1 n=1
conjunto £-mensuravel. O
n—1
Observacao 3. Quandoa =0,b=1eparacadan € N, o), = > O conjunto de

Cantor obtido na construcéo anterior é conhecido como o conjunto Ternario de Cantor

e serd denotado por K.

Teorema 3.4. O conjunto Terndrio de Cantor tem medida de Lebesgue zero, isto é,
U(K)=0.

Demonstracdo. Por construcdo, sabe-se que K1 D Ko D ... D K, D .... Pela

Proposi¢éo 3.3, K, K,, € L, para todon € N. Como, (K1) < £([0,1]) = 1, pelo item
2 da Proposigdo 2.2, segue que

+oo
U(K) :z(ﬂ Kn> = lim £(Ky). (4)
n=1

+oo

2 n
Como ((K,) = 2"\, = (3) ,logo, lim /¢(K,) = 0 e, pela igualdade (4),
n—
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concluimos que ¢(K) = 0. O

Assim, o Teorema 3.4 mostra a existéncia de conjunto nao enumeravel com medida
de Lebesgue nula. O préximo resultado € devido a [4] e mostra que os conjuntos de

Cantor sao homeomorfos.

Teorema 3.5. Todo espaco métrico ndo-vazio, compacto, perfeito e completamente

desconexo é homeomorfo ao conjunto Terndrio de Cantor.

Nesse sentido, é possivel afirmar que todo conjunto de Cantor tem medida de
Lebesgue igual a zero? O préximo resultado garante que a resposta € negativa a essa

questao.

Teorema 3.6. Dado o € (0,400), existe conjunto de Cantor K, C R tal que £(K,) =

Q.

Demonstragédo. Dado « € (0,400), considere a,b € R, a < btalque 0 < b —a — a.
Considere na constru¢do do conjunto Cantor, K, C [a,b], a sequéncia geométrica

. b—a—a \"
definida por o, = (ba+1a> , paratodo n € N.

Uma vez que, {(K;) < £([a,b]) <ooeK; DKy DKsD ... DK, D ... Pelo
item 2 da Proposicdo 2.2, segue que

m—r o0 m—r oo

U(Ko) = lim ((Kp)= lim ([I|=) on | =b—a—) an
n=1 n=1

> > b—a—a \"
Como nz::l Q= Z (b—a-i-l—oz> = b —a — a, conclui-se que {(K,) =

n=1

b—a—ian:a. O
n=1

Pela compacidade dos conjuntos de Cantor em R, sabe-se que a medida de Le-
besgue desses conjuntos € sempre finita (o conjunto é sempre limitado). Entretanto,
removendo a hipétese da limitacio da definicdo do conjunto de Cantor, seria possivel
encontrar um subconjunto da reta, fechado, perfeito e totalmente desconexo (tipo Can-
tor) com medida de Lebesgue infinita? O teorema a seguir d4 uma resposta afirmativa a
essa questdo, e juntamente com o Coroldrio 3.8, contribui para um melhor entendimento

a medida de Lebesgue em conjuntos ilimitados ndo triviais.

Teorema 3.7. Existe subconjunto K C R, fechado, perfeito, ndo enumerdvel, total-

mente desconexo com medida de Lebesgue infinita.

Demonstragdo. Dado « € (0, 1), considere para cada n € Z, um conjunto de Cantor
K" C [n,n + 1] tal que £{(K") = a.
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Para cada n € Z, denote I1 5, ..., I n,... C [n,n + 1] os intervalos abertos

o0
removidos em cada uma das etapas da construgdo de K" = [n,n + 1]\ U Iy, . Seja

k=0
A= U U Iy, », e defina K =R\ A. Note que K é um conjunto fechado, pois A é
n€Z k=0
aberto. Além disso, K =R\ A = U ([m n+ 1]\ U Ik7n> = U K™, ou seja, é a
nez k=0 nez

unido enumerdvel de conjuntos de Cantor com medida positiva a.

K é nio enumeravel, pois para cada n € Z, tem-se K" C K. Ademais K
tem interior vazio, pois caso contrdrio, existiriam n € Z e um intervalo (a,b) C
[n,n+ 1] N K = K", a < b, contradicio, pois K" tem interior vazio. Logo, K é

totalmente desconexo.

Observe também que Ké perfeito. De fato, dado x € K entdo z € [n,n + 1]
para algum n € Z. Como K N [n,n + 1] = K™ e todos os pontos de K™ sdo pontos de

acumulacdo de K" concluimos que x é ponto de acumulagfo de K.

Por fim, observe que K € £ e para n,m € Z distintos, o conjunto K N K™
tem no méaximo um ponto (n ou n 4+ 1). Assim, os conjuntos K"* — {n,n + 1} sdo
dois a dois disjuntos e £(K") = ¢(K™ — {n,n + 1}) para todo n € Z. Uma vez que

14 (U {n,n+ 1}) = 0, concluimos que
nez

UEK) e(U K”) zf<U[(K"—{n,n+1})u({n,n+1})]>

nez nez
= E(U(K”{n,nJrl})) +€<U{n,n+1}> :Za:Jroo'
nez nez nez
L]

Combinando, conjuntos Ternérios de Cantor e conjuntos de Cantor com medida de

Lebesgue positiva, na constru¢do do Teorema 3.7, segue imediatamente.

Corolario 3.8. Dado o € R, existe subconjunto K,CR fechado, ilimitado, perfeito,

ndo-enumerdvel, totalmente desconexo e tal que E(K’a) =aq.

4 Conclusao

Ao estender a ideia de medida, busca-se estender também os conjuntos que pode-
rao ser medidos, esses conjuntos podem ser ndo intuitivos e apresentar propriedades

interessantes e produzir questionamentos e resultados esclarecedores para a teoria.
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Os conjuntos apresentados, K, K, e K, sdo exemplos de conjuntos com propri-
edades topoldgicas bastante significativas. Sdo conjuntos fechados, ndo-enumeréaveis,
todos os seus pontos sdo pontos de acumulacdo e tem interior vazio, isto é, ndo contém

intervalos. Entretanto, cada um deles possui medida de Lebesgue distinta.

Além disso, os resultados exibidos mostram que fixado um nimero real positivo
«, é sempre possivel produzir conjuntos com tais propriedades (tanto limitado quanto

ilimitado) cuja medida de Lebesgue é exatamente igual a .

Vale destacar, que os Conjuntos de Cantor nao representam apenas exemplos de
conjuntos tedricos da matematica, eles podem ser observados em fendmenos da natureza
e surgem constantemente em diversas aplicacdes de sistemas dindmicos, por exemplo.
O Teorema 3.5 mostra que esses conjuntos sdo homeomorfos, isto é, topologicamente
os conjuntos sdo indistinguiveis. Entretanto, o mesmo ndo se pode afirmar do ponto
de vista métrico, ou seja, a medida de Lebesgue de um conjunto ndo é um invariante

topoldgico.

Entretanto, pode-se questionar se existe alguma correlacdo entre as nogdes métricas
e topologicas desses conjuntos. Essas tipo de relacdo € extremamente importante, em
Sistemas Dindmicos, por exemplo, o Principio Variacional relacionam os conceitos
métricos e topolégicos de um sistema. Estudos nessa dire¢do sugerem impactos ndao
apenas na Teoria da Medida, mas também em Topologia, em Sistemas Dindmicos, na

Teoria Fractal entre outras.
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