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Resumo

Neste artigo apresentamos um estudo acerca dos nimeros formados pela repeticao de
apenas um digito, chamado de monodigitos. Em particular, iremos abordar os nimeros
repunidades que sdo os monodigitos formados pela repeti¢do do digito 1. Destacamos
alguns resultados relacionados a divisibilidade envolvendo repunidades e apresentamos
também uma caracterizagdo para um fator primo de um tipo de repunidade.
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1 Introducao

Um niimero natural ndo nulo formado pela repeticdo do mesmo digito (algarismo)
€ denominado de monodigito, num sistema numérico posicional e numa base b > 1
fixada. Neste trabalho utilizaremos a base decimal, ou seja, b = 10. Sdo exemplos de
ndmeros monodigitos : 111, 22, 4444, 77777, 999999 e todos os nimeros menores que
10. O termo e o conceito de monodigito foi usado pela primeira vez por Beiler [2, 1966],
que também apresentou o termo repunidade (repeticdo da unidade) no caso em que o

digito repetido for 1. Assim 1,11,111, ..., 11...1 sdoexemplos de repunidades.
—
2022 vezes

Usaremos a notacdo R,, para indicar uma repunidade com n unidades, em que

n > 1 é um ndmero natural, isto é, R,, = 11...1 . De acordo com [1, 2, 3, 6, 11], para
N——

nvezes
todon > 1, temos que
10" -1
R,=—. 1
9 ey
Para os monodigitos de n > 2 digitos e a € {2,3,...,8,9} indicaremos por a(,) =

aa . . . a conforme [2, 4, 14].
N—
n vezes
A motivagdo para esse trabalho surgiu de questdes da OBMEP (Olimpiada Bra-
sileira de Matematica das Escolas Publicas). Apresentamos algumas dessas questdes

e suas resolucdes na Secdo 3. Na discussdo ou elaboragdo da resolucao de algumas
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questdes lembramos de, ou nos deparamos com, um unico resultado que conheciamos,
o qual refizemos na Sec¢do 2, e assim tais problemas nos motivaram a pesquisar sobre 0s
nimeros monodigitos. Nossa experiéncia, e algumas referéncias, nos levaram a conexao
entre monodigitos e repunidades, descritas na Proposi¢do 1 e Secdo 4. Por fim na Secdo
5 apresentamos mais alguns resultados interessantes ou curiosos sobre repunidades,
além daqueles apresentados e descritos em [6]. Alguns destes fatos também foram
propostos em forma de problemas gerais ou casos particulares e a resolucdo discutida
em treinamentos de estudantes para Olimpiada de Matematica.

Note que os niimeros monodigitos sao palindromos, isto é, nimeros que podem
ser lidos tanto da direita para a esquerda como da esquerda para a direita. Esses
nlimeros sao bastante conhecidos na matemadtica recreativa ou em problemas (questdes)
em olimpiadas de matemadtica. Para um leitor interessado nesse tema recomendamos
[1, 10, 17]. Seria importante que o leitor tenha algum conhecimento de certos conceitos
e propriedades de sistemas de numeracao, divisibilidade e congruéncia; caso precise
consultar [8, 9, 15].

2 Monodigitos e quadrados perfeitos

Esta se¢do ¢é inspirada em [8, 14] e em outros estudos e topicos apresentados na

literatura e que relacionam monodigitos e quadrados perfeitos.

Dado um monodigito a,), observe que:

apy =ga...q =a-11...1 =a-R, . 2)
n VezZes n VezZes
Assimparan > 2ea € {2,3,...,8,9}, a Equagdo (2) demonstra o seguinte resultado.

Proposicao 1. [14] Os monodigitos a,y com n > 2, ndo repunidades, sdo niimeros

compostos e miiltiplos de repunidades.

Lembramos que um niimero natural m é um quadrado perfeito se existe a € N tal
que m = a?. Uma interessante propriedade, bem conhecida, sobre os monodigitos é o

seguinte resultado.

Teorema 1. [8, Problemas Suplementares 3.31b, 3.32b, 3.33b] Sen > 2 e a €

3 2,0,...,0, entdo nenhum monodigito a,y é um quadrado perfeito.
1,2,3,...,8,9 h digito a,y € um quadrad '

Para organizar e facilitar a leitura, dividimos a demonstra¢do do Teorema 1 em
resultados auxiliares apresentados nos Lemas a seguir. As demonstragdes dos dois pri-
meiros Lemas estdo apoiadas em resultados cldssicos decorrentes da divisdo euclidiana

que podem ser encontrados em [8, 9, 15].

Lema 1. /8] Em um quadrado perfeito o algarismo das unidades so pode ser um dos
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seguintes: 0,1,4,5,6 ou 9.
Lema 2. [8] Todo niimero quadrado perfeito é da forma 4n ou 4n + 1.

Como consequéncia do Lema 2 temos que:

Lema 3. [6] Exceto Ry = 1, nenhum outro R,, é um quadrado perfeito .

A demonstracdo do Lema 3 pode ser consultada em [6, 8]. Agora, apresentamos a
demonstragdo do Teorema 1.
Demonstragdo. O caso a = 1 segue do Lema 3.

Os casos a = 2, 3,7 e 8 sdo consequéncias imediatas do Lema 1 .

Nos casos em que a = 4 e 9, segue da Equacdo (2) que
Ay =44--4=4(11---1) =2 R,e 9,y =99---9=9(11---1) =3° - R, ,
assim, estes nimeros nio podem ser quadrados perfeitos, pois, caso contrario, R,

também seria, contrario ao Lema 3.

Agora o caso a = 5, fazendo y = 5(,,_2) temos que
B(ny =55...5 =10y + 55 = 4(25y + 13) + 3,

logo da forma 4n + 3, e segue do Lema 2 que 5(,,) também néo € um quadrado perfeito.
Por fim, o caso em que a = 6, fazendo z = 6(n—2) temos que
6(n) = 66...6 =4(252+16) + 2,
logo da forma 4n + 2, novamente pelo Lema 2 temos que que 6(,,) também néo € um
quadrado perfeito.
Do exposto concluimos que nenhum ntiimero monodigito, com n > 2 digitos, € um

quadrado perfeito. O

O Teorema 1 garante que nenhum monodigito ¢ um quadrado perfeito, no entanto,
podemos ter a diferenca de dois monodigitos sendo um quadrado perfeito ou a adi¢do de
dois monodigitos acrescido de 1 também sendo um quadrado perfeito, como veremos

nas questdes 3 e 4 da préxima secdo.

3 Problemas Motivadores

As questdes apresentadas a seguir foram propostas em treinamentos de estudan-
tes para Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Escolas Publicas (OBMEP). Como
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dissemos, a resolugd@o destes problemas nos motivaram a pesquisar sobre essas classes
de nimeros, e surpreendentemente encontramos e demonstramos resultados, alguns
novos e interessantes, que apresentaremos na Se¢ao 5. Enfatizamos que as ferramentas e
propriedades utilizadas nas demonstragdes das proposi¢des sdo elementares, envolvendo
divisibilidade e congruéncia essencialmente.

Questdo 1. [10, BQ 2019] Sejam A = 999...99 o ndmero formado por 77 digitos
iguaisa9e B = 777...77 o nimero formado por 99 digitos iguais a 7. Qual o nimero
de digitos de A - B?

Resolucdo: Os nimeros do tipo A ou B sdo monodigitos. Com a notagdo acima,
segue da Proposi¢do 1 que A = 977y = 9- Ryr e B = T(99) = 7 - Rgg. Segue da
Equacio (1) que A+ 1 = 1077, temos também que B- A = B - (A + 1) — B. Veja que
B-(A+1) = Ty - 1077 possui 176 = 99 + 77 digitos. Veja ainda que B é menor que
Al =T (a3 - 107" que é menor que B - (A + 1); e mais, A’ possui 100 algarismos ¢ B
possui 99 algarismos. A diferenga A’ — B ainda possui 100 algarismos, sendo primeiro
algarismo da esquerda pra direita igual a 6 = 7 — 1, pois ha o deslocamento de 10" para
a posicdo (ordem) 10%~1
subtracdo (A 4 1) - B — B ainda terd 176 digitos.

parak =1,2,---,99. Disto concluimos que o resultado da

Questao 2. [10, BQ 2015-adaptada] Verifique que Ry944 = A+B? em que A = 2(2022)
eB= 3(2022).

102022 -1
Resolucdo: Vamos usar as Equagdes (1) e (2), assim A = 2T e
102022 -1
B = 3T. Temos ainda que:
102022 _ 1 102022 _ 1 2

_ (5 102022 -1 o 104044 —92. 102022 +1
B 9 81

18-10%0%2 —18  9-10%%* — 1810222 + 9

B 81 N 81
9 104044 _ 9
N 81
104044 -1
= ———— = Ryous .

9

Questdo 3. [10, BQ 2015-adaptada] Verifique que Rips2 — 2(2021) € um quadrado
perfeito.

Resoluc¢do: Inicialmente perceba que o algarismo da unidade do nimero X =

Ry042 — 2(2021) € 9, assim pelo Teorema 1 o niimero X pode ser um quadrado perfeito.
102021 -1

Novamente, vamos usar as Equagdes (1) e (2), assim 2(2921) = 2T. Temos
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ainda que:
1 4042_1 1 2021_1
X = 07 — 207
9 9
B 104042 —92. 102021 +1
- 9
102021 _ 1\ ?
= <3> .
102021 _
Para finalizar, vamos mostrar que T — ¢é inteiro. Para isso veja que
102021 —1 102021 -1
— = 3- — = 3+ Roo21 = 3(2021) -

Portanto X € um quadrado perfeito.
Questdo 4. [10, BQ 2018] Sejam A = Ry, € B = 4y, verifique que a soma A+ B +1

€ um quadrado perfeito, para qualquer inteiro positivo n.

Resolucdo: Observe que o algarismo da unidade do nimero Y = A+ B + 1 é 6,

assim pelo Teorema 1 o nimero Y pode ser um quadrado perfeito. Note que

102" — 1
A:RQn: 111---11 :07 e
— 9
2n algarismos
10" —1
B=4-Ry—=4-(111.--11)=4.2 ,
—— 9
n algarismos
assim:
N U SR (s S
9 9
10" —14+4-10"—4+9
B 9
107" 4+4-10" +4
B 9
(107 4 2)(107 4 2)
B 9

(10" +2)°
= 3 )
Portanto, para todo n natural o nimero Y € um quadrado perfeito, e sua raiz quadrada é

10™ + 2 10" + 2
+ . Por fim, afirmamos que +

¢ um ndmero inteiro, visto que:

10" + 2 10" + 2 10" —1+3
3+ =3 9+ =Ty T 8 R L =3 +1
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O leitor que se interessou por esse tema e quiser se desafiar e resolver outras
questdes como as apresentadas nesta secdo, pode consultar o Banco de Questdes ou
Provas da OBMEDP disponivel em [10] .

4 Monodigitos e Repunidades

Na Proposicao 1 vimos que os nimeros monodigitos sdo multiplos de repunidades.
Assim aproveitamos a oportunidade e apresentamos parte de nosso estudo desta classe
de nimeros. A demonstracao dos resultados aqui listados podem ser consultados nas
refer€ncias indicadas. Um resultado bastante conhecido sobre os nimeros repunidades

¢é o teorema seguinte.
Teorema 2. [11, 16] Se n for um niimero composto, R,, também serd.

Nota 1. Existe uma dificuldade computacional para determinar se um determinado
nimero com muitos algarismos é ou ndo um nimero primo. Em particular, sera dificil
para um computador decidir se uma repunidade R, com n grande serd primo ou

composto. O leitor interessado pode consultar mais sobre isso em [1, 2, 7, 12].
Seguem do Teorema 2 os seguintes resultados:
Corolario 1. (a) [3] Se R,, for um niimero primo, n também serd.
(b) [3] Se n for um niimero par, R,, serd um miiltiplo de Rs.
Sabemos que um inteiro € divisivel por 3 se e somente se a soma de seus digitos é
divisivel por 3. Combinando esse fato com o Teorema 2 prova-se que:

Corolario 2. (a) [3] Se n é um miiltiplo de 3, entdo R, também é, ademais R3 divide
R,.

(b) [2, 3] Para qualquer inteiro k > 1, se n = 3% n divide R,,.
(c) [13] Para quaisquer inteirosk > 1leq > 1, sen = 3% entdo n divide R,

Segue facilmente do Teorema 2 e Coroldrios acima o seguinte resultado acerca dos

monodigitos.
Corolario 3. Paratodo a € {2,3,--- ,9}, temos
(a) Se n for um niimero par, 0 monodigito ay) serd um miiltiplo de Rs.
(b) Se n é um miiltiplo de 3, 0 monodigito a,) também é, ademais R3 divide ay).

(c) Para quaisquer inteiros k > 1eq > 1, sen = 3’“, entdo n divide o monodigito
A(n-q)-
Nota 2. A luz do Corolario 3, podemos listar muitas outras propriedades dos niime-

ros monodigitos como consequéncia direta de resultados sobre repunidades, o que
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pode tornar a leitura enfadonha. Assim vamos nos preocupar especificamente com as

repunidades.

5 Outras Propriedades das Repunidades

Nesta se¢@o apresentamos outros fatos interessantes ou curiosos, alguns conhecidos
na literatura, sobre os nimeros repunidades, que derivam de propriedades acerca da
divisibilidade. Detalhes adicionais podem ser consultados em [8, 9, 15]. Ao final desta
secdo exibimos uma conjectura mais geral que um resultado apresentado (Teorema 6),

tal conjectura é evidenciada com alguns exemplos.

Vimos no Coroldrio 1 que, se n € um nimero par entdo Ry sempre divide R,, .

Outro fato curioso envolvendo R, € o seguinte resultado:

Proposicao 2. Para todo n > 1 tem-se que Ry divide Ro,,—1 — 1.

Demonstragcdo. Segue da Equagdo (1) que

102n—1 —1 1021 _1—-9
Rop1—1 = —1=
2 1 9 9

10(102(*=1) — 1)

= — ) 10Rym_1 .
9 2(n—1)

Assim, segue do Coroldrio 1, letra (b), que 2y divide Ry(,,1). Portanto 2y também
divide Ro,, 1 — 1. O

Exemplo 1. Considere os nimeros a = Ro —2 = 9,b = Ry —4 = 1107 e c =
Rg — 6 =111105. Como a soma dos algarismos de a, b ou ¢ ¢ um miiltiplo de 3, entdo

a,b e c sdo miltiplos de 3.

No Exemplo 1 os niimeros a, b e ¢ sdo divisiveis por 3 e tém a forma Rs,, — 2n.

Na forma geral, temos:

Proposicao 3. Para todos os n > 1, temos que 3 divide Ra,, — 2n.

Demonstracdo. (Inducdo em n) Segue da Equacao (1) que

Ro = 11, 3)
Rg(n+1) = 100Rs,+ Ry, n>1.

Para n = 1 temos que 3|(Rz — 2) = 9. Assumimos que a sentenga vale para algum
n > 1. Entdo, segue da Equacgao (3) que
Rg(n+1) - 2(n + 1) =100R2, +9 — 2n
= 100Rz, — 200n + 198n + 9
= 100(R2,, — 2n) 4 3(66n + 3) .
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Pela hipétese de inducdo temos que 3 divide Rg,, — 2n, donde pela tltima equagdo

segue que 3 divide Ry, 1) — 2(n + 1), como querfamos demonstrar. O

Para todo m natural, seja ¢(m) a quantidade de nimeros naturais menores ou igual
a m que é relativamente primo a m, isto é, (a, m) = 1 para a < m, em que (a, b) é 0
maior divisor comum entre os nimeros a e b. A fungido p(m) é conhecida como fungio
de Euler . Faremos uso do resultado seguinte, € a demonstracdo pode ser consultada em

[9].

Lema 4. [9] (Teorema de Euler-Fermat) Sejam a, m niimeros naturais. Se (a, m) = 1,

entdo o™ =1 (mod m).

Seja m um nimero natural e a qualquer ndimero inteiro, de modo que (a,m) = 1.
Seja h > 1 0 menor niimero natural tal que a” = 1 (mod m). Neste caso, dizemos que
a ordem de a modulo m é h e denotamos por ord,,(a) = h. Precisaremos também do

seguinte resultado auxiliar:
Lema 5. [9, Lema 2.31] Se ord,,(a) = h, os nimeros inteiros positivos k tais que
a® = 1 (mod m) sdo precisamente aqueles para os quais h)k.
Como consequéncia direta dos Lemas 4 e 5, temos que:
Lema 6. Se (a,m) =1 e ord,,(a) = h entdo h divide o(m) .
Vinogradov [15, Problema 6.1] mostrou que, para um nimero inteiro a > 1, os

divisores primos de um niimero inteiro a” — 1 tem a forma 2pz + 1, para algum inteiro

x > 1. No caso em que o nimero for uma repunidade, temos o seguinte resultado.

Teorema 3. [15] Seja p > 3 um primo e R, composto. Entdo um divisor primo q de
R, é da forma 2px + 1, para x € N

107 -1

Demonstragdo. Temos p > 3 primo, R, = composto e g um divisor primo de
R,, veja que ¢ > 5. Sendo g um divisor de 2, entdo existe um inteiro z; > 0 tal que

R,=q 2,dai9-R, =9 ¢ -z eportantoq | 9- R,. Logo ¢ | (10° — 1) donde
107 =1 (mod q) . 4)

Como (10, ¢) = 1, temos que 1099 = 1(mod q). Seja h = ord,(10) e de acordo com
o Lema 6, obtemos h | ¢(q) = g — 1. Segue da Equagio (4) e Lema 5 que h divide o
primo p entdo h = p e ¢ = py + 1 para algum natural y, como ¢ € impar acarreta que

y = 2z é par, ou seja, ¢ = 2px + 1 para algum natural x. O

Exemplo 2. Em [3, 12] temos que R7 = 1111111 = 239-4649, ou seja, 239 e 4649 sao
divisores primos de R;. Agora, vejaque 239 =2-7-17+1e46499 =2-7-332+ 1.
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Do Coroldrio 2 deduzimos que para qualquer inteiro n miiltiplo de 3, ou mdltiplo
de poténcia de 3, existird uma infinidade de repunidades multipla de n. No entanto,
por definicdo, nenhuma repunidade termina com os algarismos 0,2,4,6, 8 ou 5; ou seja,
nenhuma repunidade é multipla de 2 ou 5. Dito isto, consideramos um nimero inteiro
m ndo miltiplo de 3, com (2,m) = 1 e (5,m) = 1, o proximo resultado exibe uma

repunidade miiltipla de m. Formalmente temos

Teorema 4. Para quaisquer inteiros k,q,m > 1, se (2,m) = (5,m) = 1 e m # 3%¢,

entdo m divide R, (), sendo p(m) a fungdo Euler.

Demonstracdo. Seja um natural m tal que m # 3% - ¢, como (2,m) = (5,m) = 1
entdo (10,m) = 1, pois (2,5) = 1. Segue do Lema 4 que 10°(™) = 1 (mod m).
Assim

9 Rym) = 1090™ — 1 = 0 (modm) .

Sendo m # 3" - g entdo (m, 9) = 1, ou seja, m divide R O

e(m)-
Em Yates [16], temos que para qualquer primo p > 5, entdo p é um divisor de

alguma repunidade, tal fato, segue diretamente do Teorema 4.

Corolario 4. [16] Seja p um niimero primo, p > 5 entdo p divide R,,_.

Demonstragdo. Basta observar que (p,10) =1e p(p) =p— 1. O
Exemplo 3. (a) Pelo Coroldrio 4 temos que 11 | Ryo pois ¢(11) = 10, bem como
7| Rg .

(b) Considere m = 77 = 7-11, como ¢(77) = (7 —1)(11 — 1) = 60 concluimos,
pelo Teorema 4 que 77 divide Rgg.

(c) Para m = 2021 = 43 - 47, como ¢(2021) = (43 — 1)(47 — 1) = 1932
concluimos que 2021 divide Rjg32.

O Teorema 4 juntamente com o Corolario 2 garante o resultado seguinte:
Teorema 5. [1, Problem 3.8] Para qualquer natural m que termine em 1, 3, 7 ou 9,

existe uma repunidade que é divisivel por m.

Para finalizar, retomemos o Coroldrio 1 que afirma que se n ¢ um nimero par entdo
Rs sempre divide R,, . Outro fato interessante é que uma poténcia de Ry sempre divide

um determinado multiplo de 1y, como mostra o resultado abaixo.

Teorema 6. Para todos os n > 1, temos que (R2)™ divide R1g.11n-1.

Demonstracdo. Como (10, 11™) = 1, segue do Lema 4 que 10¥'") = 1 (mod 117).
Temos (117) = 10 - 11", assim 10" = 1 (mod 11™). Como (9,11) =

Revista de Matemadtica de Ouro Preto 2022 55



RMAT: v.2 pp:56-58 2022 Universidade Federal de Ouro Preto

(9,11™) = 1, segue que

1010.11"*1 1 i
Ryainy = —y = 0 (mod 11™) ,

isto é, (RQ)” divide R10~11"_1 . O]

Nos Exemplos a seguir também faremos uso dos préximos dois resultados.

Lema 7. [8, 9] Seja n um niimero natural. Se a soma alternada (comegcando com sinal
positivo a direita) dos algarismos de n é miiltiplo de 11, entdo n também é miiltiplo de
11.

O resultado anterior pode ser consultado em [8, 9], e o seguinte pode ser consultado
em [5].

Lema 8. [5, Lema 7] Para quaisquer x e q > 1 naturais a seguinte igualdade ocorre

(2422 1)@ - 2?2 2?2 a4 1)
=2ttt P

Exemplo 4. Vejaque22=2-11,¢

Ry = 102410 +...+10* +10+1
= 10*°(10+ 1)+ 10"8(10 + 1) +--- + 10*(10 + 1) + (10 + 1)
= 11-(10®° + 10" ... +10% 4+ 1)
=7 11101 +10° 4+ -+ +104+1) - (10" —10% +--- +10> = 10 + 1)
= 11-Ry;-[10°(10 — 1) + 107(10 — 1) + - -~ + 10" (10 — 1) + 1]
= 11- Ry - 9090909091 .

Conforme Lema 7 a soma alternada dos algarismos do fator x = 9090909091 é —44 =
5(—9) + 1, ou seja, multiplo de 11, entdo = também é muiltiplo de 11, e por conseguinte

112 é divisor de Ros = Ri1.0.

Exemplo 5. Veja que 110 = 10 - 11. Como no Exemplo 4, e fazendo uso do Lema 8,

temos que
Rio = 10" 410" + 107 +10* + ... +10° + 10 + 10+ 1
= 10"%(10+1) + 10'%(10 + 1) 4+ --- + 10*(10 + 1) + (10 + 1)
= 11-(10"8 4100 ... +10% 4+ 1)
Lema s

=7 1110 -+ 10+ 1) - (10%* = 10%3 +--- +10> =10 + 1)
= 11-Rs5-(9090---9091).
N———

26 vezes
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Conforme Lema 7 a soma alternada dos algarismos do fator y = 9090---9091 é

26 vezes

—242 = 27(—9) + 1 e —242 = 11 - (—22), ou seja, miltiplo de 11, entdo y também é

mudltiplo de 11, e por conseguinte 112 é divisor de Ri10 = Ri110-

Motivados pelo Teorema 6 e exemplos anteriores, conjecturamos que:

Problema 1. Paratodon > 1, entdo (R3)" divide Ry.;.11»-1, com g natural.

A Conjectura proposta no Problema 1 traz a dificuldade equivalente aquela de

mostrar que

1k-1 1k-1

1018q1 + 1016q11k71 4ot 102q1
102q11%=1 _ 1

€ um ndimero inteiro para todo ¢ inteiro.

+1

6 Consideracoes

Neste trabalho lembramos alguns resultados acerca dos niimeros monodigitos, em
especial as repunidades. Mostramos varias propriedades aritméticas desta classe de
ndmeros, por exemplo: se p for qualquer outro primo diferente de 2 ou 5, entdo p divide
infinitos niimeros repunidades (Corolério 4), se n € um nimero par entdo Ry sempre di-
vide R,, (o Coroldrio 1), para todo natural k£ > 1 existem infinitas repunidades miltiplas
de 3* (Coroldrio 2) dentre outros. Exibimos alguns resultados obtidos em nosso estudo
(pesquisa) ou em problemas/desafios nos treinamentos/oficinas com estudantes, como o
Teorema 4, que exibe um multiplo repunidade do nimero m nao par e multiplo de 5; um
desses desafios/problemas ainda ndo finalizamos a demonstrag¢@o (Problema 1), temos
apenas argumentos (contas) para casos particulares. Esperamos que esses resultados

fomentem motivacdo adicional para outros estudos sobre esta classe de ndmeros.
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