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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar de uma forma detalhada o Teorema da Decom-
posicdo Primdria. Esse teorema € um dos resultados mais importantes da dlgebra
linear, pois afirma que qualquer espaco vetorial de dimensao finita é a soma direta
dos espacos caracteristicos associados aos seus respectivos valores caracteristicos. Tal
resultado tem indmeras consequéncias, especialmente no estudo dos espagos solugdes
das equacdes diferenciais ordindrias. A demonstracio do Teorema da Decomposicao
Primdria serd feita utilizando, principalmente, os conceitos de subespacos invariantes,
polindmio minimo e projecdo além de outros resultados que nos ajudardo no encadea-
mento légico da demonstragdo. Existe uma versao desse teorema chamada de Teorema
Espectral que € utilizada quando se estd trabalhando com espacos vetoriais complexos.
Nio utilizaremos tal denominagdo no desenvolvimento do presente trabalho, pois o
corpo K referido ao longo do texto pode ser tanto real como complexo.
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1 Introducao

O Teorema da Decomposi¢do Primdria é um dos mais importantes da algebra
linear e afirma que qualquer espaco vetorial de dimensdo finita é a soma direta dos
espacos caracteristicos associados ao respectivos valores caracteristicos. Tal teorema tem
inlimeras consequéncias, especialmente no estudo dos espagos solucdes das equagdes
diferenciais ordindrias. A demonstracao envolve, principalmente, os conceitos de
subespaco invariante, polindmio minimo e projecdo. Geralmente, em um primeiro
curso de dlgebra linear sdo estudados os conceitos de espago vetorial, base, dimensdo e
transformacdo linear deixando o Teorema da Decomposi¢do Primdria s6 para os alunos
que fazem o famoso curso de dlgebra linear 2 nas universidades federais brasileiras.
Porém, mesmo para os alunos que fazem um segundo curso de dlgebra linear algumas
demonstracdes de teoremas nio ficam muito claras porque alguns passos s@o omitidos
pelos autores do livro texto, dificultando assim o aprendizado da matéria.
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Portanto, o principal objetivo deste trabalho é demonstrar detalhadamente e sem
qualquer omissdo de alguma etapa, o Teorema da Decomposi¢ao Primdria de modo que
até um aluno que nao cursou dlgebra linear 2 consiga entender a demonstracdo sem

maiores problemas, obviamente ja tendo estudado o curso de dlgebra linear 1.

2 Preliminares

Nesta secao abordaremos a defini¢do de polindmio em uma varidvel x com

coeficientes em um corpo K qualquer e suas vérias consequéncias.

2.1 Polinomios

Seja K um corpo e S o conjunto dos inteiros ndo-negativos. O conjunto
de todas as funcdes de S em K é um espago vetorial sobre K. Indicaremos este
espaco vetorial por K°°. Os vetores em K °° sdo, portanto, seguéncias infinitas f =
(fo, f1, f2,...) de escalares f; em K. Se g = (g0, 91,92, -..) com g; em K e a,b sdo
escalares em K, af + bg € a sequéncia dada por

ag + bg = (afo + bgo,afi + bgy,afz + bga, ...).

Definimos um produto em K °° associando a cada par de vetores f,g € K™ o

vetor fg que é dado por

(f@)n =D fign-in="0,1,2,...
=0

Potanto, fg = (fogo, fog1 + f190, fog2 + f191 + f290,-..)-

Definicio 2.1. Seja K[x] o subespaco de K™ gerado pelos vetores 1, x, z2, ... Um

elemento de K|[x] é dito um polindmio sobre K.

Como K [x] consiste de todas as combinacdes lineares (finitas) de = e suas potén-
cias, um vetor ndo-nulo f em K °° é um polindmio se, e somente se, existe um inteiro
n > 0 tal que f,, # 0 e tal que fr = 0 para todos os inteiros £ > n. Este inteiro é
denominado o grau de f. Indicamos o grau de um polindmio por Jf e ndo atribuimos

nenhum grau ao polindmio nulo. Se f € um polindmio ndo-nulo de grau n temos que
f=for® + iz + .4 fax", fn #0.

Os escalares fy, f1, f2, ..., frn s30 chamados os coeficientes de f e podemos dizer
que f € um polindmio com coeficientes em K. Denominaremos os polindmios da forma
cz® de polinémios constantes e os indicaremos por c¢. Um polindmio nio-nulo f de

grau n tal que f,, = 1 € dito um polindmio unitario ou moénico.
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Identificamos 1 com a sequéncia (1,0,0,...,0,...) e de um modo geral, a € K

com a sequéncia (a, 0,0, ...,0, ...).
Representamos a sequéncia (0,1,0, ...,0,...) por « de modo que:
z? =z-2=1(0,0,1,0,...,0,..)

3 =2-22=(0,0,0,1,0,...,0,...)

" =x-2"' =(0,1,0,...,0,..) - (0,0,0,...,1,0,...) = (0,0,0,...,1,0,...).
N——— N———
n—posicao n+1—posicao
Dessa forma, para qualquer polindmio (ag, a1, ..., G, ...) temos:
(ag, @1, -.ey Gy -..) = (a0, 0,0,...,0,...) + (0,a1,0,...,0,...) + (0,0, a9, 0, ...,0,...) +
.. +(0,0,0,....,am,0,...) + ... = ao(1,0,0,...,0,...) + a1(0,1,0,...,0,...) +
a2(0,0,1,0, ...,0,...)+...4a(0,0,0,...,1,0, ...) = ag+arx+asz*+...+amz™ +....

Definimos, a seguir, o ideal de polindmios.

Defini¢iio 2.2. Seja K um corpo. Um ideal em K [x] é um subespago M de K [x] tal
que fg € M sempre que f € K[z]eg € M.

Exemplo 2.3. Dado d € K|[z], o conjunto M = dK[z] de todos os miltiplos polinomi-
ais de d é um ideal. De fato, M é ndo-vazio, pois contém dese f,g € K[z]ea, 8 € K,

entao

a(df) + B(dg) = d(af + Bg)
fldg) = d(fg)

M € chamado o ideal principal gerado por d.

Teorema 2.4. Se M ¢é um ideal de K|[z|, entdo existe um tinico polinémio monico d em

K|[z] tal que M é o ideal principal gerado por d.

Demonstracao:

Por hipétese, M contém um polindmio nao-nulo. Dentre todos os polindmios
ndo-nulos de M existe um polindmio d de grau minimo, que podemos assumir monico,
multiplicando d pelo escalar apropriado, se necessdrio. Agora, se f € M, entdo
f=dg+rcomr =00udr <dd. Comod € M,dg e Mef—dqg=re M
também. Por escolha de d (ndo existe polindmio ndo-nulo em M de grau menor que d),

concluimos que r = 0. Portanto, M = dK|[z].

Se d fosse outro polinémio ménico em K [z] tal que M = d K [z], entdo existiriam
polindmios ndo-nulos f, g tais que d = d/f ed = dg. Logo, d = dgf e dai Od =
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dd + df + 0g donde Of = 0g = 0. Como f, g s8o mdnicos, segue que f =g=1e
portanto, d = d.

Teorema 2.5. (Existéncia de M.D.C) Sejam p1(z), ...,pm(z) € K[z] — {0} e seja o
ideal J = K|z]-p1(z)+ ...+ K[z] - pm () de K[z] gerado pelos polindmios ndo-nulos
pl(x)v 7pTI’L(x)

Se d(z) € K|z] é tal que J = K{z] - d(z) entdo sdo vdlidas as seguintes proprie-
dades:

(i) 37"1(1')7 B ’)"m(CC) € K[l’} tais que d(.’E) = ’1“1(1') 'pl(x) +.+ Tm(x) 'pm(x);

(ii) d(z) é um divisor comum de p1(x), p2(x), ..., pm (),

(iii) Se d (z) é um divisor comum qualquer de p1(z), p2(), ..., pm (). Entdo,

d (x) é também um divisor de d(x).

Um polindémio satisfazendo as condigées (ii) e (iii) chama-se um Mdximo Divisor
Comum (M.D.C.) de p1(x), p2(z), ..., pm/(2).

Demonstracao:

(1) Temos que:

Assim,
d(z) € K[z]d(x) = d(z) € K[x]p1(z) + K[z]P2(z) + ... + K[z]pm(z) =
= Iri(x),r2(x), ..., rm(x) € K|x] tal que d(x) = r1(2)p1(z) + ro(x)p2(z) + ... +
7nm(‘r)p7n($)'

(i) Temos pi(x) € J = K[z)d(z) = ps(x) = qud(x) = d(z)|pil).

(iii) Seja d (z) um divisor comum de p1 (), p2(z), ..., P (2), entdo, substituindo
as expressdes p1(z) = q1(x)d (z), p2(x) = q2(2)d (%), ..., pm (@) = gm(2)d () na
expressdo d(z) = r1(z) - p1(z) + ... + 7 () - pm(x) temos:

’

dz) = n@a@d @) + r@e@d @) + o+ rm@em@)d (@) =
(r@)a (@) + r2(2)g2(x) + .. + 1o (@)gm (2))d (z) = q(z)d (2).

Se p1(x), ..., pm(x) € K[z] — {0}, entdo existe um tnico M.D.C. monico de
p1(x), ..., pm (x) em K|x]. Neste caso, dizemos 0 M.D.C. de p1(z), ..., pm (z) em K[x]
o qual denotamos por M.D.C {p; (), ..., pin(2)} de acordo com [2].

Se M.D.C {p1(x), ..., pm(x)}= 1 dizemos que os polindmios sio relativamente
primos em K[x]. Nesse caso, Ir1(x),...,mm(z) € K[x] tais que r1(z)p1(z) + ... +
T ()P () = 1.
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Defini¢iio 2.6. Seja K um corpo. Diz-se que um polinémio f em K|x] é redutivel
sobre K se existem polindmios g, h em K [x] de grau > 1 tais que f = gh e, em caso
contrdrio, diz-se que f é irredutivel sobre K. Um polinémio ndo-constante irredutivel
sobre K é denominado um polindmio primo sobre K e dizemos, as vezes, que é um

primo em K|[z].

Teorema 2.7. Seja f um polinémio ndo-constante e unitdrio sobre o corpo K e seja

f=p"" ... pp*¥ adecomposicdo em fatores primos. Para cada i, 1 < i < k, seja
! .
fi = 'fli = pj]
i)
Entdo, fi, ..., fr sdo relativamente primos.
Demonstracao:
Temos que:

N

fi=py...-pp

n3

fo=p1" ps® . ppt

fa=p1" -py?-pyt - ppt

T2 N —1

fe=p1"py* .- pp

Nio existe um fator em comum nas decomposi¢des dos polindmios f1, fo, ..., f.

Logo, o M.D.C.{ f1, fa, ..., fx }= 1 e portanto, f1, f2, ..., fr sdo relativamente primos.

Definicao 2.8. O corpo K é dito algebricamente fechado se todo polinémio primo

sobre K tem grau 1.

Dizer que K ¢ algebricamente fechado significa que todo polindmio ndo-constantte
irredutivel sobre K € da forma x—c. Dessa forma, pode-se dar uma defini¢do equivalente
de um corpo algebricamente fechado como um corpo K tal que todo polindmio ndo-
constante f em K [x] possa ser expresso na forma

f=cl@—c)" o (x—cp)™

onde ¢ é um escalar, cy, ..., ¢, sdo elementos distintos de K e ny, ..., nj sdo inteiros

positivos.

O corpo R dos nimeros reais nao ¢ algebricamente fechado porque o polindmio
x? 4 1 é irredutivel sobre R, mas nio tem grau 1, ou porque nio existe um nimero
real c tal que ¢? + 1 = 0. O chamado Teorema Fundamental da Algebra afirma que
o corpo C' dos niimeros complexos é algebricamente fechado. A demonstrago de tal
teorema pode ser encontrada em [1].
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3 Resultados Principais

A demonstracdo do Teorema da Decomposi¢@o Primdria necessita dos conceitos de
polindmio minimo e projecdo. Por isso, € muito importante estudar todos os teoremas

relacionados a esses dois conceitos.

3.1 Polinémio Caracteristico

Definicao 3.1. Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo K e seja’T’ um operador linear
sobre V. Um valor caracteristico de T' é um escalar c em K tal que exista um vetor

ndo-nulo o em'Vcom T'a = cav. Se ¢ é um valor caracteristico de T, entdo

(a) Todo o € V tal que T'aw = cav é chamado vetor caracteristico de T associado
ao valor caracteristico c;

(b) A colegdo de todos os « tais que T'aw = cav é denominado espago caracteristico
associado a c.
Vamos definir agora o polindmio caracteristico de um operador T.

Definicao 3.2. Seja T um operador linear sobre um espago vetorial V de dimensdo finita
e B uma base de V. O polinoémio p(t) = det([T)|g —tI) = ag+ait +ast> + ...+ a,t"
é chamado o polindmio caracteristico de T, onde [T € a matriz que representa o

operador T na base B e I ¢ a matriz identidade.

Definicao 3.3. Seja T um operador linear sobre o espaco V' de dimensdo finita. Dizemos
que T ¢é diagonalizdvel se existe uma base de V' formada por vetores caracteristicos de
T.

Teorema 3.4. Se w; for um vetor caracteristico de um operador linear sobre V as-
sociado ao valor caracteristico ¢; € K, e se ¢; # c¢j para i # j, entdo o conjunto

{wy,wa, ..., wy } é linearmente independente.

Demonstracao:

Faremos indugéo no nimero & de elementos do conjunto {wy, wa, ..., w }. Se k =
1, o resultado € verdadeiro. Suponhamos verdadeiro para k — 1 vetores e consideremos

o caso de k vetores. Entdo,

_>
(%) aiwi + agws + ... + apwi = 0

Aplicando T em (x), obtemos:

%
arTw; + aTws + ...+ apTw,, = 0.
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Mas, Tw; = c;w;. Assim,

_)
ajciwy + aocows + ... + apcpwr = 0.
Por outro lado, multiplicando () por ¢, vem:
%
acpwy + agcpws + ...+ apcpwr = 0.

Subtraindo as duas dltimas equagdes, concluimos que,

%
ai(cr — ep)wy + az(ca — cp)was + ...+ ag—1(cp—1 — cp)wr—1 = 0.

Como ¢; — ¢ # O paratodo: = 1,....k — 1, a hipétese de indugdo garante
que o; = O parai € {1,...,k — 1}. Entdo, como ajw; + aows + ... + agwg = 0,

concluimos que oy, = 0 e que {wy, wa, ..., wy } é linearmente independente.

Corolario 3.5. Seja V um espago vetorial de dimenséo n. Se o operador linear T' sobre

V' possui n valores caracteristicos distintos, entdo ele é diagonalizdvel.

Demonstracao:

Sejam ¢y, ¢a, ..., ¢, 08 n valores caracteristicos de T" e wy, ..., w,, vetores caracte-
risticos respectivamente correspondentes. Segue do resultado anterior que {wy, ..., w, }

€ um subconjunto linearmente independente de V', logo é uma base de V.

3.2 Polinomios Anuladores

Ao tentarmos analisar um operador linear 7', € de grande utilidade conhecermos
a classe dos polindmios que anulam 7'. Suponhamos que 7" seja um operador linear
sobre V onde V' € um espaco vetorial sobre o corpo K. Se p for um polindmio sobre K,

entdo p(T") serd novamente um operador linear sobre V. Entdo,

Portanto, a cole¢@o de polindmios p que anulam 7', no sentido de que p(T) = 0
¢ um ideal de polindmios em Klz]. De acordo com o Teorema 2.4, todo ideal de
polindmios consiste de todos os multiplos de algum polindmio unitério fixo, o gerador
do ideal. Portanto, podemos associar ao operador 7' um polindmio unitario p com essa
propriedade: se f é um polindmio sobre K, entdo f(T') = 0 se, e somente se, f = pg,
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onde g é algum polindmio sobre K.

Definicao 3.6. Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimensdo
finita sobre o corpo K. O polinémio minimo de T ¢ o gerador ménico de menor grau

do ideal dos polinomios que anulam T'.
Lema 3.7. Suponhamos que Tow = ca. Se f é um polindmio arbitrdrio, entdo f(T)a =
fle)a

Demonstracao:

Primeiramente, mostraremos que se T'a = ca, entdo T"a = "o, Vn > 2 ¢
n € N.

A prova serd feita por inducao sobre n.

Note que se n = 2, entdo,

T?a = T(Ta) = T(ca) = ¢(Ta) = 2a.

Suponha o resultado valido para n — 1, entio, T la=c""1a= T(T”fla) =
T =" 'Ta = c""(ca) = "a.
Logo, T"a = c"«a.

Seja f(x) = ap+air+asx®+...+a,z" um polindmio de grau n. Entdo, f(T) =
aol +ay T+ axT?+ ...+ a, T" = fM)a=aa+a1Ta+ asT?a+ ...+ a,T"a =
apa+ai(ca) +as(cta)+ ...+ a,(c"a) = (apa+aic+asc® + ...+ ac)a = f(c)o

Logo, f(T)a = f(c¢)a.

Em outras palavras, o teorema afirma que o valor caracteristico do operador linear
f(T) € f(o).

Teorema 3.8. Seja T' um operador linear sobre o espaco vetorial n—dimensional V.

Os polindémios caracteristico e minimo de T’ possuem as mesmas raizes, a menos de

multiplicidades.

Demonstracao:

Seja p o polindmio minimo de T'. Seja ¢ um escalar. Queremos mostrar que

p(c) = 0 se, e somente se, ¢ é um valor caracteristico de 7.

Primeiramente, suponhamos p(c) = 0. Entdo, p = (z — ¢)q onde ¢ é um polindmio.
Como 0q < Jp, a defini¢do de polindmio minimo p nos diz que ¢(T") # 0. Escolhamos
um vetor 3 tal que ¢(T")3 # 0. Sejaae = ¢(T') 5, entdo 0 = p(T) 5 = (T —cI)q(T)B =
(T — cI)a e assim, ¢ é um valor caracteristico de 7.

Suponhamos, agora, que ¢ seja um valor caracteristico de 7', digamos, T'a = ca
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com a # 0. Como observamos no lema anterior, p(T)a = p(c)a, entdo como p(T) = 0

e a # 0, temos que p(c) = 0.

O teorema a seguir diz que o polindmio minimo divide o polindmio caracteristico.

A demonstrag@o pode ser encontrada em [3].

Teorema 3.9. ( Cayley - Hamilton) Seja T" um operador linear sobre um espaco
vetorial V' de dimensdo finita. Se f é o polindmio caracateristico de T, entdo f(T) = 0;

em outras palavras, o polinémio minimo divide o polindomio caracteristico de T'.

Definicao 3.10. Seja V' um espaco vetorial e T um operador linear sobre V.. Se W é
um subespago de V', dizemos que W ¢ invariante sob T se para cada vetor cc em W, o

vetor Taestd em W, isto é, se T (W) estd contido em W.

Quando o subespaco W ¢ invariante sob 7', entdo 7" induz um operador linear 7,
sobre o espago W. O operador linear T, é definido por T, = T'(«x), para a em W,
mas T, é bem diferente de T uma vez que seu dominio é W e ndo V.

3.3 Teoremas e Lemas

Nesta subse¢do dimV e KerT denotardo a dimensdo de um espago vetorial

V' de dimensdo finita e o nicleo de um operador linear 7', respectivamente.

Lema 3.11. Seja T um operador linear sobre o espaco V' de dimensdo finita. Sejam
C1, Co, ..., Ci, valores caracteristicos de 'T' e seja W; o espaco dos vetores caraceristicos
associado ao valor caracteristico ¢;. Se W = Wi + ... + Wy, entdo dimW =
dimWy + ... + dimWy.

Mais ainda, se B; é uma base ordenada de W;, entdo, B = (By, ..., By) é uma
base ordenada de W .

Demonstracao:

Normalmente, quando formamos a soma W de subespagos W;, esperamos que
dimW < (dimW1 + ... + dimWy},) por causa das rela¢oes lineares que possam existir
entre os vetores nos diversos espacos. Esse lema afirma que os espacos caracteristicos
associados a valores caracteristicos distintos, sdo independentes um do outro.

Suponhamos que (para cada ¢) 3; seja um vetor em W, e que 51 + ... + O = ﬁ
Mostraremos que 3; = ﬁ para cada ¢. Seja f um polindmio arbitrario. Como T'3; =

¢; Bi, o Lema 3.7 nos diz que

_>

0=f(T)0 = f(T)(Br+...4Bk) = f(T)Br+-..+f(T)Br = f(c1)Br+-..+f (k) Br-
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Escolhamos polindmios f1, ..., fj tais que

filej) = 0ij = {

1
0

9

)

Universidade Federal de Ouro Preto

i=j
i j.

Entio, 0= fi(T)ﬁ> = Zéij/gj = Bi.
J

Seja, agora, B; uma base ordenada de W; e seja B a sequéncia B = (By, ..., By).
Entdo, B gera o subespaco W = W + ... + Wj,. Também, B é uma sequéncia de
vetores linearmente independentes, pelo seguinte: Considere a relagdo linear entre os
vetores de B da forma 31 + ... + B = 6> onde [3; é alguma combinagio linear dos
vetores de B;. Pelo que acabamos de ver, sabemos que 3; = ﬁ para cada i. Como cada
B; é linearmente independente, vemos que existe apenas a relacdo linear trivial entre os

vetores em B.

Teorema 3.12. Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V de dimensdo
finita. Sejam cq, ..., ci, valores caracteristicos distintos de T' e seja W; o niicleo de

(T — ¢;I). As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) T é diagonalizdvel;

ho (=) e

(ii) O polinémio caracteristico de T é p(x) = (z — ¢1)

dZle = di, 1= 17 ...,k‘;

(iii) dimWy + ... + dimWy, = dimV.

Demonstracao:

((1) =(ii)). Se T é diagonalizavel, entdo 1" possui uma representacdo matricial em

blocos na forma

[eily, 00 0 ]

0 CQIQ 0 0

[T] = 0 0 c3ls 0
i 0 0 0 Cklk_

em relagdo a alguma base B de V onde [; é a d; x d; matriz identidade.

A partir dessa matriz verificamos dois fatos. Primeiro, o polindmio caracteristico

de T' € o produto de fatores lineares (possivelmente repetidos): p(z) = (x — ¢1)

d1_

(z — cx) . O segundo fato que observamos a partir da matriz [7'] é de que d;, o nimero
de vezes que c; € repetido como raiz de p, € igual & dimensdo do espago dos vetores
caracteristicos associado ao valor caracteristico c¢;. Isto acontece porque a nulidade da
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matriz € igual ao nimero de zeros que ela possui na sua diagonal principal, e a matriz

[T — ¢;I] g tem d; zeros na sua diagonal principal.

((Gi) =(ii)). Se p(z) = (x — )™ - ... - (x — cx)™ entdo dimV = Ip(z) =
di +do + ...+ d.

((iii) =(i)). Suponhamos (iii). Pelo lema anterior, devemos ter V = Wy + W5 +
... + Wy, entdo existe uma base formada por vetores caracteristicos que gera V. Logo,

T serd diagonalizdvel.

Definicao 3.13. Sejam Wi, ..., Wy, subespagos do espago vetorial V. Dizemos que
W1, ..., W sdo independentes se a1 + ... + a, = 0, o; em W, implica que cada o; é

nulo.

O significado da independéncia € o seguinte: Seja W = Wj ...+ W, o subespaco
gerado por Wy, ..., Wj. Cada vetor « em W pode ser expresso com uma soma o =

a1 + ... + ok, a; em Wi.

Se Wy, ..., W), forem independentes, entdo a expressao para « serd Unica, pois, se
a=ai+..+ap = Bi1+...+ 8, B; em W;, entdo ﬁ = (a1 —p1)+...+(ar—P), logo,
o; — B = ﬁ, i =1,...,k. Assim, quando W1, ..., W} sdo independentes, podemos
operar com os vetores de W como k-uplas (s, ..., @), a; em W;, da mesma maneira

como operamos com vetores em R* com k-uplas de nimeros.

Lema 3.14. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita. Sejam W1, ..., Wy, subespa-
cosdeV esejaW =Wy + Wy + ... + Wy. As seguintes condigdes sdo equivalentes:

(a) W1y, ..., Wy, sdo independentes;

(b) Para cada j, 2 < j < k, temos W; N (W1 + ...+ W;_1) = ﬁ,‘

(c) Se B; é uma base ordenada de W;, 1 < i < k, entdo a sequéncia B =
(Bi, ..., B) é uma base ordenada de W.

Demonstracao:

((a) = (b)). Seja o um vetor na intersecdo W; N (W + ... + W;_;). Entdo,
existem vetores o, ..., aj_1, com a; em W, tais que o = a1 + ... + a;—1. Como
— - = .
a1 +..+aj_1+(—a)+ 0 +...4 0 = 0 ecomo Wr,..., W, sdo independentes,
%

entdo v = o = ... =01 =a= 0.
((b) = (a)). Suponhamos a; + ... + ag = 6> com «; em W;.

Seja j o maior inteiro ¢ tal que o; # 0. Entdo, ay + ... + o = 0 com a3 # 0.
Logo, a; = —a1 —... — a1 é um vetor ndo-nulo em W; N (W7 + ...+ W;_1). Vamos

mostrar agora que (a) é equivalente a (c).
((a) = (¢)). Seja B; uma base de W;, 1 < i < keseja B= (Bj,..., Bg). Se f1 +
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o+ Bk = 6) € uma relag@o linear entre os vetores de B onde 3; € alguma combinacéo
linear dos vetores de B;, entdo cada 3; = ﬁ, pois W1, ..., Wy, sdo independentes. Como
cada B; é independente, a tnica relacdio existente entre os vetores de B ¢ a trivial. Temos
também que B gera W, pois W = Wi + ... + Wj.

((c) = (a)). SejaW =W, + ...+ Wy, onde B = (By, ..., B;) é uma base de W e
B; é uma base de W;.

. — .
Seja B1 + ... + B = 0 uma relacéo linear entre os vetores de B onde 3; € alguma
combinagdo linear dos vetores de B;. Como B = (Bj, ..., By,) ¢ uma base de W, entdo

B; = 0. Logo, W1, ..., Wi, sdo independentes.

Se uma (e portanto todas) das trés condi¢cdes do lema acima € vdlida, diremos
que asoma W = Wy + ... + Wy, € direta ou que W é a soma direta de W1, ..., Wy e
escreveremos W = W, @ @ Wyg.

3.4 Projecoes

Definicao 3.15. Se V é um espaco vetorial, uma projecdo de V' é um operador linear
E:V =V tal que E* = E.

Suponhamos que F seja uma projecdo. Sejam I'm(FE) a imagem de FE e Ker(FE)
o nicleo de F.

1 - O vetor § estd na imagem Im(E) se, e somente se, F5 = 5. Se § = Fa,
entio Ff = E%a = Fa = (3. Reciprocamente, se 3 = Ef3, entdo 3 estd na imagem
de E.

2-V =Im(E) @Ker(E). Todo o € V escreve-se como soma o = (« —
Ea) 4+ Ea, onde Eq, evidentemente, pertence a Im(E) e, como E(o — Ea) =
Fa - EFFEa = Ea — Fa = 6> vemos que o« — Fa € Ker(E). Portanto, V =
Im(E) + Ker(E). Se 8 € Im(E) N Ker(FE), por um lado tem-se Ef = f e, por
outro lado, EfS = 3, logo 8 = 0. Assim, Im(E) N Ker(E) = T e tem-se a soma

direta V = Im(E) @ Ker(E).

3 - A dnica expressdo de ow como uma soma de vetores em I'm(F) e Ker(E) é
a=(a— Ea)+ Ea.

4 -Se W e Z sdo subespacos de V taisque V =W @ Z, entdo cada vetorv € V'
se escreve de forma tinica como v = w + zonde w € W e z € Z, portanto, podemos
definir um operador E : W @ Z — V por E(w + z) = w. Entdo, F é um operador
linear bem definido e temos E*v = E(Ev) = Ew = w = Ev. Se W = Im(E) e
7 = Ker(E), entdo E é chamado projecio sobre W segundo Z.

Teorema 3.16. Se V = W, @ @ Wi, entdo existem k operadores E, ..., By

sobre V tais que
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(i) cada E; é uma projecdo Ef =F;;
(ii) BiE; = 0, sei # j:

(iii) I = By + ... + Ej;

(iv) a imagem de E; é W.

Reciprocamente, se E1, ..., Ey sdo k operadores lineares sobre V' que satis-

fazem as condigées (i),(ii) e (iii) e se indicamos por W; a imagem de E;, entdo

V=P . PWs

Demonstracao:

(=) Suponhamos V = W; @ @ Wy,. Para cada j definiremos um operador
Ej sobre V. Sejam ace S em V, digamos o« = oy + ... + a e B = [y + ... + Bi com
o, B; em W;. Definamos F;a = «;. Entdo, E; é uma regra bem definida. Temos que
E; é linear, pois E;(ca+ B) = caj + B = cEja+ E;B.

Aimagemde E; é W; e E]2 = Ej, pois E;(E;a) = E;ja; = Eja. O nicleo de

E; é o subespaco (W7 + ... + W;_1 + Wj41) + ... + W, pois a afirmacéo de que
. - . .

Eja = 0 significaque oi; = 0, isto é, que « € na realidade uma soma de vetores dos

espagos W; com ¢ # j. Em termos das projegdes E; temos o« = Eya + ... + Epo para

cada vetor « em V. Entdo, o = (Ey + ...+ Fx)a o que implicaque I = Fy + ...+ Ey,

onde I é o operador linear idéntico.

. . ~ - . . .
Notemos também que se i # j, entdo £;E; = 0, pois a imagem de E; é o

subespaco W; que estd contido no niicleo de F;.

(<=)Suponhamos que Fq, ..., E}, sejam operadores lineares sobre V' que satisfacam

as trés primeiras condicdes e seja W; a imagem de F;.

Temos que V' = W1 +...+ Wy, pois pela condigdo (iii) temos o« = F1a+...4+ Era
para cada o em V e E;« estd em W,. Esta expressdo para « € unica, porque se

a=qay + ... + a com «; em W;, digamos a; = E;3;, entdo, usando (i) e (ii), temos

k k
EJ‘O[ = ZEJ'% = ZEJEZBI = Efﬂj = jﬁj = Qjy.
i=1 i=1

Isto mostra que V' € a soma direta dos W;, ou seja, V = Wy @ @ Wi.

Teorema 3.17. Seja T um operador linear sobre um espaco V de dimensdo finita n,
onde cy, ..., cx sdo valores caracteristicos distintos de I'. Entdo, os espagos caracteris-
ticos W; associados aos valores caracteristicos c; sdo independentes.

Demonstracao:
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Considere a equagdo:

() ardetar=0,0;€Wii=1,..k

. <IN
Precisamos mostrar que o; = 0, Vi € {1, ..., k}.

Para isso, defina o seguinte operador linear sobre V':

Uj=T —cal)o...o(T—cj1I)o (T —cjy1) 0 ...o (T —ei1).

Mostraremos que:
(i) Uja; = 0, parai # j.

%
Temos que (T' — ¢;I)o; = Ta; — ;o = ¢ — ¢;o; = 0 onde os operadores

T — ¢;1I comutam.
, - . .
Dai, segue-se que Uja; = 0, Vi # j.
(11) UjO&j = H(Cj - CZ‘)Olj.
i#]

Temos que (T — cxl)a; = Ty — cpaj = i — cpay = (¢ — cx)ay.

Temos também que:

(T — cx—11) o (T — cr )y = (T — cp—11) - ((¢j — cr)oj) = (¢j —c) - (T —
ce—1D)a; = (¢ — cr—1) - (¢ — c)ay;.

LOgO, Ujaj = H(Cj — CZ‘)OZ]'.

i#]

Aplicando U; a ambos os membros da equagdo (x):

— — —
Uj(a1+...+ak):Uj(0):>Ujaj: 0 :Ujaj:H(cj—ci)aj: 0 =
N i#]
a; = 0.
. z . z z. %
Como j € {1,..., k} é arbitrdrio, concluimos oy = ... =a; = 0.

Corolario 3.18. Seja T' um operador linear sobre um espaco V de dimensdo finita
n. Se T ¢é diagonalizdvel com valores caracteristicos distintos ci, ..., ci entGo 'V =
Wy @ @ Wi onde W é o espago caracteristico associado ao valor caracteristico
C;.

Demonstracao:

Se T é diagonalizdvel, entéo existe uma base B = {aj, ..., a;} formada por
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vetores caracteristicos de T'. Sabemos que W; + ... + W, C V e, pelo Teorema 3.12,
que dimWi+...+dimWj, = dimV'. Temos também que W1, ..., W}, sdo independentes

pelo teorema anterior.
Portanto, dim(W1 € ... D Wi) = dimW + ... + dimWy, = dimV.

Logo, W1 @ @ W), € um subespaco de V' de dimensdo n e assim V =

Wi ... W

Teorema 3.19. Seja T um operador linear sobre o espaco V e sejam W1, ..., W}, e
FEq, ..., By, como no Teorema 3.16. Entdo, uma condicdo necessdria e suficiente para
que cada subespaco W; seja invariante sob T é que T comute com cada uma das
projecées E;, isto é, TE; = E;T,1=1, ..., k.

Demonstracao:

Suponhamos que T' comute com cada F;. Seja o em W;. Entdo Fja = a e
Ta =T(Eja) = E;(Ta) o que mostra que T'v estd na imagem de E, isto &, que W;

¢ invariante sob 71'.

Suponhamos agora que cada W; seja invariante sob 7. Mostraremos que T'E; =

E;T. Seja o um vetor arbitrdrio em V. Entio,

a = Fa+..+ FLa
Ta = TEia+..+TE.a

Como F;« estd em W, que é invariante sob T', devemos ter T'(F;«) = E; 3; para

algum vetor f3;. Entdo,

0, i#J

E‘TEZ'O[ = l@‘l?Z i =
! ’ P { Ejﬁj , 1=17.

Assim, E;Ta = E;TE1o + ... + E;TEya = E;8; = TE;a. Isso vale para todo o
em V, portanto, E;T = TE}.

Teorema 3.20. Seja T um operador linear sobre um espaco V' de dimensdo finita. Se T
é diagonalizdvel e cy, ..., ¢k, sdo os valores caracteristicos distintos de T, entdo existem

operadores lineares E, ..., By, sobre V tais que
()T =c1E1 + ... + cp B
(i) I = B4 + ... + By
(iii) BBy = O, sei # j;
(iv) Ef = FE;; (E; é projecdo)

Revista de Matemadtica de Ouro Preto 2022 36



RMAT: v.3 pp:37-40 2022 Universidade Federal de Ouro Preto

(v) A imagem de E; é o espago caracteristico de T associado a c;.

Reciprocamente, se existirem k escalares distintos c1, ..., ¢, e k operadores lineares
ndo-nulos Fn, ..., By, satisfazendo as condigdes (i),(ii) e (iii), entdo T é diagonalizdvel,
C1, ..., Ci, Sdo os valores caracteristicos distintos de 'I' e as condigdes (iv) e (v) também

sdo satisfeitas.

Demonstracao:

(=) Suponhamos que 7" seja diagonalizdvel, com valores caracteristicos distintos
1, ..., ck. Seja W; o espago dos vetores caracteristicos associado ao valor caracteristico
¢;, Entdo pelo Teorema 3.17 e seu colordrio V = W; @ @ Wi. Seja F, ..., Ey; as
projecdes associadas a esta decomposi¢do como no Teorema 3.16. Entdo, (ii),(iii),(iv) e
(v) sdo satisfeitas. Para verificar (i) procedemos da seguinte maneira: para cada o em
V,temos o« = Fia + ... + Er«. Portanto,

Ta=TFEia+..+TE,a=ciFia+ ...+ cp B

Logo, T =c1Ey1 + ... + cx Ey.

(<) (a) E? = E;. Sabemos que [ = E; + ... + Ej, entdo

E; = EE =E;

(b) Cada c; € um valor caracteristico de 7'. Basta mostrar que T'F; = ¢; E;.

Por hipétese,

T = caFBi+..+ckl
TFE; (ClEl + ...+ CkEk)Ei
ClElEl = ClEjz2 = CzEz

TE,

(c) T ¢é diagonalizavel. Temosque [ = E; + ... + E. Sejaac € V = la =a =
Eia+ ... + Exa onde cada F;a € Im(E;).

Portanto, V = Im(Ey) + ... + Im(Ey) onde TE;& = ¢; FE;cx.
Logo, E;« é um vetor caracteristico de 7" associado a ¢; onde Im(E;) C W;.

Considere B = (Bj, ..., B;) onde B; é uma base de Im(FE;). Entdo, B é uma
base de V' constituida de vetores caracteristicos, porque I'm(FE;) C W;. Logo, T é
diagonalizavel.
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J& demonstramos no item (c) que Im(E;) C W;. Vamos provar agora que W; C
Seja € Wy, entdo (T —c¢;l)a =Ta—c;a = (e Era+...+ e Eya) — (¢;Era+
k
%
et cEra) = (a1 — i) Era+ ...+ (e — ¢) Era = Z(cj —¢)EBja= 0.
j=1

Logo, (¢; — ¢;)Eja = ﬁ para cada j, entdo Ejo = ﬁ,j # 1.

é
Como o« = Fiao+ ... + Eya e Eja = 0 para j # i, temos que o =

E;a,demonstrando que « estd na imagem de ;.

Logo, W; = Im(E;).
4 Resultados e Discussao

Vamos a partir de agora iniciar a demonstracdo do Teorema da Decomposicdo
Primaria. Tudo que foi feito até agora teve como objetivo oferecer os subsidios neces-
sdrios para que a demonstracdo aqui exposta tivesse o melhor embasamento tedrico

possivel.

Teorema 4.1. (Teorema da Decomposi¢ao Primaria) Seja T um operador linear
sobre o espaco vetorial V de dimensdo finita sobre o corpo K. Seja p o polinomio

minimo de T. Suponha que p se fatore da seguinte forma:
p=pi .. prt
onde p; sdo polindmios monicos irredutiveis e os r; sdo inteiros positivos. Entdo:
(@V =W ... 5 Wi, onde Wi = Ker(pi(T)"),i =1,.... k;

(b) Cada W; é invariante sob T,

(c) Se T; é o operador induzido sobre W; por T, entdo o polindmio minimo de T;

5 2T

ép,".
Demonstracao:

Ti+1

Defina f; = ]% =it = Hp;j. Os polindmios
i i#j
fi, ..., fx sdo primos entre si.

Logo, existem polindmios g1, ..., gi tais que:
flgl + ...+ fkglc =1= fl(T)gl(T) + ...+ fk(T)gk(T) =1

Defina Ez = fz(T)gz(T) De f]_ (T)gl (T) + .+ fki(T)gk(T) = [ obtemos
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Ei + ...+ E, = I. Afirmamos que E; E; = 6) se i # j. Para ver isso, observe que
Jdg € K|z] tal que f; f; = gp, onde p é o polindmio minimo.
%
Logo, fi(T)f;(T) = ¢(T)p(T) = 0.

_, Noteagoraque: EiEj = fi(T)g:(T)f;(T)g;(T) = fu(T1)1;(T)gi(T)g;(T) =
0, pois f;(T)f;(T) = 0.

Afirmamos que EZ2 =FE;,Vi=1,..., k.

De fato, sabemos que By +...+ FEy, = = E;-(E1+...+ E, = E;I) = E;E; =
E;=E’=F;i=1,..,k.

Sejac €V = a=Ea+..+Ea=V=InE)P. PInE)de

acordo com o Teorema 2.24.
Mostraremos que ImFE; = Ker(p;(T)™).
(@) Im(E;) C Ker(p:(T)"™).
Considere « € Im(F;), portanto, F;a = «. Entdo, p;(T)"a =
Pi(T)" (Ei(@) = (D) (fi(T)gu(T)(@)) = 0. pois pi(T)" fi(T) = p(T) = 0.
(i) Ker(pi(T)™) € Im(E;).

Considere o € Ker(p;(T)". Afirmamos que Eja = 0 se j # i, pois o €
Ker(p;(T)™).

De fato, E;a = £;(T)g;(T)(@) = ¢(T)pi(T)" (o) = 0. Note que f;; = p}".

Mas, I = Eq + ... + Ej, entdo, a = I(a) = Era+ ... + E;a + ... + Eya ==

a = F;a.
Portanto, por (4) e (i¢) temos que Im(FE;) = Ker(p;(T)™).
Logo, V =W @5 ...0 Wi onde W; = Ker(p;(T)"),i = 1, .., k.

(b) Seja @ € Wi, entdo p;(T)"a = 0 = pi(T)""Ta = Tpi(T)" e = 0 =
Ta € Ker(p;(T)™) = W,.

Logo, os W; sdo invariantes sob 7T'.

(c) Temos que W; = Ker(p;(T)"), entdo,

pi(T) e = ﬁ,Va eW; = pi(T)"a= ﬁ

Falta mostrar que p;* é o polindmio minimo de T;.

Considere g € K|x] tal que g(T;) = 0. Precisamos mostrar que p;* divide g.
Observe que:

g(Ti) fi(T;) = 0 = 9(Ty) fi(T3) (o) = ﬁ,Va eW,.
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Portanto, g f; € divisivel pelo polindmio minimo p de 7.
Logo, gf; = qp,q € K|[x]. Entdo,

gfi=aqp=qfip;’ = (9—qv;’) fi= 0 = g =qp;" = p;’lg.
5 Conclusao

A demonstragdo do Teorema da Decomposic¢do Primaria foi realizada utilizando,
principalmente, os conceitos de subespago invariante, projecéo e polindmio minimo que
€ o0 polindbmio modnico de menor grau gerador do ideal dos polindmios que anulam o
operador linear T' sobre o espago vetorial V' de dimensao finita sobre o corpo K. A
demonstragdo ndo ¢ dificil de entender desde que todas as defini¢des e teoremas que
auxiliam no seu encadeamento 16gico estejam claros para o leitor, por isso que € preciso
esclarecer todos os pontos importantes antes de qualquer demonstracdo matematica,
caso contrdrio, restardo lacunas que dificilmente um leitor em contato pela primeira vez

com qualquer teorema complexo consegue superar.
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