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Resumo

Neste trabalho fazemos uso da boa estrutura do conjunto dos nimeros complexos,
essencialmente de sua geometria, para promover o estudo de objetos e a obtengdo de
resultados da Geometria Plana. A boa estrutura do conjunto dos nimeros complexos
permite o estudo de resultados cldssicos, por exemplo, os Teoremas de Ceva, Menelaus
e Desargues. O primeiro Teorema estabelece condi¢des necessdrias e suficientes para
que trés cevianas sejam concorrentes, o segundo estabelece condi¢des de colinearidade
para um conjunto de pontos, ou para a concorréncia de um conjunto de segmentos € o
terceiro refere-se a tridngulos projetivos e pode ser visto como uma consequéncia do
primeiro resultado.
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1 Introducao

O conjunto dos nimeros complexos surgiu no século XVI como ferramenta para a
resolucdo de determinados tipos de equagdes, e com o passar dos anos se modernizou
com a contribui¢do de importantes matemdticos. Essas contribui¢cdes colaboraram para
que a boa estrutura dos niimeros complexos fosse utilizada nos mais diversos ramos da
Ciéncia e da Matemdtica, por exemplo, como no estudo de ondas e oscilagdes, na Fisica
Quantica, nas Engenharias Mecanica, Civil, Elétrica e Aeroespacial. E justamente a

vasta aplicabilidade deste conjunto que justifica a importancia de se conhecé-lo.

Constantemente os nimeros complexos sdo abordados de forma simplesmente
algébrica, o que contribui para a falta de contextualizagdo com outros temas da Matema-
tica. A proposta do presente trabalho é mostrar a utilidade da estrutura do conjunto dos
nimeros complexos para manuseio e a obtengdo de resultados da Geometria Plana do

ensino basico.
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O sentido geométrico dos nimeros complexos como um vetor ou um ponto do
plano cartesiano fornece valores revelantes para resultados de problemas geométricos
como a multiplicag@o de nimeros complexos que, de maneira geral, ¢ uma composicao
de rotagdes e homotetias. E exatamente por este motivo que, neste trabalho, os nimeros
complexos foram escolhidos para resolver problemas e provar teoremas da Geometria
Plana: a multiplicacdo de niimeros complexos possibilita tratar de rota¢des de forma

mais conveniente, quando comparado ao tratamento via produto escalar.

O estudo apresentado divide-se em duas partes, a secao 2 dedica-se & um resumo
histérico cobrindo o surgimento dos nimeros complexos no século XV, bem como o
seu desenvolvimento nos quatro séculos seguintes. A se¢do 3 é voltada a aplicagdo da
estrutura do conjunto dos nimeros complexos na demonstracio de teoremas classicos

da geometria plana, a saber: os Teoremas de Ceva, Menelaus e Desargues.

2 O surgimento dos niimeros complexos

O surgimento dos niimeros complexos se deu naturalmente, assim como aconteceu
com os demais conjuntos numéricos. A presente se¢do foi obtida pela sintese de diversas
publicacdes [1], [2], [3], [4], [5] e [7] e tem o intuito de apresentar um panorama

histérico sobre o advento do conjunto dos nimeros complexos.

2.1 Os niimeros complexos na matematica dos séculos XV a XVI

Os nimeros complexos surgiram no inicio do século XVI, com o matematico
Scipione Del Ferro (1465 - 1526) que supostamente descobriu a solug@o de equagdes do
3° grau do tipo 2> + px = ¢. Del Ferro, porém, morreu antes de publicar seus resultados

tendo exposto os célculos para alguns de seus alunos, entre eles Antdnio Maria Fior.

Ainda na primeira metade do século XVI Fior desafia Tartaglia (1499 - 1557),
matemdtico italiano, a solucionar a equacdo de 3° grau 2> + px = ¢, que supostamente
Del Ferro lhe confidenciou. Ja em 1535, Tartaglia resolve o problema das ctubicas
23 + pr = ¢, e ainda, encontra uma solucio geral para qualquer equacio da forma

x3+px:q.

Girolamo Cardano foi um fisico, astrélogo, médico e matematico italiano, que
viveu entre os anos de 1501 e 1576. Ele teve conhecimento do desafio proposto por Fior,
que Tartaglia resolveu. Cardano insistiu para que Tartaglia o revelasse a solucdo das
ciibicas do tipo 2 + pz? = ¢, prometendo-o que publicaria em seu livro a demostracio,
dando a ele o mérito da descoberta. Contudo, Tartaglia relutou, pois pretendia publicar a
demostragdo em seu proéprio livro. Ainda assim, Cardano convenceu Tartaglia a revelar
a solugdo das cubicas e em 1545 a publicou no livro "Ars Magna", sem os méritos
prometidos.
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Apesar de ter publicado a solugd@o das ctibicas estudadas por Del Ferro e Tartaglia,
Cardano ndo compreendia as operagdes que envolviam raizes quadradas de nimeros
negativos e, portanto, ndo prosseguiu com os estudos. Foi o matemdtico e engenheiro
hidrdulico italiano Rafael Bombelli (1526 - 1572) que aceitou a existéncia de nimeros
imagindrios retomando os estudos sobre as equagdes do 3° grau, apresentando em seu
livro L’Algebra (1572) as regras operatdrias com raizes de niimeros negativos. Foram
esses estudos que abriram precedéncia para que outros matemdticos continuassem

desenvolvendo a estrutura desse novo conjunto numérico.

2.2 Os nimeros complexos na matematica dos séculos XVII a XIX

Nesse periodo os matemadticos Harriot, Girard e Descartes contribuiram de maneira
significativa para a construcao da estrutura dos nimeros complexos. Thomas Harriot
(1560-1621) introduziu a linguagem simbélica dando destaque aos nimeros negativos,
apesar de ndo admiti-los como raizes de equacgdes. Foi ele, também, que ajudou a
estabelecer o nimero de solucdes positivas para equagdes de terceiro e quarto graus, por
meio de suas equagdes candnicas. Albert Girard (1595-1632), além de dar relevancia
aos nimeros negativos e admiti-los como raizes de equagdes, foi o primeiro a associar
o nimero do maior grau de uma equacao ao seu nimero de solugdes, em seu livro
"Invention nouvelle em 1’algebre", publicado em 1629. Ja René Descartes (1596-1650)
revolucionou o estudo dos nimeros complexos, interpretando geometricamente termos

aritméticos, como explicita em seu livro "Géométrie (1637)"(traduzido em [3]):

"Ou finalmente, encontrar uma, duas, ou vdrias médias pro-
porcionais entre a unidade e uma outra linha (o que é o
mesmo que extrair a raiz quadrada, raiz cibica, etc. da linha
dada). E eu ndo devo hesitar em introduzir estes termos arit-

méticos na geometria, por razoes de maior clareza."

Até entdo o estudo da aritmética e geometria eram independentes, o que comeca a
mudar quando Descartes representa geometricamente os nimeros negativos, permitindo
maior clareza no que tange a compreensdo das raizes quadradas de nimeros negativos,
denominadas por ele como niimeros “imagindrios”: “Nem sempre as raizes verdadeiras
(positivas) ou falsas (negativas) sdo reais. As vezes elas sdo imagindrias”. Para
Descartes a denominacdo “imagindrio” ndo significava que os nimeros ndo eram reais,

mas que eles precisavam ser imaginados.

Gaspar Wessel (1745 -1818) foi quem representou geometricamente os niimeros
complexos na forma x + yi, fazendo uma correspondéncia entre estes € os pontos

do plano. Tal correspondéncia, porém, sé foi publicada em 1806 por Jean Argand
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(1768-1822).

A insercdo de técnicas mais avangadas para operagdes entre os nimeros complexos,

relacionando-os a trigonometria, foi desenvolvido por Abraham de Moivre (1667-1754).

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) apresentou em sua tese de doutorado (1798) a
demonstracio de que qualquer equacdo algébrica de grau n, com n > 0 e coeficientes
complexos, possui, no minimo, uma raiz complexa. Com tal demonstracdo Gauss
solucionou os problemas de equagdes algébricas, dando origem ao conhecido “Teorema

Fundamental da Algebra”.

As ideias trabalhadas por Argand foram retomadas por Gauss em 1831, quando
ele trabalhou com os ntimeros da forma x + y¢ como coordenadas de um ponto no
plano cartesiano. Em 1832, Gauss deu origem a expressdo niimeros complexos. O
plano cartesiano em que sdo apresentados os niimeros complexos € nomeado de plano

complexo ou plano de Argand-Gauss.

Por fim, o matematico William Rowan Hamilton (1805-1865) apresentou, em 1833,
a operagdo de multiplicagdo dos nimeros complexos na forma que € conhecida nos dias

atuais.

2.3 As equacdes cibicas

Nesta subsecdo apresentaremos os métodos de resolucao das equagdes cubicas
publicados por Cardano e Bombelli ao longo do século XVI. A ideia € mostrar, utilizando
a simbologia atual, o que foi o problema de solucionar equagdes ctibicas que tornou
inevitavel reconhecer os nimeros negativos e suas raizes como ntimeros vélidos na

matematica.

Em seu livro, “Ars Magna” (1545), Cardano publica a solu¢do para qualquer
equacio ctibica da forma x> + pz? = ¢. Além disso, exibe um método para transformar
uma equacio ctbica do tipo 2® + az? + bxr 4+ ¢ = 0 em outra sem o termo de grau

. . e a . . g
dois. Fazendo a simples substitui¢do x = y — 3 obtém-se coeficientes arbitrarios

onde o termo z? fica inexistente. Com essa nova varidvel, a equacdo assume a forma

y> + py = ¢, que é tratada como a forma reduzida da equagio ctibica.

O método proposto por Cardano para realizar tal redugdo é:

Seja 2® + az? + bx + ¢ =0, fazendo z = y — %, ap6s manipulagdes, obtemos
3 _
Yy +py=q,

a? 2a3  ab
emquep:b—geqz— ?—g—i—c .
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Cardano apresentou 13 tipos distintos de equagdes cubicas, que dependiam da
posicdo dos termos quadratico, linear e independente. Hoje, porém, as equagdes do 3°
grau sdo consideradas como sendo basicamente todas de um mesmo tipo que podem ser

solucionadas por um mesmo método.

Utilizando a simbologia atual, a seguir serd exibida a regra publicada por Cardano
para a resolugdo de equagdes polinomiais do 3° grau da forma 4> + py = ¢, com p > 0

eq>0.

Considerando y = u — v, e a identidade

(u —v)® 4+ 3uv(u —v) = u — v®,

teremos

p
p:3uv0uuv:§

u? — v’ =q. D

Resultando em

4’
27

2

quBv® = eul — 2u3v3 +0° = 2.

A soma membro a membro das duas dltimas expressdes fornecem

4p3 4p3
6 3,3 6 2 3 3\2 2
2 = I — .
u’ + 2uv’ + v q+27:>(u+v) q+27,
ou seja
4p?
3 3: 2 o 2
u” 4+ q° + o7 2
Logo, somando as equagdes (1) e (2), obtemos:
s_ 9, 2 P Lo, 2P
wELT g o=\ TV Ty

e analogamente

Logo a solugdo da ctibica é
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y=u ”‘\/2+ T \/2+ 5 o

Algumas das equagdes cubicas estudadas por Cardano resultavam em duas raizes
quadradas de nimeros negativos quando a expressdo 2 /4 + p® /27 era negativa. Ao se
deparar com tais equagdes, apesar de em alguns casos Cardano saber que existia uma
raiz valida para a equagdo, muitas vezes era necessdrio manipular raizes quadradas de
nimeros negativos, que, até entdo, ndo eram consideradas nimeros, como € o caso da

equacio x> = 152 + 4. Usando a férmula das ctibicas nessa equagio obtemos

r= V2 v120 + {2 - VT2,

portanto, a equacdo ndo poderia ser resolvida. Contudo, ainda assim, através do método
de tentativa e erro, foi possivel descobrir que x = 4 era uma raiz legitima da equacao.

Assim como Cardano, pelo mesmo método de tentativa e erro, Bombelli sabia
que existiam solucdes verdadeiras para equagdes da forma 2> = 15z + 4, onde = 4
era solugdo. A partir desse momento passou a admitir as raizes quadradas de niimeros
negativos como nimeros validos na matemética, e definiu regras operatérias para v/—1,
como mostra em seu livro L’ Algebra(1572)

Regras criadas por Bombelli

Simbologia atual

Pin via pin di meno, fa pin di meno +(+i) = +i
Meno via pin di meno, fa meno di meno —(+i) = —i
Meno via meno di meno, fa pii di meno —(—i) =+i
Piu di meno via piu di meno, fa meno (+0)(+7) = -1
Pii di meno via meno di meno, fa piii (+i)(—i) = +1
Meno di meno via piit di meno, fa pii (—i)(+i) = +1
Meno di meno via meno di meno, fa meno (—=i)(—i) = -1

Para ajudar na compreensao dos termos entre as duas colunas do quadro acima. o quadro

abaixo traz a traducdo de alguns termos em italiano que aparecem nas regras acima.

Palavra/Termo Tradugdo/Significado
Pin unidade real com sinal positivo, +1
Meno unidade real com sinal negativo, —1

Piii di meno
Meno di meno
Via

Fa

unidade imagindria com sinal positivo, +¢

unidade imagindria com sinal negativo, —i

wn

significa a operacdo de multiplicacio,

w_n

significa uma igualdade,

Desta maneira, Bombelli define v/ —1 = i, que no quadro acima tomamos a
liberdade de chamar de unidade imagindria. Tal defini¢do da continuidade a solucdo de
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equagdes do tipo x = {/ 24++v—-121+ \%/ 2 — 1/ —121, até entdo tidas como irredutiveis,
apresentando a seguinte solucao:

V2+ V=12l =a+by/=1ley/2— /=121 =a — by/—1, coma > 0eb > 0.

Pondo \3/ 2+ +v—121 = a + bv/—1, obtemos
2 ++v/—121 = (a + byv/—1)® = a(a® — 3b?) + b(3a® — b*)V/—1

De modo que a(a® — 3b*) = 2 e b(3a> — b*) = 11. Se as solugdes forem inteiras, a
primeira dessas condi¢des nos diz que a deve ser igual a 1 ou 2, e a segunda condicao
garante que y tem valor 1 ou 11. Como apenas as op¢des a = 2 e b = 1 atendem ambas
ao mesmo tempo, obtemos as igualdades:

24+v/—121 = (24+vV—1)2e2—v—121 = (2 — V-1)3.

Conseguimos constatar que uma das solugdes para a equacio ctibica 2 + 15z = 4

é dada por:

v = {24 VIR + {2 vII3 = e+ Vo + {fe— VT = 2+
V—1) + (2 — v/—1) = 4, como ja havia sido constatado pelo método de tentativa e

€IT0.

3 Os teoremas de Ceva, Menelaus e Desargues

Desenvolvendo ideias apresentadas por [6] e [8] como aplicag@o das teorias gerais
apresentadas a seguir, nesta secdo serdo provados os teoremas de Menelaus e Ceva,
e, por consequéncia, o teorema de Desargues. Tais teoremas sdo comumente demons-
trados por meio da geometria cldssica, entretanto, o conjunto dos nimeros complexos

proporciona uma demonstracdo alternativa bem interessante.

3.1 Equacées paramétricas de uma reta dados dois niimeros complexos

Consideramos o conjunto complexo C com as operac¢des usuais de soma e multipli-
cacio e e adotaremos a dlgebra vetorial de R? no desenvolvimento de nossas ferramentas
para as demonstracdes dos Teoremas de Ceva, Menelaus e Desargues. Por esta razao,
sempre que necessario, identificaremos o nimero complexo z = a + bi, a,b € R, no
plano de Argand-Gauss, ora como ponto z de coordenadas z = (a, b), ora como o vetor
z = (a,b). Segue da Algebra Vetorial de R? que as coordenadas do vetor Z17% sdo

dadas por zo — 2z1. O resultado a seguir estabelece equacdes paramétricas de uma reta r
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passando por z; € z, e estabelece uma condigdo para a colinearidade de trés complexos

Z, Z1, %2.

Proposicao 1. Seja r a reta por z; e zo, entdo qualquer z € r pode ser representado

por:

1 t 21+t2’2
= = ,t € R\ {-1}. 3
P T T T T T V=1 ®)
Além disso,
zZ—z
L eRr 4
zZ9 — Z
P
//,I
Zy » I
t // !
/ ,’,/ ,;

Figura 1: Parametrizacio da reta que contém os complexos z; € 2s.

Demonstracdo. Seja P representado pelo complexo z, se z, z1, 22 € r, entdo oS
vetores z_z{ e &? sdo paralelos, logo existe ¢ € R, tal que z — z; = t(z2 — z) concluindo
(4), por outro lado

A 4 comte R (5)

Z9 — X2
Isolando z em (5) obtemos como resultado a equacdo (3) . O]
O fato que z; # 29 exlcui a possibilidade ¢ = —1 em (5). Para t = 0, z coincide

com 21, e se t — 00, 2 — 29. Valores positivos de ¢ ocorrem entre z; € 2o, enquanto
os valores negativos de ¢ ocorrem para pontos fora do segmento z1z5. O ponto de r no
infinito é caracterizado pelo valor do parametro ¢ — —1. Sendo o dominio o conjunto
dos valoresde t € R\ {—1}.

A equacdo (5) nos mostra que as medidas dos segmentos orientados 2z1 € 222
estdo na propor¢ao de ¢ para 1. Além disso, tendo dois vetores quaisquer 2423 € 2o 2D,
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a equacdo (5) nos induz a definir a “razéo"

ZAZB 2B — A

RCZD 2D — 2C

dentro do conjunto dos nimeros complexos. Observemos que se os complexos z4, z5,
Zc € zZp pertencem a mesma reta, entdo a razdo definida anteriormente serd um nimero
real que expressa uma razio de proporcionalidade entre os segmentos orientados AB e
CD.

Logo, dados z1, z2 e z3 colineares, com z3 entre z; € 29, t € determinado pela
equacgao
23 — 21
—t=———, comt >0 (6)
23 — 22
e, portanto, 0s vetores z1 23 € 22235 possuem a mesma dire¢do. Como a razio anterior é

um ndmero real, tomando o conjugado da razdo segue que

zZ3 — 21 Z3 — 21

Z3— 722 73— 23

Da igualdade anterior, € possivel obter um critério de colinearidade dos pontos z1, 22 €

z3 de uma forma mais simétrica
(2172 — Z122) + (2273 — Z223) + (F123 — 21%3) = 0

ou, ainda, na forma de um determinante, em que o critério de colinearidade € similar ao

mesmo critério no conjunto dos nimeros reais, e se torna:

3.2 Ponto de interseccao de duas ou trés retas

Sejam 7 e s as retas que contém os complexos 21, 23 € z3, 24, respectivamente.

Pela equacao (3) cada reta € dada por:

A + uzo ) . 23+ V24
 1+4u 14w

Para determinar o ponto de intersec¢do, igualamos as expressoes z, € 25

21+ uze . 23 + V2
1+u 14w
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isto é,
(1+v)(21 +uze) = (L +u)(z5 + vzq).
Tomando o conjugado na tltima igualdade, é facil ver, que a equacdo a seguir € vélida:
(14 v)(z1 +uzz) = (1 +u)(z3 + vZ). (7
Pela equacio (6), os parametros v e v no ponto de intersec¢do sdo:
zZ—z Z — Z3

—u = , comu >0 e —v=—— comv > 0,
Z — Z9 Z— 24

em que z representa o ponto de interseccdo das retas r e s, ou seja, quando z = 2z, = 2,

Substituindo os pardmetros v € v na equagdo (7), teremos

)]G - )] - ()]

isolando z na equagdo acima obtemos

(17 — Z1z2) (23 — 24) — (23Z1 — Z324) (21 — 22)
o= (21— 22)(Z3 — Z1) — (21 — Z2)(23 — 24) . ®

Se os vetores z; — 25 € 23 — 24 sdo paralelos, o denominador serd zero, pois teriamos
21— 22 :t(23 —Z4) € Z—ngt(%—a).

Destas duas dltimas equacdes concluimos que
(21— 22)(Z3 —Z1) — (71 — 22) (23 — z2) = 0

e pelo critério de paralelismo a interse¢do acontece em z = 0o, como era esperado.

De forma andloga, se cortarmos a reta que contém os vetores z; — z por uma
terceira que contém z5 — 2 criamos um segundo ponto de interse¢do, cujo lugar
geométrico é dado por

,_ (z172 — Z122) (25 — 26) — (25%6 — Z5%6) (21 — 22)

Y = : €))

(21— 22)(Z5 — %) — (21 — 22) (25 — 26)

Consequentemente, cortando a reta que contém z3 — 24 pela reta que contém
0 vetor z5 — zg criamos um terceiro ponto de intersecdo, cujo lugar geométrico € dado por

» _ (2375 — Z324) (25 — 26) — (2576 — Z526) (23 — 24)' (10)

(23 — 24)(Z5 — Z6) — (Z3 — Z1) (25 — 26)
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Se as trés retas concorrem em um dnico ponto, as expressoes (8), (9) e (10), para

os pontos de intersecdo, devem ser iguais, ou seja, z = 2’ = 2”.

Igualando quaisquer duas equacdes, a solugc@o para a concorréncia de trés retas

pode ser representada pela forma simétrica do determinante:

21 — 22 23 — 24 25 — %6

% Z3—7Za -7z | =0 (1)

Z1%22 — Z1%2  Z3%24 — Z3Z4 2526 — Z5%6

Podemos verificar essa férmula colocando a origem no ponto comum de interse¢ao.

Dessa maneira, as expressoes (8), (9) e (10) se reduzirdo a
z = (2172 — Z122)(23 — 24) — (2371 — Z324) (21 — 22) = 0;

2= (2172 — Z122) (25 — 26) — (25%6 — Z526) (21 — 22) = 0;
oM

2" = (2371 — Z324) (25 — 26) — (25%6 — Z526) (23 — 24) = 0;

respectivamente.

3.3 Algumas definicdes auxiliares

Antes da apresentacdo dos trés teoremas principais, serd necessario a introducéo
outras definicdes que serdo apresentadas a seguir e utilizadas no decorrer do texto,

auxiliando na compreensdo dos teoremas de Menelaus, Ceva e Desargues.

O menor angulo formado pelos vetores z1 23 e 2123, como ilustra a figura 2 abaixo

serd denotado por z5%; 23.

Zy

Z3

zZ

Figura 2: Angulo formado pelos vetores z1 25 € 21 23.

Dados dois pontos A e B, utilizaremos a notagdo AB para o segmento orientado
determinado pelos pontos A e B, ja o simbolo AB é utilizado para o comprimento do
segmento (orientado) A B que é considerado positivo ou negativo se A estd a esquerda
ou a direita de B em alguma orientagdo fixa da reta.
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Denominaremos a reta suporte r de um determinado segmento AB como a reta

que contém tal segmento, como ilustrado na figura 3. Denotaremos por jﬁ areta

suporte do segmento AB.

r

Figura 3: Reta suporte do segmento AB.

As Cevianas de um tridngoulos sdo os segmentos de reta que ligam o vértice do tri-
angulo a reta suporte de seu lado oposto. Desse modo medianas, alturas e bissetrizes sdo
casos especiais. O nome surgiu em homenagem ao engenheiro italiano Giovanni Ceva,
que formulou o Teorema de Ceva. Tal teorema estabelece uma condi¢io necessdria e

suficiente para que trés cevianas sejam concorrentes em um dnico ponto.

Figura 4: Tridngulos em perspectiva

Dizemos que dois tridngulos estdo em perspectiva em relacao a um ponto O se
as retas que unem os vértices correspondentes concorrem em O. Como ilustrado na

figura 4.

3.4 O Teorema de Menelaus

Teorema 1. Seja ABC um tridngulo e P, Q e R pontos sobre as retas suportes dos

segmentos orientados BC, CA e AB, respectivamente, todos distintos dos vértices de
ABC. Entdo:

BP CQ AR

PC QA RB
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se, e sO se, os pontos P, Q e R forem colineares.

A

P B C
Figura 5: Representacdo geométrica do Teorema de Menelaus.
Demonstragdo. Sejam os vértices A, B e C' do tridngulo iguais a z4, zp € z¢, respecti-

vamente. E os pontos P, () e R sobre as retas suportes dos lados BC, C'A e AB, nessa
ordem, iguais a zp, 2¢g € zg. Entdo, pela equagdo (3), temos a existéncia de nimeros

Zp Zg Ze

Figura 6: Representacdo geométrica do Teorema de Menelaus no conjunto dos nimeros
complexos.

reais u, v € w tais que:

zZBp +uz¢ Zo + V24 zZA +wzp

P = 14+u » QT 14+ PR 14w

i

ou seja
Zp — ZB ZQ — ZC ZR — ZA
— v = w =

20— 2p’ zZA—2Q ZB — 2R

De modo que

ZBZP 2CZQ RARR Zp —RZB R2Q —RC ZR — %A

. . = . . = uvw
ZPZC ZQRA ZRZB ZC T Zp ZA T 2Q ZB T 2R
e o teorema de Menelaus pode ser escrito como:
uvw = —1 se, e somente se, 0s pontos zp, zq e zr forem colineares.
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Portanto, basta provar que zp, 2o € zr pertencem a mesma reta, quando vvw = —1

Para isso, verficaremos que o determinante

1 1 1
ZPp 2Q ZR
Zp ZQ ZR
¢é igual a zero se, e somente se, uvw = —1, o que serd feito por operagdes elementares
por colunas na matriz anterior.
De fato, temos:
1 1 1
1 1 1
zp +uz, zo+vza za+wzp
£P 2Q *R | T 1+u 1+wv 1+w
Zp ZQ ZR
ZBp tUzZc 2ZCc T VZA ZA T WZp
1+u 1+ 1+w

Multiplicando a primeira, segunda e terceira coluna por (1 + u), (1 + v) e (1 + w),

respectivamente, obtemos:

) 1 ) 14+ u 14w 1+w
:(1+u)'1+v'1+w zpt+uzc z2oc+vza za+wzp
Zp +uzZc Zc t+VZA ZA+WZp

Portanto, basta mostrar que o determinante

1+u 1+wv 1+w
zpt+uzg z2o+vza za+wzp
zZp tuzc ZzZc +vza zZa+ wzp
¢é nulo, quando uwvw = —1
De fato, substituindo a primeira coluna da matriz anterior por
C’l = C1 — u.Cy + uwv.C3, sendo Cq, Cs e C3 correspondentes a primeira, se-
gunda e terceira colunas, respectivamente, obtemos
1+u 1+wv 1+w
C, = zpt+uzc | —u | zog+vza | +uv | z4+wzp
ZB +uzc Zc +vzZa ZA +wzZp
14
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u—u—uv+uv +uvw + 1
= UZC — UZC — UVZA +UVZA + uvWZB + 2B

| UZC — UZC — UVZA + UVZA + UVWZB + ZB

uvw + 1
= (uwvw + 1)zp

| (wvw +1)zp
Desta forma, teremos:

uvw + 1 1+ 14w
(wvw+ 1)z zo+vza 24+ wzp
(wvw+ 1)z Zoc +wzZa Za+ wzZp

Logo, os complexos zp, zq € zr sdo colineares, quando uvw = —1.

Para a reciproca, devemos verificar que se

14+u 1+ 14+w
zp+uzc 2o +vza za+wzp | =0
Zptuze ZzZo+vza zZa+wzp

entdo uvw = —1. De fato, sejam C1, Cy e Cj3, a primeira, segunda e terceira colunas
da matriz anterior, respectivamente. Substituindo a primeira coluna da matriz por

Cy = Oy — u.Cy + uv.Cs3, obtemos

uvw + 1 14+wv 14+w 1 14+wv 14+w
wwzp + 2 zc +vza z2at+wzp |=(www+1)| 2 2z +vza za+wzp | =0
WWWZB +ZB ZC t+VZA ZA +WZB ZB 2C tvzZAa ZA+wzp
substituindo a terceira coluna da matriz anterior por C3 = —wC + C3 teremos
1 1+v 1+w 1 1+wv 1
(wvw+1)| 26 2c+vza 2za+wzp |=(wvw+1)| 25 2o +vza za |=0
ZB ZC +vZa Za+wzp ZB Zc +vza zZa

Finalmente, realizando as operacdes elementares por colunas na segunda coluna Cy =

—v(C3 + Cy, obtemos

1 14w 1 1 1 1
(wow+1)| 25 2zc+vza 24 |=(wow+1)| 25 2z 24 | =0
ZB ZC +VZa Za ZB ZC ZA

Como z4, 25, z¢ sdo vértices do tridngulo, concluimos que uwvw + 1 = 0 e, portanto,

uvw = —1. O
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3.5 O Teorema de Ceva

Teorema 2. Dado um tridngulo ABC' e pontos P, Q) e R situados respectivamente
sobre as retas suportes dos lados BC, CA e AB, temos que
BP CQ AR

PC QA RB

se, e 5O se, as retas que contém os segmentos AP, BQ e C'R forem concorrentes em um

tinico ponto.

(@l

B P

Figura 7: Representagdo geométrica do Teorema de Ceva.

Demonstragdo. Sejam os vértices A, B e C' do tridingulo iguais a z4, zp € z¢, respecti-
vamente. E os pontos P, () e R sobre as retas suportes dos lados BC, C'A e AB, nessa
ordem, iguais a zp, 2Q € ZR.

De modo andlogo a demonstragdo do teorema de Menelaus, segue das expressoes

Za

Zg Zp Zc

Figura 8: Representagdo geométrica do Teorema de Ceva no plano complexo.

paramétricas de zp, zg € zr que o teorema de Ceva pode ser reescrito como:
Os pardmetros u, v e w satisfazem a relagdo u - v - w = 1 se, e somente se, as retas
suportes que possuem dire¢ées dadas pelos vetores (z4 — zp), (25 — 2q) € (2c — ZR)

sdo concorrentes em um Unico ponto.
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Por (11), basta comprovar que o determinante
ZA — 2P ZB T 2Q ZC — ZR
D= ZA —Zp ZB — 2Q Zc —ZR
ZAZP — ZAZP ZBZQ — ZBXQ ZCZR — ZCZR

é nulo, se, e somente se, uvw = 1.

Temos, que D é igual a

2a zZp + uzc . zo tvza e zpA +wzp
_ 5 T e Bp— —— = a4 e
Jiui JJL 71_;””7

o Zp + uzc o z vVZ o ZA + wzp

ZA— —— ZB — ZC —

1+ u 1+wv 1+ w

. zZB + uzc TZB+UZC . ZC +vza TZc-O-va . ZA +wzp TZA‘FWZB
A —ZA B — ZB -

14+ u 1+ u 1+wv 1+wv c 1+ w c 14w

Multiplicando a primeira, segunda e terceira colunas por, (1 + u), (1 4+ v) e (1 + w),
respectivamente e considerando a transposta, concluimos que basta mostrar que:

(I1+u)za — (2B +uze) (A +uwza— (FB +uze) ((+u)[za(ZFB +uZo) —Za(zp + uzc)]

(I+v)zp — (2¢ +vza) (1+v)zp — (2¢ +vza) (1 +v)[zp(Zc +uza) —Zp(2c +uza))

A+w)zo — (4 +wzp) (1+w)Fe — (Fa +wFp)  (1+u)[20(Fa +uFE) — 76 (24 + uzp)]
¢é nulo.

De fato, combinando uvw = 1 com operacdes elementares por linhas na segunda

linha da matriz anterior, Ly = Lo + v.L; + uwv.L3, em que Ly, Lo e L3 correspondem
a primeira, segunda e terceira linhas, respectivamente, obtemos

(1+wza — (25 +uze) (+wza—EE+uze) (1 +u)(24(FE +uzo) — Za(zp + uz0)]
0 0 0 =0.
(A +w)zo = (24 +wzp) (1 +w)z5 — (Za +wzZp) (1 +u)[z0(Za +uZE) — 2o (24 + uzp))]
O que prova que as retas que contém os vetores (24 — 2p), (2B — 2g) € (2¢ — zRr) s@0
concorrentes em um tnico ponto quando uvw = 1.
Reciprocamente, assumindo que
(I+wza = (zp +uze) (+wza— (EFp+uzo) (+u)(za(FE +uz0) —Za(2p + uz0)]

(1 +v)zp = (20 +v24)  (L+0)Z5 — (26 +vZa) (1 +v) [2p(25 + uZa) — Za(zc +uza)] | =0.
(1+w)ze — (24 +wzp)  (1+w)ZG — (Fa +wZp)  (1+u)[20(Za + uZB) — 25 (24 + uzp)]

Tomando Ly = Ls + vL; + wvLs, em que L1, Ly e L3 correspondem a primeira,
segunda e terceira linhas da matriz anterior. Em seguida, colocando uvw — 1 em evi-

déncia e efetuando operacdes na matriz, andlogas as efetuadas no teorema de Menelaus,

obtemos:
1 zp 7z 1 1 1
(wow—1)1 1 zc zg |=ww—-1)| 25 2o 24 |=0.
1 za Za ZB ZC ZA

Como 24, 2p € z¢ sdo vértices de um tridngulo, temos uvw — 1 = 0, ou seja uvw = 1,

concluindo que as retas suportes que possuem dire¢des dadas pelos vetores (z4 — zp),
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(28 — zq) e (2¢ — zr) sdo concorrentes em um tnico ponto se, e s6 se, uvw = 1. O

3.6 O Teorema de Desargues

T s A . H/ﬁ/<3~
Teorema 3. Se ABC e A’B’C’ sdo tridngulos tais que AA’, e CC" sdo concorrentes

— —
em O, entdo AB N A'B' = {R}, BCNBC = {P} e AC N AT = {Q} sao

colineares.

(s

L2

Figura 9: Representacdo geométrica do Teorema de Desargues.

Demonstracdo. O teorema de Desargues afirma que os lados correspondentes de dois
tridngulos em perspectiva se interceptam em trés pontos colineares, e tal teorema € uma

consequéncia do teorema de Menelaus. De fato, observando que a figura 9 ilustra o

[ X3 »F

(a) (b)

Figura 10: Aplicagdo do Teorema de Menelaus aos tridngulos A'B'O e C'A’O.

Teorema de Desargues, podemos aplicar o Teorema de Menelaus no triangulo A’ B’O,
em que A, B e R sdo pontos colineares sobre as retas suportes dos segmentos orientados
OA’, A’B e B'O, respectivamente. Como destacado na figura 10 (a), desta forma,
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segue do Teorema de Menelaus que:

ZB'ZR RA'ZA RORB
ZRZAT ZAZO ZBZB

=-1 (12)

de maneira andloga, a aplicagdo do Teorema de Menelaus no tridngulo C'A’O , em
que @, A e C sdo pontos colineares sobre as retas suportes dos segmentos orientados
A'C', A'O e OC’, respectivamente. Como ilustrado na figura 10 (b), temos:

ZCIRQ RA'RA ROZC
ZQRA" ' ZAZO .Zch/

= 1. (13)

Finalmente, destacando o tridngulo C'B’O, onde P, B e C sdo pontos colineares
sobre as retas suportes dos segmentos orientados C'B’, B'O e OC’, respectivamente.
Conforme a figura 11 (a), podemos aplicar novamente o Teorema de Menelaus, conse-

guindo:

(@ (b)

Figura 11: Aplicagdo do Teorema de Menelaus aos tridngulos C'B'O e A’B'C".

ZB'ZpP ZC'RC RORB
ZpaCi ZCZ6 ZBZB

= 1. (14)

Multiplicando a equagdo (12) pelos inversos das equagdes (13) e (14), obtemos:

zZp'z ZAZ 2O 2
B'ZR ZAZQ ZC'EP (15)

iRy ‘2QzC" Zpzp

Observe que A’, B’ e C’ sdo vértices do tridngulo A'B’'C’, e que P, R e @ sdo
pontos que pertencem as retas que contém os segmentos orientados B'C’, A'B’ e
A'C’ (lados do mesmo tridngulo), respectivamente, conforme ilustrado na figura 11 (b).
Portanto, a equagdo (15) satisfaz ao Teorema de Menelaus, o que permite concluir que
os pontos P, ) e R sdo colineares. O
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4 Conclusao

Um dos principais motivos que nos despertou o interesse em trabalhar com o
conjunto dos nimeros complexos foi o desaparecimento desse importante contetido na
ementa curricular das escolas de educagdo bésica. Apesar de o presente trabalho ndo
se basear em problemas concretos que abrangem os alunos do ensino médio, ele tem o

intuito de mostrar a vasta aplicabilidade de tal conjunto.

O estudo do conjunto dos nimeros complexos tem desaparecido das salas de aula,
mesmo abrangendo temas como: trigonometria, dlgebra, geometria analitica e plana,
trés dos quatro pilares da Matematica moderna ensinados nas escolas. Contudo, a

extingd@o do estudo dos nimeros complexos nas escolas parece irreversivel.

A Base nacional Comum Curricular (BNCC), que € um documento normativo
para as redes de ensino e suas institui¢des puiblicas e privadas, é referéncia obrigatoria
para elaborag@o dos curriculos escolares e propostas pedagédgicas para a educacao
infantil, Ensino Fundamental e Médio. E esse documento que regulamenta quais sdo as
aprendizagens essenciais a serem trabalhadas para garantir o direito ao desenvolvimento

pleno de todos os estudantes.

Em matemética, a BNCC propde cinco unidades temdticas: nimeros, dlgebra,
geometria, grandezas e medidas e probabilidade e estatistica. Desta forma, pelo menos,
trés desses cinco temas tem relagc@o direta com o conjuntos dos nimeros complexos
e, ainda assim, tem sido abordados de forma puramente algébrica, o que acarreta na
falta de contextualizacdo do conjunto com outras dreas da ci€ncia e da matemética, e no

consequente desinteresse tanto por parte dos alunos quanto dos professores.

Além disso, a grande insisténcia em ensinar apenas o que € cobrado nos vetibulares
e em tornar a educacio mais pratica, também contribui para esse desinteresse. Portanto,
ao contar um pouco da histéria dos nimeros complexos e mostrar como estes podem ser
aplicados em 4reas que envolvem desde o ambito do ensino médio até demonstracdes
de importantes teoremas da Geometria Plana, como os Teoremas de Ceva, Menelaus e
Desargues, este trabalho ratifica a importancia da permanéncia deste contetido em salas

de aula de educacgio bésica.
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