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Resumo

Esse texto apresenta um estudo das curvas regulares nos espagos Euclidianos R",
n = 2,3, sob o ponto de vista da teoria de contato. O contato de curvas com objetos
de referéncia, sendo estes retas e circulos para curvas planas, e planos e esferas para
curvas espaciais, ¢ medido através das singularidades das funcdes altura e distincia ao
quadrado. Mais ainda, ¢ feita uma investigagdo acerca da /R-equivaléncia de func¢des
reais de uma variavel, relacionando-a com a teoria de contato.
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1 Introducao

O estudo de curvas e superficies t€m fascinado matematicos (e ndo matemaéticos!)
ha séculos. No século XVII, no entanto, a investigagdo da geometria desses objetos
recebeu um impulso: o desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral. A partir dai,
mentes brilhantes como Newton, Fermat e Gauss (ja no século XIX) deram enormes

contribui¢des para o que chamamos hoje de Geometria Diferencial.

No entanto, nas décadas de 50 e 60 novas mentes brilhantes lancaram base para
uma pequena revolucdo matemadtica: Hassler Whitney e René Thom. A partir dos seus
trabalhos nascia a Teoria de Singularidades, uma area que estuda e classifica singu-
laridades de aplicagdes diferencidveis e que estende sua influéncia nas mais diversas
dreas: como geometria diferencial, geometria algébrica, topologia diferencial, dlgebra
comutativa e topologia algébrica.

Nas tdltimas décadas, a contribui¢do da Teoria de Singularidades na Geometria
Diferencial é muito significativa, seja na geometria de variedades regulares ou com
singularidades. Em [10] temos um arauto das contribui¢cdes da teoria na geometria de

superficies regulares em R", n = 3,4, 5, com resultados de vérios artigos de renomados
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pesquisadores da drea. Mais recentemente, varios trabalhos tém surgido com aplicacdes
da teoria no estudo de variedades singulares: superficies singulares em R3 (16, 116, [171]),

em R* ([14131), 3-variedades em espacos euclidianos ([2, 4]), entre muitos outros.

O objetivo deste artigo € apresentar uma contribui¢do da Teoria de Singularidades
na Geometria Diferencial de curvas em R", n = 2, 3. Isso € feito através do estudo do

XA

contato dessas curvas com “objetos padrdo”. Tais objetos sdo homogéneos, no sentido
de que, localmente, eles sdo iguais em todos os seus pontos. No caso de curvas em R?
estudaremos o contato com retas e circulos e no caso de curvas em R* com planos e

esferas.

A relagdo entre o contato de subvariedades equidimensionais de uma dada va-
riedade e as KC-singularidades de aplicacdes foi estudada por Mather em [13] (para
a defini¢do e estudo do grupo K, ver [9]). A teoria geral de contato, no entanto, foi

desenvolvida por Montaldi em sua tese de doutorado [14]].

Para o caso de curvas, o contato de curvas com circulos e esferas serd estudado
através do tipo de singularidade da fun¢do distancia ao quadrado e o contato com retas e

planos através do tipo de singularidade da fung¢do altura.

O artigo estd organizado da seguinte maneira. Na Segéo [2] sdo apresentadas
defini¢Ges e resultados acerca da Geometria Diferencial cldssica de curvas em R",
n = 2,3. A Secdo [3]é dedicada a classificag¢do de singularidades de fungdes reais de
uma varidvel. Tal classificacdo é feita através de uma relacdo de equivaléncia, a R-
equivaléncia. O principal resultado desta segdo é o Teorema[3.6] que classifica fungdes
de acordo com a R-equivaléncia. A partir desta classificacdo, sdo definidas as diferentes

classes de equivaléncia que sdo chamadas de singularidades de tipo Ay.

Na Seg¢do[d|estudamos o contato de curvas com objetos dados como imagem inversa
de um valor regular de uma func@o suave. A Proposi¢ao[4.8]fornece condigdes sobre o
tipo de Ag-singularidade das fungdes altura e distdncia ao quadrado para cada ordem
de contato entre uma curva regular e cada objeto padrdo. Finalmente, os Teoremas
@.10]e .12 sumarizam todo o estudo, relacionando o tipo de singularidade das funcdes
altura e distancia ao quadrado com a ordem de contato dos objetos e as condi¢des e

interpretacdes geométricas em cada caso.

Este trabalho € fruto da dissertagdo de mestrado ([[15]) da terceira autora e do
trabalho de iniciacdo cientifica do segundo autor, ambos sob orientacdo do primeiro

autor.

2 Geometria diferencial de curvas

Esta se¢do € dedicada ao estudo de curvas parametrizadas diferencidveis em R"”,
n = 2, 3. Para mais detalhes, sugerimos ao leitor as obras [[7, |8, [12, [18]].
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Uma curva parametrizada diferenciavel de R", n = 2,3, é uma aplica¢do

diferenciavel « de classe C'™ (suave) de um intervalo aberto I/ C R em R"™:

a: ICR — R"
s — als) = (a1(s), ..., an(s)).

A varidvel s é chamada de parametro da curva e o seu trago é o subconjunto de R"
{a(s) € R™": s € IT}. O vetor &'(s) = () (s),...,al,(s)) é chamado vetor tangente
a «em s. A curva « € dita regular se o’ (s) # 0, para todo s € I. Se « é regular, a sua
reta tangente em s = s € a reta que passa por (o) € tem diregdo o’ (o).

Sejam [ e J intervalos abertos de R, « : I — R", n = 2,3, uma curva regular
e h : J — I um difeomorfismo. A composta f = a o h : J — R™ é chamada de
reparametrizacdo de o por h: uma curva regular que possui o mesmo traco de a.. A

fung@o h é chamada de mudanca de parametros.

Se o : I — R"™ é uma curva regular, dizemos que estd parametrizada por
comprimento de arco (ppca), se para todo s € I, temos ||o/(s)|| = 1. Esta condig¢do
¢é bastante forte e parece ser restrita. No entanto, toda curva regular admite uma
reparametrizagdo, ou seja, uma mudanga de coordenadas em seu dominio, de tal modo

que neste novo sistema de coordenadas a curva estd ppca (ver [18} p. 40, 58]).

Exemplo 2.1. Seja r > 0 um niimero real. A curva regular ppca o : R — R? dada por

s s
afs) = (rcos — + g, 7sen — + y0>
T T

tem como trago a circunferéncia centrada em (x, yo) e de raio r.

Para cada ponto de uma curva regular o : I C R — R", n = 2, 3, podemos definir
uma base ortonormal positivamente orientada. O conjunto de tais bases € chamado
de Referencial de Frenet-Serret. O tratamento para curvas em R? e R serd feito

separadamente.

Cason = 2: Sejaa : I C R — R? uma curva regular ppca. O vetor tangente
unitario de @ em s € o vetor t(s) = o/(s). Denotamos por n(s) o vetor normal
unitario de « em s, obtido rotacionando o vetor t(s) em um angulo de /2 no sentido
anti-hordrio. O conjunto {t(s),n(s)} define, para cada s, uma base ortonormal positiva

para R2.

Uma vez que (t(s),t(s)) = 1, temos (t'(s), t(s)) = 0, e consequentemente,
t'(s) = k(s)n(s), ()

para uma fungdo «(s), chamada de curvatura de « em s. De maneira andloga, como
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(n’(s),n(s)) = 0, derivando a expressdo (t(s),n(s)) = 0, obtemos
n’(s) = —k(s)t(s). )

Mais ainda, da expresséo (I)), obtemos uma férmula explicita para o cdlculo da curvatura:

K(s) = (£'(5),n(s))- 3)
As equagdes (1) e (2) sio chamadas de Férmulas de Frenet-Serret para curvas em R

Exemplo 2.2. Seja « a curva do Exemplo Os vetores tangente e normal unitdrios

sao dados por

S

s s s
t(s) = (fsenf,cos f) en(s) = (f cos —, fsenf) .
r r r

r

Portanto, a curvatura da circunferéncia de raio r € dada por

Em [[18| p. 46] sdo dadas férmulas explicitas para o cdlculo da curvatura e dos
vetores tangente e normal unitdrios para uma curva regular qualquer.

Se o : I — R? é uma curva regular tal que (s) # 0 para todo s, a quantidade

1
p(s) = o)l ¢é denominada raio de curvatura de « em s. O circulo de raio p(s) e
k(s

centro ¢(s) = a(s) + n(s) é chamado circulo osculador ¢ c(s) é dito centro de

1
K(s)
curvatura. Seja a ppca com k(s) # 0 para todo s. Variando o pardmetro s, o centro de
curvatura c(s) descreve o trago de uma curva 3 : I — R?, chamada de evoluta de o,

dada por

B(s) = a(s) + ——=n(s) “)

Em [[7] os autores fazem um estudo sobre a geometria da evoluta, relacionando-a
com a da curva que a origina. Este estudo também pode ser encontrado em [5], que

apresenta belos resultados em forma de exercicios.

Exemplo 2.3. [7, p. 25] Seja « : I — R? uma curva regular (nio necessariamente
ppca) tal que (s) # 0 para todo s € I, entdo a evoluta de o é a curva 3 : I — R? com
em (@), onde

1" ’ /

K(S) — -z (S)y (3) +z (S) (S) e 1’1(5) —

(z'(s)* +4'(5)%)
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Em particular, considere a elipse a(s) = (acoss,bsens),s € R, onde a # b.

Entao,

ab

(a2 sen? s + b2 cos? s)2

k(s) =

€ a curvatura de o em s, e portanto

COos™ s, — sen- s

5(5)<a2_b2 3 a2_b2 3 >

€ uma parametrizacio de sua evoluta, que chamamos de astroide.

a

Cason = 3: Seja v : I C R — R® uma curva parametrizada regular ppca. O
vetor t(s) = a’(s) é o seu vetor tangente unitario em s. A curvatura de o em s é

dada por

k(s) =[It"(s)]l- )

Quando k(s) # 0, para todo s € I, definimos o vetor normal unitario por

Dessa forma,

£/(s) = k(s)n(s). ©)

O vetor unitdrio b(s) = t(s) x n(s) é chamado de vetor binormal unitario de o em ¢
e o conjunto {t(s),n(s), b(s)} forma, para cada s, uma base ortonormal positiva para
o espaco R?. E possivel mostrar que o vetor b’(s) é paralelo a n(s), e assim

p'(s) = 7(s)n(s), ()
para uma func@o suave 7(s), chamada de tor¢do de o em s. Célculos nos mostram que
n'(s) = —k(s)t(s) — 7(s)b(s). (3)

As equagdes (6)), (7) e (8) sdo chamadas de Férmulas de Frenet-Serret para curvas
em R, Cada par de vetores no referencial {t (s),n(s),b(s)} gera um plano passando
por «(s). Os vetores t(s) e n(s) geram o plano osculador; t(s) e b(s) geram o plano

retificante, e por fim n(s) e b(s) geram o plano normal.

Exemplo 2.4. Dada a hélice circular ppca (ver Figural[T) definida por,
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S s 4s
a(s) = (6cos 10° 6 sen 0° 5 ) ,s € R,

o triedro de Frenet, a curvatura e a tor¢do de o em s serdo, respectivamente:

t(s) 3se > 3COS s 4 (s) ( cos — sen — 0)
=|—-=-sen—, —cos—, = |, n(s) = (—cos— , —sen —
) 1075 1075)° 10’ 10’ ’

Figura 1: Hélice circular do Exemplo[2:4]

3 Equivaléncia de fungoes reais

Nesta se¢@o definiremos a R-equivaléncia: uma relagdo de equivaléncia no con-
junto de fungdes reais definidas em uma vizinhanca de um ponto sy € R. A partir das
classes de equivaléncia geradas por essa relacdo, serd possivel obter uma classificacdo

para funcdes reais.

Seja sg € R. Denotamos por f : (R, sy) — R uma fungéo definida em alguma
vizinhanga de sg. Neste caso, dizemos que duas fung¢des sdo iguais se elas coincidem em
alguma vizinhanca (possivelmente menor) de sg. Essa igualdade define uma relacio de

equivaléncia no conjunto de funcdes definidas em uma vizinhanga de syo. Chamamos as
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classes de equivaléncia de germes em sg (para mais detalhes, ver [9]). Quando também

desejamos fixar a imagem de s, escrevemos f : (R, sg) — (R, p), onde f(sp) = p.

De agora em diante, ao nos referirmos a um germe f : (R, sp) — R como uma

fun¢@o, nos referimos a um representante da classe de equivaléncia de f.

Definic¢do 3.1. Sejam f; : (R, s1) = Re fo: (R, s2) — R fungdes suaves. Dizemos
que f1 em s; é R-equivalente a f> em sy se existem intervalos abertos V; C R tais
que s; € V;, i = 1,2, um difeomorfismo h : V7, — V5 e uma constante c tais que
h(s1) = sz e fi(s) = fa(h(s)) + ¢, paratodo s € V;.

Dessa forma, a fun¢do f;, em uma vizinhanga de s;, € obtida de f5, em uma
vizinhanga de s, através de uma mudanca de coordenadas e da adi¢do de uma constante

¢ = f1(s1) — f2(s2), de modo que o diagrama a seguir seja comutativo.

Vi 1 R

hl J{;c—m—c

Vs —25 R

Observacao 3.2. A R-equivaléncia é uma relacéo de equivaléncia, pois é:

(1) Reflexiva: f; em s; € R-equivalente a si mesma, basta tomar h como a fung¢do

identidade h(s) = s como mudanga de pardmetro e ¢ = 0. Assim, fi(s) =

fi(h(s)) + ¢

(i) Simétrica: Temos que se f; em s; € R-equivalente a fo em so, entdo existe um
difeomorfismo A, onde h(s1) = sz e f1(s) = fa(h(s)) + ¢, ¢ € R. Uma vez que
h é difeomorfismo, existe h ™", tal que h™*(s2) = 51 e fa(s) = fi(h'(s)) —c.

Portanto, f5 em s, é R-equivalente & f; em s1;

(iii) Transitiva: Se f; em s; é R-equivalente a fy em so, € esta tltima é R-equivalente
a f3 em s3, entdo existem difeomorfismos hy e ho tais que f1(s) = fa(h1(s)) + ¢
e fa(s) = f3(ha(s)) +d, c,d € R. Logo, fi(s) = f3(h(s)) + (c + d), com
h = hs o hy difeomorfismo. Portanto f; em s; é R-equivalente a f3 em s3.

Exemplo 3.3. Seja k € N. Temos que fi(s) = s* em s; = 0 e faos) = —s" em

s9 = 0 sdo R-equivalentes se, e somente se, k € impar. De fato, de acordo com a
Deﬁnigéo f1 € R-equivalente a fy em s; = s = 0 se, e somente se, existe um
difeomorfismo h definido em uma vizinhanga de 0 tal que h(0) = 0 e f1(s) = f2(h(s))
(note que ¢ = f1(0) — f2(0) = 0). Logo, s* = —(h(s))", e esta tiltima igualdade s6 é
satisfeita para k impar, pois caso k seja par, s = h(s) = 0 seria a tnica solugdo. Dessa
forma, a equivaléncia existe se, e somente se, k é impar, e neste caso h(s) = —s. No

entanto, f1(s) = s>em s; = 1 e fo(s) = —s® em so = 1, sio R-equivalentes: basta

tomar h(s) = /2 —s2ec=2.

Revista de Matemadtica de Ouro Preto 2022 47



RMAT: v.3 pp:48{63]2022 Universidade Federal de Ouro Preto

Lema 3.4 (Lema de Hadamard). Seja f : (R, so) — R suave, e suponha f")(s) = 0
para todo 1 < p < k. Entfo, existe uma fungdo f1 : (R,s9) — R tal que f(s) =
f(s0) + (s — 50)*"! f1(s) para todo s em alguma vizinhanga de so. Mais ainda, se
FE (s0) # 0, entdo f1(so) # 0.

Demonstragdo. Iniciaremos a prova com o caso particular so = 0 e f(sp) = 0. Para
tanto, considere a funcdo suave F' : (R,0) — R tal que F®P(0) =0, 1 < p < k.
Queremos mostrar que F'(s) = F(sq) 4 (s — s0)* 1 F1(s), ou seja, F(s) = s* 1 Fy (s),

para F; suave e para todo s em uma vizinhancga de 0. Faremos a prova por inducio
sobre k. Para k = 0, temos F'(0) = 0 e buscamos F'(s) = sFj(s). Pelo Teorema
Fundamental do Calculo, temos

/ %F(su)d = F(s) — F(0) = F(s),
0

portanto,

1 1
/ — F(su)du —/ sF'(su)du = s/ F'(su)du,
0 0

de onde podemos tomar F7 (s / F’(su)du, suave, como querfamos.

Para mostrar que Fy (0) # 0 se F'(0) # 0, suponha, por absurdo, que F}(0) = 0.
Temos,
1 1
Fi(0) = / F/(0)du = F’(O)/ du = F'(0) =0,
0 0

o que € uma contradicdo. Isso finaliza a prova para k = 0.

Suponhamos o resultado vélido para k > 0O e F(p)(O) =0,paral <p<k+1.
Pelo caso k = 0, temos F'(s) = sF5(s). Derivando repetidamente esta tltima expressao,
obtemos:

F®)(s) = pFP(s) 4+ sFP(s), 1<p<k+1.

e, portanto, FQ(p )(O) = Oparal < p < k. Aplicando a hipétese de indugdo
para F,, temos que Fp(s) = s*1Fy(s), para alguma funcio F). Dessa forma,
F(s) = s"2F,(s). Para a segunda parte, derivando F e considerando sy = 0, te-
mos F*+1(0) = (k + 1)!Fy(0) e como (k + 1)! # 0, temos que se F*+D(0) £ 0
entdo F1(0) # 0, finalizando a prova para sg = 0.

Para o caso geral, o desenvolvimento segue de modo andlogo, bastando considerar s
em uma vizinhanga de s¢. Para tanto, seja F'(s) = f(s+s0)—f(so). Como F®)(0) = 0,
paral < p < k, segue que F(s) = s*"1F|(s). Logo f(s + so) = f(so) + s*T1F\(s),

onde s + s estd em uma vizinhanga de sg.
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Fazendo s + sg = u, § = u — 5o, temos f(u) = f(so) + (u — s0)* T Fy (u — s0),
e assim, f(u) = F1(u — sq). Logo, f(u) = f(s0) + (u— s9)**1 f1(u), onde fazendo

1 = § a prova segue com 0s mesmos argumentos usados no caso particular. O

Exemplo 3.5. Para f(s) = s +5% e 59 = 0,temos f(0) = f/(0) = 0e f”(0) =2 # 0.
Assim, pelo Lema de Hadamard, f(s) = s®fi(s), onde fi(s) = (1 + s), em uma

vizinhanga de sy = 0.

O seguinte teorema é o principal desta se¢do. Nele, € apresentada uma classificagcido
de fungdes reais segundo a R-equivaléncia, fornecendo formas normais polinomiais

para as distintas classes de equivaléncia.

Teorema 3.6 (Classificacdo de fungdes). Sejam f : (R,sp) — R suave e & > 0.
Suponha que f)(sg) = 0 paratodo 1 < p < k, e que f*TV(sy) # 0. Entdo f é
R-equivalente 2 g : (R,0) — (R, 0) definida por g(s) = +s"*1, sendo o sinal positivo

k+1)(

quando f! 50) > 0 e o sinal negativo quando f*+1)(s0) < 0.

Demonstragdo. Defina a fungdo h(s) = (s — so)(ifl(s))ﬁ, onde f; é tal que
f(s) = f(s0)+ (s — s0)**1 f1(s), dada pelo Lema(Hadamard) e o sinal é 0 mesmo
de f1(so). Observe que h(sgp) =0e

W (s) = (£f1(s)) 7 + (s - So)ﬁ(ifl(s))ﬁ_l7

de modo que h/(sg) = (j:fl(so))k%1 # 0. Assim, h é um difeomorfismo em uma
vizinhanga de so. Note ainda que f*+) (s0) = (k + 1)!f1(s0), e uma vez que (k + 1)!
é sempre positivo, o sinal de f*71)(s() coincide com o sinal de f1(sg).

Temos que para g como no enunciado,

g(h(s)) = |(s = so)(Efuls)=T| = (s —s0)" T fils).

1 :|k7+1

Como f1(s) = W, segue que g(h(s)) = f(s) — f(so), ou seja,

f(s) = g(h(s)) + f(s0),
sendo ¢ = f(sp). Logo, f(s) em sy é R-equivalente & g(s) em 0. O
Exemplo 3.7. A funcdo f(s) = s> + s do Exemploé R-equivalente, em sq = 0, a

g(s) = 5% em 0.

Como consequéncia do Teorema a fungdo suave f : (R,s9) — R é R-
equivalente 2 =5 se, e somente se, [P (so) =0paral <p < ke fFt(s) £ 0.

Neste caso e no decorrer do restante do artigo, quando nfo explicitamos o ponto em
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que ocorre a equivaléncia, fica implicito que se trata de s; = 0. Essa equivaléncia nos
permite enunciar a seguinte defini¢do, que nomeia as classes de equivaléncia segundo a

‘R-equivaléncia.

Definiciio 3.8. Seja f : (R, sg) — R R-equivalente a +s"1. Neste caso, para k > 0,
dizemos que f tem uma singularidade do tipo Aj; ou uma singularidade A; em s;.
Mais ainda, dizemos que f tem singularidade do tipo A, quando f® (s¢) = 0 para
1<p<k.

Uma pergunta natural que surge € a seguinte: toda funcdo f possui singularidade do
tipo Ay, para algum k? Para que isso ocorra, é necessario que a derivada de f de alguma
ordem seja ndo nula. Se f é uma funcdo analitica, dada por uma série de poténcias

convergente

F(s) =D ap(s —s0)",
p=0

basta tomar o menor p tal que a, nio se anula e, assim, f teria singularidade do tipo
Ap_1. No entanto, nem todas as fungdes suaves sdo analiticas, como ilustrado no

exemplo a seguir.

Exemplo 3.9. Considere a funcio real

1

e s, §>0
S) =
={ 0

Vamos mostrar que f (®) (0) = 0 para todo p € N. Faremos a prova por indugéo em p.
Para p = 0, é imediato que f(*)(0) = £(0) = 0. Suponha que para um determinado p,
tenhamos f (P) (0) = 0. Vamos mostrar que isso vale para isso vale para p + 1.
, ®(g) — £ (p)
7 (0) = (19(5)) (0) = timg T IO g T,

5—0 S 5s—0 S

Para s < 0, sabemos que f = 0, dessa forma suas derivadas de todas as ordens sdao
1 1
nulas. Para s > 0, podemos escrever f)(s) = Qp11 <) e” =, onde Qpt1 € um
s
“polindmio” de grau p + 1. Logo,
(p) efé 1
FP) o Q)

s—0+ S s—0t s s—0+t es Uu—00 e

Portanto, f ndo € analitica e ndo possui singularidade do tipo Ay para nenhum k.
Fungdes como a deste exemplo sdo chamadas funcdes flat. A Figura[2]ilustra o grafico
de f.
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08

06

. e s, s>0
S) =
/() 0, § <0 s

02

-02

-0.4

Figura 2: Gréfico da fun¢do do Exemplo[3.9]

4 Teoria de contato

Nesta secdo, nosso objetivo € obter informagdes sobre a geometria de curvas
através do estudo de seu contato com “objetos padrdo”. Dada uma curva em R?,
por exemplo, podemos estudar seu contato em um determinado ponto com quaisquer
curvas que passem por esse ponto. No entanto, é bastante intuitivo olharmos para
o contato com retas e circulos. Tais curvas possuem um bom comportamento, uma
vez que suas curvaturas sao constantes: nula e inversamente proporcional ao seu raio,

respectivamente.

Para curvas em R, vamos olhar seu contato com superficies de bom comporta-
mento: planos e esferas, que por sua vez também possuem um apelo geométrico bastante
intuitivo. Em [I8] p. 97], a autora investiga o contato entre curvas regulares em R?,
focando no contato com retas e circulos, no entanto com uma abordagem diferente

daquela que sera dada aqui.

A abordagem que daremos para o estudo do contato de curvas serd baseado no
apresentado em [5 p. 18]. Seja F' : R™ — R uma aplicagdo diferencidvel e suponha
que 0 € um valor regular de F', isto é, ndo existem pontos criticos no nivel 0, ou seja, se
F(z) =0, entdo VF(z) # 0 (ver [111 p. 89]). Entdo, o conjunto

F7Y0)={zr €eR": F(x) =0}
€ uma hiperficie (ver Teorema 3 em [11]). Quando n = 2, temos que F’ -1 (0) é uma
curva regular e quando n = 3, F~'(0) é uma uma superficie regular.

Exemplo 4.1. Sejam v = (v1,...,v,), p= (P1,.-.,Pn) € R” taisque v # p,v # 0
e F': R" — R é uma fungio.
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() Se F(z) = ||z — v||* — |[v — p||*, onde 2 = (21, ...,z,), entdo 0 & valor regular
de F pois VF(z) = 2(x1 — v1, ..., 2, — v,) = 0 se, e somente se, z; = v;, para
todo ¢ € {1,...,n}, mas neste caso F'(v) # 0. Quando n = 2 (respectivamente,

n=3) F! (0) é o circulo centrado (resp. esfera centrada) em v passando por p.

(i) Se F(x) = (x —p,v),comx = (21,..., %), 0 também & valor regular de F’ pois
VF = v # 0. Neste caso, quando n = 2 (respectivamente, n = 3), F*I(O) éa

reta (resp. plano) passando por p ortogonal a v.

Defini¢do 4.2. Seja v : [ — R", n = 2,3 uma curva regular e F' : R" — R uma
aplicacdo diferencidvel tal que 0 é um valor regular. Dizemos que o ¢ F~*(0) tem

contato de ordem k em s = sy (ou em p = «(sp)) se a fungéo suave
g(s) = F(a(s)) = F(ai(s),...,an(s)) )
satisfaz ¢ (s9) = 0, parai € {0,...k — 1} e g (s9) # 0. Dizemos que o contato é

ordem pelo menos  se retirarmos a condicio g*) (sq) # 0.

Exemplo 4.3. Considere as curvas regulares a(s) = (s,coshs), s € R, e F~(0),
1
onde ' : R?* — R, é tal que F(z,y) = 5:52 —y + 1. Podemos verificar que em sg = 0

elas possuem contato de ordem 4 (ver Figura 3).

(s, cosh s)

1,
—r —y+1=0
2 Yy

1
Figura 3: Contato entre as curvas a(s) = (s,cosh s) e §x2 —y+1=0emsy=0.

Teorema 4.4. Sejam « : [ — R™, n = 2,3, uma curva regular e F' : R® — R uma
aplicagdo diferencidvel tal que 0 é um valor regular. Entdo, o e F~!(0) tem contato
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de ordem k£ > 0 em sg se, e somente se, a funcdo ¢ = F o a (como em @)) tem

singularidade do tipo Aj_1 em sg.

Demonstragdo. De acordo com a Deﬁnigﬁo «e F~1(0) tem contato de ordem k

em sg se, e somente se, a funcdo g = F' o v satisfaz as seguintes condi¢des:

/

g (s0) = ... = g" V(so) = 0e g™ (s0) #0.

No entanto, pela Definigao [3.8] isso é equivalente a dizer que a fungéo g tem singulari-

dade do tipo Aj_1 em sg.

O

Exemplo 4.5. Vamos estudar o contato do grifico da funcio f(s) = s* e o eixo
coordenado z na origem. Para tanto, tome a(s) = (s,s"),comk € Ne F(z,y) = y.

Assim, g(s) = F(a(s)) = s* e, consequentemente,

/ "

g (s)=ks"1 g (s) = k(k —1)s"72,... g(s)®) =k

Substituindo em sg = 0, temos que g tem singularidade A _1, e portanto, o contato

k

entre o grafico da fungdo f(s) = s" e o eixo coordenado x na origem é de ordem k.

O préximo resultado nos garante que a ordem de contato entre uma curva regular
a: I — R", n =2 3eahiperficie F~(0) C R" em sy é 0 mesmo que o de uma
reparametrizagio 3 = (ao h) : J — R, (h : J — I mudanca de pardmetros) e F'~*(0)
em h™!(sy) = uo. Note que da Definico o contato de a e F~1(0) é dado pelo
ndmero de derivadas nulas da fungio g, = f o . O contato de e F~* (0), por sua

vez, serd medido pelas derivadas nulas de gg = F o f = F o (o h) = g 0 h.

Proposicio 4.6. [3 p. 26] Sejam g : I — R como em (9), & : J — I um difeomorfismo
com so € I e h™'(s9) = ug. Entdo ¢V (sg) = 0 parai € {1,...,k} se, e somente se,
(goh)®(ug) =0paraie {1,...,k}

Demonstra¢do. Da Regra da Cadeia, sabemos que (g o h)'(u) = g¢'(h(u))h (u).
Aplicando-a repetidamente, obtemos:

onde h(u) depende das derivadas da mudanga de pardmetros h. Dessa forma, se
g9 (h(ug)) = O parai € {1,...,n}, entdo (g o h)™ (uy) = 0. Logo, fazendo n variar
de 1 até k, temos mostrada a ida. Para a reciproca, basta aplicar novamente a Regra da
Cadeia parag = (goh) o h™". O
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Definicao 4.7. Sejam o : I — R", n = 2,3 uma curva regular e v € R™ um vetor ndo

nulo.

(i) A funcao distancia ao quadrado de « a v € a fungéo

fd: I — R
s Ja(s) = |la(s) = vl|* = {a(s) — v, a(s) — v).

(ii) Se v € unitario, a funcao altura de « na direcio v € a fungdo

fh:I—)R

s — fn(s) = (afs),v).

Note que a fungdo altura f3,(s) = (a(s), v) recebe tal nome pois mede a distancia
de a(s) até da reta (n = 2) ou do plano (n = 3) passando pela origem e ortogonal ao

vetor v. Tendo sua representacdo geométrica conforme a Figura 4]

a(s)

{ar(s), )

Figura 4: Funcio altura.

A proposi¢do a seguir mostra que o tipo de Ag-singularidade da fun¢do distancia
ao quadrado mede o contato de curvas com circulos e esferas, enquanto que o da funcio
fun¢do altura mede o contato com retas e planos.

Proposicio 4.8. Sejaa: I — R", n = 2,3, uma curva regular.

(i) A curva « tem contato de ordem k, em s = sy, com o circulo (n = 2) ou com a
esfera (n = 3) de centro v € R", passando por a(sg), se, e somente se, a fungdo

distincia ao quadrado fy de o a v tem singularidade do tipo Ax_1 em sg.
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(i1) A curva « tem contato de ordem k com a reta (n = 2) ou com o plano ortogonal a
vem s = sg (n = 3) se, e somente se, a funcdo altura f de « na dire¢io de v tem

singularidade do tipo Ax_1 em so.

Demonstragdo. O circulo (resp. esfera) de centro v € R", passando por a(sg) e a
reta (resp. plano) ortogonal 3 v em s = sg sdo dados pelas equacdes F~*(0), onde
F : R™ — R é dada, respectivamente, por:

2 2
F(z) =z —v|” = [la(so) —v[” e F(z) = (z — also),v)
comz = (z1,...,2,) (ver Exemplo . Dessa forma, as fungdes g = F' o «,

9(s) = llas) = v[|* = la(s0) —v|* e g(s) = (als) — a(s0), )

medem os contatos de v com os respectivos conjuntos F~'(0) em s = 5. Note,
finalmente, que determinar o nimero de derivadas da fungdo g(s) = [|a(s) — v||* —
la(so) — v||* que se anulam em s = so, ou seja, determinar os tipos de Aj-
singularidade de g, € equivalente a determinar o niimero de derivadas da fung@o distancia
ao quadrado fy(s) = ||a(s) — v||* = (a(s) — v,a(s) — v) que se anulam no mesmo
pardmetro, uma vez que o fator constante — [|a(so) — v||* ndo interfere. De maneira
andloga, o nimero de derivadas da funcdo g(s) = (a(s) — a(sp),v) e da fungdo
altura f5(s) = (a(s),v) que se anulam em s = s é o mesmo. O resultado segue

imediatamente do Teorema[4.4] O

E natural que o contato de curvas com circulos e esferas me¢am o quéo “arredon-
dada” uma curva €, enquanto o contato com retas e planos, o quao “achatada” uma curva
€. No caso de curvas planas, existem nomes especiais para pontos que sao especialmente

arredondados ou achatados.

Defini¢io 4.9. Sejam o : I — R? uma curvae p = a(sg).

(i) Dizemos que p é um vértice ordinario (respectivamente degenerado) se existe

um circulo que possui contato de ordem 4 (resp. pelo menos 5) com « em sg;

(ii) Dizemos que p é uma inflexdo ordinaria (respectivamente degenerada) se existe

uma reta que possui contato de ordem 3 (resp. pelo menos 4) com « em sg.

Os proximos resultados sumarizam todo o estudo acerca do contato de curvas com
circulos, retas, planos e esferas, relacionando-o com as singularidades das fung¢des altura
e distincia ao quadrado. Mais ainda, apresentam condi¢des geométricas sobre a curva

para que cada ordem de contato ocorra.

Teorema 4.10. Sejam o : I C R — R? uma curva ppca e v € R? um vetor.
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(i) A Tabela [I] apresenta condigdes geométricas sobre a curva « e o tipo de Ay-
singularidade da funcdo distidncia ao quadrado para que tenhamos contato de

ordem até 5 entre « e o circulo centrado em v, passando por a(s).

Singularidade  Condicao Interpretagdo geométrica

Ay v=oa(s) = An(s), AeR v pertence & reta normal & ¢z em s € 0
contato de o em s com qualquer circulo

com centro em n(s) é de ordem 2.

1
Ay v =a(s) + ——n(s), O tdnico circulo passando por o com
K

k(s) #0 contato de ordem 3 com a

curva em s € o circulo osculador.

1
As v=a(s) + ——=n(s) O circulo osculador tem contato
K

0 de ordem 4 com avem s e

« tem um vértice ordindrio em s.

1
Ay v=oas)+ ﬁn(s) O circulo osculador tem contato
K\S

k(s) #0,x'(s) =k"(s) =0 deordem5comaemsea

tem um vértice degenerado em s.

Tabela 1: Fungio distdncia ao quadrado para curvas em R?.

(i) Suponha v unitdrio. A Tabela 2] apresenta condi¢des geométricas sobre a curva a e
o tipo de Aj-singularidade da fungdo altura para que tenhamos contato de ordem

até 4 entre « e a reta ortogonal & v, passando por «(s).

Singularidade  Condi¢do Interpretagdo geométrica

Aq t(s) Lo A reta tangente ¢é a tinica que tem

contato de ordem (pelo menos) 2.

Ao k(s) =0 o possui uma inflexao ordindria em s e

contato de ordem 3 com a reta tangente.

As k(s) = K'(s) =0 « possui uma inflexdo degenerada em s e

contato de ordem 4 com a reta tangente.

Tabela 2: Fungio altura para curvas em R

Demonstracdo. A demonstracao deste resultado € feita aplicando as Férmulas de Frenet-
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Serret para curvas planas e estabelecendo as condigdes para diferentes ordens de contato

da curva com circulos e retas.

(i) Para o contato com circulos, estudaremos os tipos de Ag-singularidade da funcio

distancia ao quadrado fy(s) = [|a(s) — v]||*.

o fi(s) = 2 (t(s),a(s) — v). Dessa forma, f;(s) = 0 se, e somente se,
a(s) —v = An(s) (A € R). Ou seja, v pertence a reta normal & « em
s. Sendo assim, o contato de a (em s) com qualquer circulo cujo centro
pertence a reta normal da curva é de ordem pelo menos 2, e neste caso fy tem
singularidade do tipo A>1, sendo exatamente A; se o contato for exatamente

de ordem 2.
o fl(s) = k(s){n(s),a(s) —v) + 1. Temos f};(s) = f(s) = 0 se, e somente
1
se, a(s) —v = —Zgz), k(s) # 0. Sendo assim, v = «a(s) + @n(s)
Portanto, o tinico circulo passando por a(s) que tem contato de ordem pelo

menos 3 (fy com singularidade A>2) com a curva em s € o circulo osculador.

(s) = K/ (s)(n(s), a(s) — v) — k(s)*(a(s) — v, t(s)). Neste caso, temos

fh(s) = fi(s) = f'(s) = 0 se, e somente se, x'(s) = 0, k(s) # 0e
v=a(s)+ @n(s)
V() = (5(5) = K ()%)(n(s), a(s) = v) = Br(s)r'(5)(a(s) = v, £ (s)) —

#(s)?. Finalmente, para obtermos f}(s) = f(s) = fi'(s) = 54)(5) =0,

ﬁn(s), k(s) # 0eK'(s) =

L]

L]

¢ necessdrio e suficiente que v = «(s) +
k"(s) = 0.

(ii) Para o contato com retas, estudaremos os tipos de Ay-singularidade da fung¢do
altura f3,(s) = (a(s),v).

o f1.(s) = (t(s),v). Temos que f;(s) = 0 se, e somente se, t (s) € ortogonal
a v, ou seja, n(s) = +v. Logo, a reta tangente & « em s € a Unica reta que
tem contato de ordem pelo menos 2 com a curva no ponto. Neste caso f; tem

singularidade do tipo A>1.

o f/(s) = k(s)(n(s),v). Dessa forma, f; (s) = f}'(s) = 0 se, e somente se,

k(s) = 0, uma vez que n(s) = twv.
« J(s) = #(s)(n(s),v). Neste caso, fi(s) = fi(s) = fi'(s) = O ses e

somente se, k(s) = k'(s) = 0.

O

Exemplo 4.11. Considere a elipse do Exemplo coma = 2eb = 1. Assim,
9sin (2s) w

a(s) = (2cos s,sen s). Temos que '(s) = — . Tomando sy = 7 °
(1+3sin’s)

5
2
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2
circulo osculador Cjy passando por a(so) = (V2, =), centrado em vy = a(sg) +

2
1 3 3 1 4410
——n(sg) = (—=,———=) eraio —— = ——— tem contato de ordem 3 com
k(s0) 427 22 K (s0)] 25

a elipse em s pois ' (sg) # 0. Tomando s; = m, o circulo osculador C; passando
1
por a(s1) = (—2,0), centrado em v; = «a(s1) + ——=n(s1) = (—=,0) e raio
K(s1) 2
1
ls1)] =3 tem contato de ordem 4 com a elipse em s; pois £'(s1) = 0. A evoluta
K{(S1
3
desta elipse € o astroide parametrizado por 3(s) = (5 cos® s, —3sen® 5), dado como o

lugar geométrico dos circulos osculadores de a.. A Figura[3]ilustra os tragos da elipse «,

de sua evoluta 3 e os circulos osculadores em sg € s1.

Figura 5: Elipse, circulos osculadores e evoluta do Exemplo .11}

Teorema 4.12. Sejam o : I C R — R uma curva ppca tal que (s) # 0, para todo s e

v € R? um vetor.

(i) A Tabela 3] apresenta condig¢des geométricas sobre a curva « e o tipo de Aj-
singularidade da funcao distdncia ao quadrado para que tenhamos contato de

ordem até 4 entre « e a esfera centrada em v, passando por a(s).
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Singularidade  Condicao Interpretagdo geométrica

a(s) — v estd contido no plano normal,
Ay t(s) La(s)—v v=a(s)+ An(s) + ub(s),com \, x € R.
Toda esfera centrada no plano normal tem

contato de ordem 2 com « em s.

1 1
Ay A= o0 Toda esfera centrada em v = «(s) + Ws)n(s) + ub(s)
tem contato de ordem 3 com o em s.
Se 7(s) # 0, a esfera osculadora de centro
!/
As W= & de curvatura v € a Uinica que possui contato de
k()7 (s)
(se 7(s) # 0) ordem 4 com « em s. Caso contrario, se
7(s) = k'(s) = 0 toda esfera centrada em
1
v=al(s)+ ﬁn(s) + pb(s) tem contato de ordem 4.
k(s

Tabela 3: Fungio distincia ao quadrado para curvas em R3.

(ii) Suponha v unitdrio. A Tabela[d]apresenta condi¢des geométricas sobre a curva o e
o tipo de Aj-singularidade da funcéo altura para que tenhamos contato de ordem

até 5 entre o ¢ o plano ortogonal a v, passando por «(s).

Singularidade  Condi¢do Interpretagdo geométrica
Aq t(s) Lo v estd no plano normal & «(s).
Ay v = %b(s) O plano osculador de « em s é

0 Unico que tem contato de ordem 3.
As T(s) =0 O plano osculador tem contato de ordem 4.

Ay 7(s) =7'(s) =0 O plano osculador tem contato de ordem 5.

Tabela 4: Fungio altura para curvas em R

Demonstragdo. Analogamente ao que foi feito na demostragdo do Teorema .10} se-
rio aplicadas as Férmulas de Frenet-Serret, agora para curvas em R?, estabelecendo

condicdes para diferentes ordens de contato da curva com esferas e planos.

(i) Para o estudo do contato de a em s com esferas centradas em v € R? passando
por «(s), estudamos o tipo de A-singularidade da fungéo distancia ao quadrado
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fa(s) = lla(s) —vl|*.

o fi(s) = 2(t(s),a(s) — v). Temos f;(s) = 0 se, e somente se a(s) — v é
ortogonal ao vetor t(s). Assim, v = «(s) + An(s) + ub(s), ou seja, v estd
contido no plano normal a « em s. Portanto, toda esfera centrada neste plano

e passando por «(s) tem contato de ordem 2 com a curva.
o fi(s) = 2[k(s){n(s),a(s) — v) + 1]. Temos que f;(s) = fi(s) = 0se, e
somente se, v = «(s) + ﬁn(s) + pb(s). Logo, toda esfera centrada em v
k(s

e passando por a(s) tem contato de ordem 3 com a curva.

o fd'(s) = 2[K'(s)(n(s), a(s) —v) + K (s) (= r(s)t(s) = 7(s)b(s), ($) = v)].
A condi¢do fi(s) = f/](s) = fi'(s) = 0 se, e somente se, 7(s) # 0

Coafs) 4 L ey RS
e v =ald) + Gre) )

n(s)+ pb(s). Consequentemente, se 7(s) # 0, entdo existe uma

b(s) out(s) = k'(s) = 0ewv =

1
a(s)+——
r(s)
Unica esfera que possui contato de ordem 4 com « em s: a esfera osculadora

W(s)
)" L)

(i1) Por fim, para o estudo do contato de o em s com planos ortogonais a dire¢do v,

de centro v = a(s) +

analisamos as Aj-singularidades da fungio altura f5(s) = (a(s),v).

o fi(s) = (t(s),v). Assim, f; (s) = 0 se, e somente se, v estd no plano normal
a a em s. Qualquer plano ortogonal a v nestas condi¢des tem contato de

ordem 2 com a curva.
o f1(s) = K(s)(n(s),v). Temos f;(s) = f1/(s) = 0 se, e somente se, v =
+b(s). Logo, o tinico plano que possui contato de ordem 3 com o em s é 0

plano osculador neste ponto.

"

o f1"(s) = Fr(s)7(s). Aigualdade f}(s) = f7 (s) = f1'(s) = 0 ocorre se, €
somente se, 7(s) = 0. Assim, o plano osculador tem contato de ordem 4 se, e

somente se, a tor¢do em s € nula.

« £170(s) = F (5 (5)7() + K(s)T'()) € fr(s) = ... = fi(s) = 0se. e
somente se 7(s) = 7'(s) = 0. Mais ainda, essas sdo as condi¢des para que o

plano osculador tenha contato de ordem 5 com a curva em s.

O

Exemplo 4.13. Considere novamente a hélice do Exemplo[2.4] Tome so = 0. A esfera

@n(O) = (—%,O, 0) (neste caso '(s) = 0

50
para todo s € R pois a curvatura é constante) passando por a(0) = (6,0,0) e raio 3

osculadora g( centrada em vg = «(0) +

tem contato de ordem 4 com a hélice em sg. O plano osculardor I'g de a em sq, dado

pela equagiio —4y + 3z = 0 tem contato de ordem 3 com a curva pois 7(sg) # 0. Mais
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ainda, para todo s real, o contato de o com todos os seus planos osculadores é de ordem
3 pois 7(s) # 0. A Figura@ilustra a hélice a, o plano osculador I'y (em verde) e a

esfera osculadora £y (em vermelho).

Figura 6: Hélice, esfera osculadora e plano osculador do Exemplo .13}

5 Conclusao

A Teoria de Singularidades, muito embora seja uma linha jovem de pesquisa
em Matemdtica, ja se provou de grande valia. Em especial, no estudo da geometria

diferencial de variedades regulares e singulares é uma ferramenta bastante ttil.

Neste artigo, mostramos como aplicd-la de modo a investigar a geometria de curvas
regulares no plano e no espaco, relacionando o contato destas curvas com outros objetos
através do estudo das Ag-singularidades de fungdes especiais (altura e distincia ao

quadrado).
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