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Resumo

Neste trabalho, provamos que toda sequéncia formada pelas poténcias de um nimero
natural (nfo nulo e diferente de qualquer poténcia de 10) comega com qualquer
combinagdo finita de digitos e satisfaz a Lei do Primeiro Digito de Newcomb-Benford.

Palavras-chave

Equidistribuicdo, Lei de Benford.

1 Introducao

Um problema cldssico em matematica discutido por Arnold e Avez [1, pg 135]
indaga, se listando todas as poténcias de 2 em ordem crescente

1,2,4,8,16, 32,64, 128, 256, . ..
e destacando o primeiro digito de cada elemento desta lista
1,2,4,8,1,3,6,1,2,...

serd que o nimero 7 aparece em algum momento? Além disso, serd que o digito 7 tende
a aparecer com uma frequéncia maior do que o digito 8?7 A resposta positiva para a
primeira pergunta pode ser obtida por forca bruta calculando 246 = 70368744177664,
mas a segunda ndo € intuitiva e tampouco imediata uma vez que o nimero 8§ aparece ja

no 4° elemento da sequéncia, enquanto o 7 sé depois do 47° termo.

Esse questionamento pode ser investigado utilizando técnicas bem gerais de siste-
mas dinamicos e teoria ergddica. Contudo, neste trabalho utilizamos uma abordagem
com Vviés puramente na andlise, como o conceito e os critérios de Equidistribui¢do
publicado em [5]. Obtemos que, ndo apenas as poténcias de 2, mas todas as poténcias
de nimeros naturais (que seja diferente de qualquer poténcia de 10) comegam com
qualquer combinacdo finita de digitos e satisfazem uma conhecida lei sobre o primeiro
digito de um conjunto de dados: a Lei de Benford. Em sintese, mostraremos neste os

seguintes resultados.
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Teorema 1.1. Seja b um niimero natural ndo nulo e diferente de qualquer poténcia de
10. Entdo para todo natural ndo nulo d existe algum n natural tal que b" comeg¢a com

d.

A tabela a seguir exprime o significado do teorema, para o caso b = 2:

v d Jn | 2"
51 9 29 =512
335 25 | 2%° =33554432

4294967 | 32 | 232 = 4294967296

Além disso, retomando ao problema para os primeiros digitos da sequéncia, con-

forme tabela a seguir

n (11234 |5 |6 |7 8 9 10 11
2" 1214|816 |32 |64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048

se continuarmos até os 100 primeiros nimeros obtemos precisamente a seguinte propor-

¢ao:
d 1 2 3 4 5 6 7 8 9
PY%a) | 30% | 17% | 13% | 10% | % | 7% | 6% | 5% | 5%
Em que
PO — Quantidade de niimeros que comegam com d até as 100 primeiras poténcias

100

Ademais, uma vez que uma sequéncia possui infinitos termos, queremos avaliar
como essa propor¢do se comporta a medida que a quantidade de termos tende a infinito.

Isto é, pondo

P (d) Quantidade de niimeros que comegam com d até as m primeiras poténcias
L )
m

qual o valor (se é que existe) do limite lim P™(d)?
m—r o0

Veremos que o limite existe e permanece proximo da distribui¢do da tabela anterior.
Precisamente, temos para cada d € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

. oo 1
Jim P (d) = logyg (1 + d)' ey

Um conjunto de nimeros cuja distribui¢ao do primeiro digito € dada pela equacao

(1) € dito satisfazer a lei de Benford ou a lei do primeiro digito, ver, por exemplo,
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referéncias [2] e [3]. Essa distribuicdo estd presente em vdrias fontes de casos reais,
como, contas de energia elétrica, quantidade das popula¢des de cidades de um paifs,
primeiros digitos dos niimeros da sequéncia de Fibonacci, entre outros. ! Nessa direcdo,

mostraremos o seguinte Coroldrio:

Corolario 1.2. A sequéncia (b")nen dada pelas poténcias de um niimero natural ndo

nulo b, diferente de qualquer poténcia de 10, satisfaz a Lei de Benford.

2 Preliminares em aritmética

Lema 2.1. Seja b um niimero natural ndo nulo e que ndo seja uma poténcia de 10.

Entdo o logaritmo de b na base 10 é um niimero irracional.

Demonstragdo. Dado b € N — {0}, e que nfo seja poténcia de 10, suponhamos por

absurdo que log;, b é racional, ou seja,
p
loggb=—,
10 7

com p e ¢ # 0 inteiros, primos entre si. Entdo, por defini¢cio de logaritmo, segue que
b=104. Assim, b? = 10?. Isso implica, pelo Teorema Fundamental da Aritméticaz,
que b e 10 possuem os mesmo fatores primos. Mas isso é uma contradi¢do uma vez que
¢ assumido que b € diferente de qualquer poténcia de 10. Portanto, o logaritmo de b na

base 10 é um numero irracional. O

Lema 2.2. Seja d um niimero natural ndo nulo. Entdo o niimero de algarismos de d,

denotado por Ny, é tal que
Ng=1+[log;gd] e Naz=logo(d+1).
onde |-| denota a parte inteira.

Demonstracdo. Seja d € N. Usando o sistema decimal, existe n tal que podemos tomar
ndmeros inteiros d;, 0 < d; < 10,7 =0,1,...,ntalqued, #0e

d= Z d;10%.
1=0

Além disso, cada d; é chamado digito de d e, por defini¢do, Ny = n+1. Afirmamos
que
10Nt < d < 10N

10 site https:/testingbenfordslaw.com/https:/testingbenfordslaw.com/ (acessado pelos autores no dia
4/10/2021) tem vdrias fontes reais com a distribui¢ao dos primeiros digitos
2Unicidade da decomposicdo de niimeros inteiros em fatores primos a menos de permutacao.
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Com efeito, como d; > 0 para todo indice ¢ temos
n
10" <) d;.10°
i=0
satisfazendo a igualdade se, e s6 se, d,, = 1 e d; = 0 para todo ¢ < n. Por outro lado,

- O , tL ot —1
d;10° < 100=9.) 100=9.—~ =10""' — 1 < 10"+,
; 0,;90 9;0 T 0 <10

Portanto, 10Ve ! <d< 10™4, concluindo a afirmacgdo. Assim, tomando logaritimo
decimal, temos que Ny — 1 < log;qd < Ng. Como log;,d fica limitado entre
dois numeros naturais consecutivos, segue que Ny — 1 = |log;, d]. Inferindo que
Ng =1+ |log,yd]. Além disso, como

d= Zdimi <9.10"+9.10" "' + ... +9.10' +9,
1=0

tem-se que
d+1<10" = 10N,

Consequentemente log,,(d + 1) < Ny. O

Proposicao 2.3. O Teorema 1.1 é equivalente a seguinte proposi¢do: Dado um niimero
arbitrdrio d natural, ndo nulo e diferente de qualquer poténcia de 10. Entdo para
todo niimero b natural ndo nulo, existe um n natural tal que a seguinte desigualdade é

verdadeira

d d+1
0 < logy (101\,d_1> < fr(nlogy, b) <logg (1()1Vd—1> <1

onde fr(-) denota a parte fraciondria.’

Demonstragdo. Primeiro, note que b" comeca com o niimero d € N se, e somente se,
n o __ k
b" =d-10° +r

com 0 < 7 < 10*, para algum k natural. Com isso, temos que b" comeca com d se, e

somente se, existe k£ € N tal que
d.10% <" < (d +1)10*

Mr(z) = x — |z, paraz € R
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que € verdade se, e s6 se,
logigd+k < nlog;,b < logo(d+1) + k.
Equivalentemente, subtraindo k& de ambos os lados obtém-se
loggd < nlogyyb—k < logyo(d+ 1),
subtraindo agora Ng — 1 temos
logigd — Ng+1<nlog;gb—k—Ng+1<logyo(d+1)— Ng+1.

Isto é,

d d+1
loglo (W) S nloglob— k — Nd + ]. < 10g10 (:l()JVd_l)

Pelo Lema 2.2, uma vez que Ny = |log; d] + 1 segue que 0 < log,qd — |log,,d| =

d+1
>. Ademais, como log;,(d+1) < Ny, temos que log;, <+> =

logio | 703t 10Na—1

logyo(d +1) — Ng+ 1 < 1. Ou seja,
0<nlogob—k—-Ng+1<1

Portanto, nlog,y b — k — Ng + 1 = fr(nlog; b). Consequentemente,

d d+1
0 S logm (101\[d_1> S fr(nlogm b) < 1Og10 (lolvd_1> < 1.

3 Equidistribuicao de Weyl

Seja (z1,xa,...,Ty,...) uma sequéncia de nimeros reais, doravante denotada

por (z,,),. Sempre podemos, associada a esta, construir uma nova sequéncia

(fr(xn))n = (fr(z1), fr(za), ..., fr(zy),...)

formada pelas partes fraciondrias de cada elemento z,,.
Note que todos os elementos da sequéncia (fr(x,,)),, pertencem ao intervalo [0, 1).
Com isso, dado um subintervalo (a, b) C [0, 1), seja P{Z p) um subconjunto dos niimeros

naturais definido pela igualdade

P{Zf’b) ={jeN|j<m, fr(z;) € (a,b)}.
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Sem grande rigor, estamos apenas contabilizando a quantidade de vezes em que a
parte fraciondria dos elementos da sequéncia (z,), caem em um subintervalo pré-

determinado (a, b).
Definicao 3.1. Uma sequéncia de mimeros reais (r,), € dita equidistribuida, ou
uniformemente densa no intervalo [0, 1) se para qualquer intervalo (a,b) C [0,1] vale

1
lim —#P(’Z p =b—a, 2)
m '

m— 00

onde # indica a quantidade de elementos de um conjunto finito.

Noutras palavras, uma sequéncia é equidistribuida no intervalo [0, 1) quando a
razdo da quantidade de vezes que a sequéncia pertence 2 um subintervalo (a, b) é igual
ao comprimento deste intervalo. Em um contexto probabilistico, isso significa que
escolhendo ao acaso um elemento da sequéncia, a probabilidade de que ele esteja dentro

do intervalo (a, b) é precisamente igual ao comprimento deste intervalo.

Observagdo 3.2. A equacdo (2) pode ser reescrita da seguinte maneira:

1

1 m—1
lim — 3~ x(ap) (fr(z;)) =/ X(a,b) (%) dz. 3)
7=0 o

m—oo M
Na qual X (q4,4) € a fungdo indicadora do intervalo (a, ), i.e,

1 se z € (a,b),

a.b)(¥) =
et 0 se z¢ (a,b).

Proposicao 3.3 (Critérios de Weyl parte 1). Considerando a sequéncia de niimeros

reais (T, )n, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(a) (xn)n € equidistribuida.

(b) Para cada fun¢do Riemann-integrdvel f: [0,1] — C vale

m—o00 M, 4

) 1 m—1 B 1
lim — Jz::o f(fr(z;)) _/0 f(zx) dx.

Ideia. Uma sequéncia ser equidistribuida significa que a sequéncia das partes
fraciondrias de seus elementos, quando a quantidade de indices tende ao infinito, se
distribuem de forma uniforme ao longo do intervalo [0,1). Dessa forma, podemos
considerar que estamos tomando parti¢des cada vez mais refinadas no intervalo, o que
justifica, por defini¢do de integral de Riemann, o item (b) ser equivalente ao item (a).
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[0,1) c R

Demonstragdo. Assuma que (a) seja verdadeiro, entdo dado f: [0, 1] — C uma funcéo
integrdvel (2 Riemann) arbitraria, podemos considerar, sem perda de generalidade, que
ela s6 toma valores reais (caso contrario, basta analisar a parte real e a imagindria
separadamente). Seja I = (a,b) C [0,1), note que da equagdo (3) segue de imediato
que (b) vale para fungdes indicadoras de intervalos. Agora, dados A e Ao dois nimeros

reais e f1 e fo funcGes para as quais valem (b), temos

m—1 m—1

1 1

- (ALfi + Ao fo)(fr(x;)) >\1* E f1 (fr(z5)) +/\2* E fa(fr(z;))
Jj=0 j=0

”H—""ml/ fia dx+A2/ fa dm—/ Oufr + Aofo) (@) da
Concluindo que (b) vale para uma R-combinacdo linear de funcdes indicadoras e,
consequentemente para todas as funcdes escadas* sobre [0,1]. Por fim, considere
f:10,1] — R uma fungdo arbitréria integrdvel 2 Riemann. Entéo, por defini¢do de

integrabilidade, dado € > 0 existe uma parti¢cdo do intervalo suficientemente refinado tal

que existem fungdes escadas f1, fa: [0, 1] — R tais que f; < f < fo pontualmente e

/0 (f2 - fi)(x) do < €

Como f < f5 temos que

1 1
/ (@) = fule) de < / fol@) — fi(x) do < e,
0 0

Isso implica que

1 1 - 1 m—1
| t@—cdo< [ i) ao - Jin s 3 Al

Entdo para m suficientemente grande

,_.

m—

! 1 1
dr —e < — 1(fr(zy)) < — (fr(
/Of(x)x e_mg r(z;)) < f(fr(z;)),

j=0

k
=D WiX(a;,b) (@)
1=1
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procedendo da mesma forma, obtém-se

m—1

1
ffr(x;)) §/f(w)dw—|—e.
0

3=

=0

<.

Provando que

3

’;Z (fr(z;)) /f Ydz| < e

7=0

Ou seja,

|

Concluindo que (a) implica (b).

A reciproca, (b) implica (a), € imediata uma vez que a fungéo indicadora x(q,p),
para qualquer subintervalo (a, b), é integravel. Entdo segue da hipdtese que a equagdo
(3) é verdadeira. O

Por simplicidade, vamos considerar o seguinte abuso de notacdo: para cada z € R,

defina e(x) := €™ = cos(2nz) + i sen(27x).

Proposicao 3.4 (Critérios de Weyl parte 2). Considerando a sequéncia de niimeros

reais (Ty,)n, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(b) Para cada fung¢do Riemann-integrdvel f: [0,1] — C vale

m—1

. 1 B 1
Jim — j;)f(fr(sz / f(x) de

(¢) Para cada k inteiro ndo nulo,
m—1

1
lim — kx;) =0.
e 5t

Ideia. O item (c) usa que o fato da exponencial transformar de forma continua, o

intervalo [0, 1) C R na circunferéncia S* C C conforme imagem a seguir.
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stcc

T ——0—0—0—0—0—0——0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—=

LD CcR

Logo, aproveitando a simetria de S*, a distribui¢io uniforme da sequéncia nos permite

intuir que o somatério dos elementos da sequéncia no plano complexo tende para 0.

Demonstragdo. Assuma (b) como hipétese. Entdo dado um k € Z — {0}, considere
f(z) := e(kz). Como f(x +n) = f(x) paratodo z € Ren € N, segue que

f(fr(z)) = f(z).> Logo, usando a hipétese assumida, teremos

1 m—1 1 m—1 1 1
Jim — ;0 e(kzj) = lim — ]ZO f(fr(x;)) :/O f(x)dz :/O e(kx)dz = 0.

Concluindo que (¢) é vélido.

Assuma agora (c¢). Como feito na Proposi¢do 3.3, € suficiente mostrar que (b) vale
para fungdes com contradominio real. Primeiro, mostraremos que vale para fungdes
continuas. Se f(z) = ag ¢ a funcdo constante igual a ag € R, a igualdade em (b) é

verdadeira, de fato
1 m—1 1
lim — =ay = dz.
mgnoo m Z ag ag /0 apgax
7=0
Além disso, (c) implica que (b) também € verdadeiro para as partes reais e imagindrias
de fungdes da forma f(z) = e(kz) com k € Z — {0}. Consequentemente, (b) vale para
todos os polindmios trigonométricos da forma
q(x) = ap + (a1 cos 2mkx + bysen27kx) + . .. + (ay, cos 2wkx + bysen2wkx).

1
Observe ainda que | ¢(x) = ag. Considere uma fungéo arbitrdria f: [0,1] — R

0
continua. Dado € > 0, pelo teorema de Stone-Weierstrass [4, pg 138-144] existe um

polindmio trigonométrico g tal que
€ €
< f< hy
(—5=f=<atjy

SDe fato, observe que & = fr(x) + |z onde |x| € Z é a parte inteira de .
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Fazendo f1 :=q—¢€¢/2e fo:=q+¢€/2,temos f1 < f < fae

1
/0 (fo— F1)(x) dz < .

Assim como na demonstracdo da Proposi¢ao 3.3, isso implica

. 1
lim —
m—00 M,

m—1 1
> fite) = [ 1) do

=0 0

Concluindo que (b) é verdade no caso de f ser continua. A fim de estender o resultado
para fungdes integraveis, vamos mostrar primeiro que o resultado € vélido para funcdes
escadas e usar este fato para provar que é valido para func¢des integraveis. Considere
s:]0,1] — R uma fung¢do escada. De fato, s é integrdvel e, portanto, pode ser apro-
ximada em 4rea por funcdes continuas®. Assim, existem f; e fo continuas tais que

f1 < s < fo pontualmente e

/ fol) — fula) di < c.
0

Novamente, repetindo o procedimento da demonstrag¢do da proposi¢do 3.3, segue que
(c) vale para funcdes escadas. Portanto, como qualquer fun¢do integravel pode ser
aproximada em drea por funcdes escadas (por definicdo de integrabilidade), o item (c) é

verdadeiro para funcdes integraveis. O

4 Resultados e Discussoes

4.1 Demonstracao do Teorema 1.1

Proposicio 4.1. Seja o um niimero irracional, entdo a sequéncia (an)y, é equidistri-
buida.

Demonstragdo. Dado k € Z — {0}, como « ¢ Q, segue que ka ndo é um nimero

inteiro. Portanto, 1 — e(ka) # 0 e, para cada inteiro m, obtemos

_ 1 [1—e(ka)™ _ 1 2 m—roo
" m 1 —e(ka)] — m|1—e(ka)

0,

=

m—1 m—1
1 .
; il J
E e(kaj)’ ‘m E e(ka)
j=0 j=0

onde a primeira igualdade é consequéncia da férmula de Moivre. Logo, pelo item (c)

%Uma funciio escada possui finitos pontos de descontinuidades, para construir uma fungo continua basta
contrui-la de forma que seja igual a func@o escada "longe"das descontinuidades e, nas descontinuidades, basta
interpolar linearmente com inclinac¢@o suficientemente proxima da vertical para minimizar a diferenca entre as
dreas.
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dos critérios de Weyl, a sequéncia (na),, é equidistribuida. O

Vamos demonstrar o teorema 1.1. Pela Proposicao 2.3 temos que o Teorema &
equivalente a responder: Dado d € N, definindo um intervalo

. d d+1
Id = loglo W, loglo W s

serd se existe mq natural tal que fr(mglog;,b) pertence a I4? De fato, pelo Lema
2.1 temos que log;, b € irracional, entdo a Proposicdo 4.1 garante que a sequéncia

(mlogyg b)m € equidistribuida. Em particular, para o intervalo I, temos

1
lim —#P; = comprimento(Iq). 4)

m—o00 M

Dessa forma, como /; € um intervalo nao degenerado, temos que existem infinitos m
: m . m ..~ z .. .
tais que #PIP # 0 e, consequentemente, o conjunto P}’ ndo € vazio, implicando que

existe mgo < m tal que fr(mglog;y b) € I4. Concluindo a demonstrag@o.

4.2 Demonstracio do Corolario 1.2

A demonstra¢do acima garante a existéncia de qualquer possibilidade de combina-
¢do de digitos para iniciar qualquer poténcia ndo nulab € N — {10" | n € N}. Para
verificar agora a validade de Lei de Benford para (b™),,, basta considerar d = 1,2, ..., 9.

Veja que, desta forma,

1
comprimento(Iy) = log, (1 + d)'

Além disso, pela Proposigdo 2.3, b" comega com d se, e s6 se, nlog;ob € I;. Ja

sabemos que isso acontece, mas note que a porcentagem das vezes que ocorrem é dado

.1 m P .
pela razdo E#PI " que, no infinito, € igual ao comprimento de .
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