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Resumo

Neste artigo apresentamos uma aplicacio para as médias aritméticas e geométricas
no contexto de nimeros equilibrados, tema abordado em matematica recreativa ou
problemas olimpicos, veja [8, 12]. No trabalho [3] foi apresentado alguns resultados
sobre um niimero a aritmético ou equilibrado pela média aritmética. Neste estendemos
o conceito de nimero equilibrado ao nimero equilibrado pela média geométrica ou
geométrico. Aqui exploramos algumas propriedades do niimero equilibrado aritmético
ou geométrico. Em destaque, mostramos que um nimero n € aritmético e geométrico
a0 mesmo tempo, apenas quando n for monodigito.
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1 Introducao

Nestas notas consideramos o conjunto dos nimeros inteiros ndo negativos (naturais)
denotado por Z = {0,1,2,3,...}, e por conveniéncia diremos apenas n é um ndmero
(natural). Considere n um niimero ndo nulo representado no sistema posicional decimal
(base 10), ou seja, um nimero com k + 1 algarismos (digitos), e escrito na forma,
n = apar_1...010g, iSto €&, n = ay, - 10% + Ap_1 - 101+ 4 aq - 108 4+ ap,
em que a; € D = {0,1,...,8,9} é um algarismo e a;, # 0. Detalhes adicionais
podem ser encontrados em diversos livros de Aritmética, por exemplo [5, 7, 9, 10].
No arcabouco conceitual do leitor, além da representacdo de um nimero no sistema
posicional decimal, esperamos que o mesmo domina o conceito referente as médias

aritméticas e geométricas, o qual pode ser consultado em [2, 6, 11].

Definicdo 1. Sejam a e g nimeros:

* a é equilibrado pela média aritmética se um dos seus algarismos é média aritmética
dos demais, ou seja, para algum a,; temos
(ar +ar—1+ - +ai+aog) —a;

Ai(a) = A =a; ; 1

e g ¢é equilibrado pela média geométrica se um dos seus algarismos € a média
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geométrica dos demais, ou seja, para algum a; temos

Gj(g): f(ak'ak_l'...'al-ao) =a; . (2)

Por conveniéncia e simplicidade, no primeiro caso diremos que a ¢ um nimero
aritmético, e a; € o algarismo aritmético. No segundo diremos que g € um nimero
geométrico, e a; € o algarismo geométrico. Em ambos os casos, utilizaremos a nota¢do
n(? para indicar que o nimero n € equilibrado aritmético ou geométrico; e que o
algarismo a;, i € {0, ..., k}, é aritmético ou geométrico, isto é, corresponde a média

aritmética ou geométrica, respectivamente, dos demais algarismos.

Exemplo 1.+ Veja que o nimero aV) = 456 ¢ aritmético, pois
4+6-5
5= A;(456) = % .

* J4 o nimero g(O) = 193 é geométrico, pois

1 3
3:G0(193):<3~1-9-3> =vV1-9=3.

* Enquanto que os nimeros n = 2222, n = 555---55555 0un = 99---9 sdo
— N——

2022 vezes k>2 vezes
aritmético e geométrico.

Na proposi¢do 10, veremos que apenas 0s nimeros monodigitos sdo aritmético e
geométrico a0 mesmo tempo. Lembramos que monodigitos sdo nimeros formados pela
repeticdo de um digito (algarismo), com qualquer quantidade de algarismos, detalhes

adicionais podem ser encontrados em [4] .

A definicdo 1, primeira parte, € inspirada e generalizada de problemas do Banco
de Questdes da OBMEP[8]. A segunda parte é um estudo que fizemos com a adaptacdo

ou substitui¢do na média utilizada, usamos a média geométrica ao invés da aritmética.

A motivacdo para esse trabalho surgiu da exploragdo conceitual, resolucio e
discussao de questdes da OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas
Publicas) na pesquisa para elaboracido do Trabalho de Conclusdo de Curso do segundo
autor. Apresentamos algumas dessas questdes e suas resolucdes na secdo 2. Na se¢do
3 apresentamos por exemplos e resultados a investigagao tedrica que fundamentou o
Trabalho de Conclusao de Curso.
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2 Problemas Motivadores

Analisando algumas questdes de olimpiadas de matematicas no Banco de Ques-
tdoes da OBMEP 2008 nos deparamos com a defini¢do de niimeros equilibrados pela
média aritmética, para nimeros formados por 3 algarismos, na qual também pedia para
determinar a quantidade deles.

Questao 1. [8, 2008] Quantos nimeros equilibrados pela média aritmética existem com

3 algarismos?

Resolucdo: Consideremos um nimero equilibrado com os trés algarismos distin-
tos e diferentes de zero; com estes algarismos obtemos 6 nimeros equilibrados. Para

isso basta trocar os algarismos de posi¢@o (permutar os algarismos). Por exemplo:
123;132;213;231;312; 321 .

Se um dos 3 algarismos do nimero equilibrado € 0, entdo com estes algarismos obtemos
apenas 4 nimeros equilibrados, pois o 0 ndo pode ocupar a posi¢do da centena. Por
exemplo:

102;120;201; 210 .

Agora, para listar estes nimeros, vamos variar apenas os algarismos da centena e da
dezena. Fixamos que o algarismo da unidade serd a média dos 2 algarismos, € contamos
as permutacdes. Observe que os 2 algarismos (centena e dezena) sdo ambos pares ou
fmpares. Assim, os possiveis nimeros equilibrados sdo:

¢ iniciando com 1 temos:
111;132;153;174; 195;

e o total de niimeros equilibrados, considerando as permutagdes, iniciando com 1 é
14 (4 x6) =25

¢ iniciando com 2 temos:
201; 222; 243; 264; 285;

e o total de ndmeros equilibrados iniciando com 2 é (4 + 1 + 3 x 6) = 23;

¢ iniciando com 3 temos:
333;354; 375; 396;

e o total de ndmeros equilibrados iniciando com 3 é (1 4+ 3 x 6) = 19;

e iniciando com 4 temos:
402; 444; 465, 486;

e o total de ndimeros equilibrados iniciando com4 é (4 + 1+ 2 x 6) = 17;
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e iniciando com 5 temos:
555;576; 597;

e o total de ndimeros equilibrados iniciando com 5 é (1 + 2 x 6) = 13;

* iniciando com 6 temos: 603; 666; 687; e o total de nimeros equilibrados iniciando
com6é(4+1+6)=11;

* iniciando com 7 temos: 777; 798; e o total de nimeros equilibrados iniciando com
7é(14+6)=T7;
* iniciando com 8 temos 804; 888 e o total de nimeros equilibrados iniciando com 8
é(4+1)=5;
* iniciando com 9 € apenas 0 999 e o total de nimeros equilibrados iniciando com 9
él.
Portanto a quantidade total de niimeros equilibrados com trés algarismos € 121, visto
que25+234+194174+134+114+74+5+1=121.

E no Banco de Questdes da OBMEP 2007, a questdo seguinte nos motivou a

estender o conceito de niimero equilibrado para a média geométrica.

Questao 2. [8, 2007] Considere n um niimero com 2 ou mais algarismos. Considere
P(n) o produto dos algarismos do nimero n. Por exemplo: P(58) = 5-8 = 40 e
P(319) =3-1-9 = 27. Determine:

1. os nimeros naturais menores que 1000 cujo produto de seus algarismos é 12;

2. os ndmeros naturais menores que 199 que satisfazem P(n) = 0;

3. quais nimeros naturais menores que 200 satisfazem a desigualdade 37 < P(n) <
45;

4. dentre os numeros de 1 a 250, qual o nimero cujo produto de seus algarismos € o
maior.

Resolucdo: Veja que n = ajag oun = asajag coma; € D, parai € {0,1,2}.

1. Temos que n < 1000 tal que P(n) = 12. Como 12 =2-6 =4-3=2-2-3.
Assim temos:

(a) 4 nimeros com 2 algarismos, a saber: 26, 62, 34 e 43;
(b) 15 niimeros com 3 algarismos, a saber:

* 6 com os algarismos 1,2 e 6: 126, 162, 216, 261, 612 e 621 ;
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* 6 com os algarismos 1, 3 e 4: 134, 143, 314, 341, 413 e 431;
* 3 com os algarismos 2, 2 e 3: 223, 232 e 322.

2. Se P(n) = 0 entdo o produto de seus algarismos é igual a zero, ou seja,
a1~a0:06a2~a1~a0:0,
logo pelo menos um dos algarismos a; do nimero n < 199 é zero.

(a) temos 9 ndmeros do tipo a1 0, pois a1 € {1,2,...,9};
(b) temos 10 nimeros do tipo 10agq, pois ag € D;

(c) temos 10 ndmeros do tipo 1a0, pois a1 € D.
Assim, temos um total de 28 nimeros, pois o 100 foi contado 2 vezes.

3. Queremos encontrar os niimeros n menores do que 200, cujo produto de seus
algarismos seja maior do que 37 e menor do que 45. Em primeiro lugar, note
que ndo existem nimeros cujo produto de seus algarismos sejam 38,39,41,43 e
44 porque esses nimeros ndo podem ser escritos como produto de dois ou trés
algarismos. Restam, entdo: 40 e 42. Vejamos as possibilidades, nimeros menores
do que 200 cujo produto dos algarismos € 40 temos: 58, 85, 158 e 185. E os
nimeros menores do que 200 cujo produto dos algarismos € 42, temos: 67, 76, 167
e 176.

4. Se tivermos n da forma asa;ag entdo os maiores algarismos possiveis sdo as = 2,
ay =4eap=9e P(249) =2-4-9 = "T72. Agoraparan = ajag temos a; = 9 ¢
ag = 9 resultando que P(99) =9 - 9 = 81. E portanto n = 99 tem o maior P(n).

Outros problemas podem ser consultados nos diversos Banco de Questdes da
OBMERP [8].

3 Alguns Resultados

Aqui vamos apresentar algumas propriedades dos nimeros equilibrados aritmético
ou geométrico. No resto do texto consideramos o nimero n # 0 ndo nulo. Dado um
nimero n, lembramos que a aplicacio soma de algarismos do ntimero n € obtida pela
adi¢do dos algarismos deste niimero; enquanto a aplicagdo produto dos algarismos é

obtida pela multiplicacdo dos algarismos. Formalmente temos que:

Definicao 2. Considere um nimero n € Z com k + 1 algarismos, ou seja, um nimero
na forma arag_1 - --ajag, comk € N,a; € D ={0,1,...,8,9} e ai, # 0.
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* A soma de algarismos S é uma aplicagdo que a cada nimero n associa ao nimero

natural s dado por

S(n)=ar+ax-—1+---+a+ap:=s.

* O produto de algarismos P é uma aplicacdo que a cada nimero n associa ao

ndmero natural p dado por,
Pn)=(ag-akx-1-...-a1-ag)=:p.

Segue da defini¢do 2 que S(2022) = 2+ 0+ 2+ 2 = 6 e S(123456789) =
1+24+34+4+54+64+7+8+9 = 45. Nadefinicdo 1 podemos reescrever a equagio
(1) usando a aplicacdo soma dos algarismos, ou seja,

S(n) — a:
Ay = 24 3)
sendo k£ + 1 a quantidades de algarismos de n . Assim o nimero a® = 657 ¢ aritmético

18 -6
pois S(657) =6+ 5+ 7 =18 e Ax(567) = = 6.

Bem como, P(1972) =1-9-7-2 = 126 e claramente P(2022) = 0. Segue ainda
da defini¢do 2 que para g = 193 temos P(g) = 1-9-3 = 27 e g = 193 é geométrico.
Enquanto que para n = 7352 obtemos P(7352) = 7-3-5-2 = 210. J4 P(2022) = 0.
Dado o nimero n com k + 1 algarismos e fazendo P(n) = p podemos reescrever a

equagdo (2)usando a aplicagio produto e obtemos

Gj(n) = {p} " @

a;
3.1 Numero Aritmético ou Geométrico

Nas justificativas ou demonstragcdes consideraremos apenas o caso geométrico,
visto que no trabalho [3] apresentamos algumas propriedades, e suas respectivas provas,

dos nimeros equilibrados pela média aritmética.
O primeiro resultado segue diretamente da defini¢do 2 e equagdes (3) e (4).

Proposicao 1. Sejam a, g niimeros equilibrados com k + 1 algarismos:

1. se a for aritmético e ag € o algarismo aritmético entdo S(a) = (k+ 1) - ap.

2. se g for geométrico e ag € o algarismo geométrico entdo P(g) = a .

Como consequéncia da proposicao 1 temos
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Proposicao 2. Sejam a, g niimeros equilibrados com k + 1 algarismos, e n qualquer

natural:

1. se a for aritmético e ag é o algarismo aritmético entdo n-S(a) =n-((k+1) - ap).
2. se g for geométrico e ay € o algarismo geométrico entdo P(g)" = (ao® )™

Definicdo 3. Dado um nimero 7 com k + 1 algarismos, considere o niimero n’ também
com k+1 algarismos da forman’ = ajaj,_; .. .a}ay, obtido de n permutando (trocando

a posicdo de) seus algarismos, isto é, a; (0<j<k)éigualaalguma; (0 <i<k).

Por exemplo os nimeros 139, 193, 319, 391, 913 e 931 sdo permutacdes obtidas do
nimero 319. Um estudo sobre propriedades acerca dos nimeros permutados pode ser
encontrado em [1]. De agora em diante n’ indicara qualquer niimero inteiro obtido de n
permutando seus algarismos. Por simplicidades diremos que n’ é um niimero permutado
obtido de n. Caso o algarismo 0 apare¢a como algum algarismo do nimero n com k + 1
algarismos, ainda assim consideramos, e escrevemos, os niimeros permutados 7', obtido
de n, com k + 1 algarismos. Por exemplo, 012 e 021 sdo nimeros permutados obtidos

do nimero 102 com 3 algarismos.

Proposicao 3. Se n é um niimero equilibrado (aritmético ou geométrico) com k + 1

algarismos entdo n' também o é.

Demonstracdo. Para todo k > 1, tomemos g = axag_1 - - - a1ap um ndmero geomé-
trico, vamos fixar que ag = Gy, (g) € como ¢’ é uma permutagdo de g. A permutagdo
dos algarismos nio altera o valor do produto P(g) = a, - ax—1 ... a1 - ap = p, nem
a quantidade de algarismos, altera apenas a ordem, a posi¢do entre eles. Admita que
g5, = ao assim
1/k
Gjolg') = L;:)] = Golg) = ao -

Portanto, toda permutagéo de g também é um niimero equilibrado geometricamente. [J

Exemplo 2. Segue da proposi¢do 3 que todo nimero permutado n obtido pela permuta-

cdo dos algarismos do nimero n é equilibrado, assim:
e dado que aM) = 456 ¢ aritmético entdo a(®) = 465, a® = 645, aV = 456,
a = 654, a® = 546 e a'® = 564 sdo niimeros aritméticos.
* no exemplo 1 vimos que g(o) = 193 é um ndmero geométrico, entdo também o

sdo g0 =193, (0 =913, ¢ =139, ¢V =931, ¢® =319 e ¢(® = 391.

Vamos apresentar a seguir dois resultados que mostram como podemos obter outros
novos nimeros equilibrados aritmético ou geométrico dado qualquer niimero ndo nulo.

Isto garante que a quantidade de niimeros equilibrados € infinita.
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Proposicao 4. Dado um niimeron = ai_1 - - - a1ag com k > 1 algarismos, considere

s:%b)epzp(n)l/k.

1. Se 0 +# s € D entdo a =10-n + s é um niimero aritmético com k + 1 algarismos.

2. Se0 #p € Dentdo g = 10-n+p é um niimero geométrico com k + 1 algarismos.

Demonstragdo. Se n € geométrico, segue que g respectivamente também o é.

No caso em que n ndo é equilibrado e 0 # p € D. Basta observar que

Galo) = |

O

Exemplo 3.+ Dado o nimero n = 2321 nido aritmético, temos S(n) = 8, assim
s = 2. Donde obtemos que al® = 23212 ¢ qualquer nimero a’ obtido pela

permutacdo dos algarismos do nimero a € aritmético.

* Dado o ndmero n = 214 ndo geométrico, temos P(n) = 8, assim p = 2. Donde
obtemos que g(o) = 2142 e qualquer niimero g’ obtido pela permutacio dos

algarismos do niimero g é geométrico.

Proposicao 5. Dado um niimero g equilibrado, aritmético ou geométrico, com k + 1
algarismos, em que ag é o algarismo aritmético ou geométrico entdo todo niimero da
forma a - 10™ 4 agag - - - ag, € também um niimero equilibrado.

——

n vezes

Demonstragdo. Tomemos g um nimero geométrico com k + 1 algarismos. Sendo g

geométrico entdo P(g) = p = aﬁ“. Consideremos b = ¢ - 10™ + agag - - - ap. Para
——

nvezes
quaisquer naturais k e n, veja que

_[P@]E [P ag)

Go(b) = =
ag ao
n1l/k+n
_|p-ag _ k4+n 1/k+n:
[ 0 ] [ag™"] @o -

E assim, P(b) = a(()k+n)+1. Donde obtemos que b é geométrico. O

Exemplo 4.  + Veja que a = 310152 é um niimero aritmético, pois Ag(310152) = 2.
Considere n = 4, assim b = 3101522222 ¢ aritmético.

* Veja que g = 3193 é um ndmero geométrico, pois Go(g) = Go(3193) = 3.
Considere n = 2, assim b = 319333 é geométrico.
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Exemplo 5.+ O ntimero a = 311142 é aritmético, pois Ap(a) = Ag(311142) = 2.
Considere o nimero b = 311142311142, justaposicdo dos algarismos de a duas

vezes, veja que b também € aritmético com By (311142311142) = 2.

* O nimero g = 142 é geométrico, pois Go(g) = Go(142) = 2. Considere o
nimero b = 142142142 obtido pela justaposi¢do dos algarismos de g trés vezes.

Veja que b também € geométrico.

A situagdo descrita no exemplo 5 pode ser generalizada no seguinte resultado

Proposicao 6. Dado um niimero n equilibrado, aritmético ou geométrico, com k + 1
algarismos, entdo o niimero nn - - - n, é também equilibrado, em que nn é a justaposicdo

j vezes
dos algarismos de n.

Demonstracdo. Tomemos g equilibrado com k + 1 algarismos e ag o algarismo ge-

k+1
Qg

ométrico, assim P(g) = m = . Para algum natural j > 1 fixado, considere

b=nn---n,assim
——

j vezes
P VIO 1/[j-(k+1)—1]
Go(b) = S
o0 =[5 ]
1/l (k+1)—1]
k+1y;
a
fe]
Donde obtemos que b € geométrico. O

3.2 Numero Geométrico

O préximo resultado é exclusivo aos nimeros geométricos.

Proposicao 7. Seja g um niimero geométrico com k + 1 algarismos. No niimero g ndo

contém o algarismo 0 ou o algarismo 0 aparece duas ou mais vezes.

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que em g o algarismos 0 ndo pode aparecer
uma vez. Suponha g = ag—1---a;0comk > 1e {ag—1,---,a1} C {1,2,---,9}.
Veja que P(g) = 0, bem como G;(g) = 0 comi # 0 e Go(g) # 0. Portanto o niimero

g jamais serd geométrico.

Agora, caso no nimero g contenha 2 (ou mais) algarismos 0 é fécil ver que
P(g)=0eG;(9) =0com0<i<k-—1. O
Exemplo 6. O niimero a = 2022 ndo € geométrico. No entanto o nimero g = 20202 é

geométrico.
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3.3 Numero Aritmético e Geométrico

No exemplo 1 observamos que nimeros monodigitos sdo aritmético e geométrico.

Tal fato pode ser generalizado pelo seguinte resultado:

Proposicao 8. Todo niimero monodigito é um niimero equilibrado aritmético e geomé-

trico.

Demonstragcdo. Temos que todos os algarismos de n sdo iguais a 0 # ag € D. Primeiro
vamos mostrar que n € aritmético, assim s = (k + 1) - ag disto obtemos que para todo

Qs
S — agp

k

A;(n) = =ag, parai =0,1,... k.

Agora para mostrar que n é geométrico basta observar que p = P(n) = ao® Y assim,

1/k
Gj(n) = [p] = Vagk = ag, paraj =0,1,....,k.

O

Proposicao 9. Sejam g um niimero geométrico com k + 1 algarismos e ag o algarismo
geométrico. Se ag € {1,5,7,8,9} entdo g é monodigito e aritmético.

k+1

Demonstragdo. Segue da proposicdo 1 que P(g) =p =ag ', sendo ag o algarismo ge-

ométrico entdo o produto dos algarismos restantes é P alg ,como ag € {1,5,7,8,9}

ag
o resultado segue. O

Por fim,

Proposicao 10. Um niimero equilibrado n é aritmético e geométrico ao mesmo tempo,

se e somente se, n_for monodigito.

Este resultado decorre imediatamente do resultado conhecido como desigualdade

das médias e a demonstracdo pode ser consultada em [2, 6, 11].

Teorema 1 (Desigualdade das médias). A média aritmética de n niimeros positivos é
maior que ou igual a sua média geométrica, e s6 é igual se os niimeros forem todos

iguais.
4 Consideracoes

Acreditamos que o conceito de nimeros equilibrados, apresentado em forma
de desafio, encontrar nimeros equilibrados com & algarismos, € uma boa aplicagdo
para motivar o estudo das médias aritméticas e geométricas, ou seja, ser apresentado

como matematica recreativa ou na preparagdo para olimpiadas de matematica. Nao foi
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encontrado na literatura outros trabalhos acerca desta classe de nimeros, isso nos fez
aprofundar ainda mais em nossa procura por novos resultados. Por fim apresentamos ao
leitor, um problema ainda néo resolvido: para todo k > 1, quantos niimeros equilibrados

(aritméticos ou geométricos) existem com k algarismos?
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