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Resumo

A Equagio Geral de Poisson Unidimensional é uma equacdo diferencial com diversas
aplicagdes fisicas. A vista disso, hé interesse em saber se o problema de valores de
contorno definido a partir dela possui solu¢do. Nesse trabalho, provaremos a existéncia
de solugdo positiva e obteremos uma férmula geral para esta. A abordagem que
apresentamos aqui € diferente da usual vista na literatura.
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1 Introducao

A Equagao Geral de Poisson, assim como tantas outras Equacdes Diferenciais,
possui diversas aplicacdes fisicas. E utilizada, por exemplo, na modelagem de fendme-
nos que envolvem difusao, como calor, eletricidade, mecanica de fluidos e migracdo de
populagdes (veja, por exemplo, [12] ou [5]). Consequentemente, surge o interesse em
se estabelecer condigdes para as quais a equacdo envolvida no modelo possui solugdo
positiva e quais as propriedades de tais solugdes. Dessa forma, busca-se na literatura

garantir a existéncia da solucio e desenvolver formas de obté-la.

Isto posto, o objetivo central deste trabalho é determinar a existéncia de solugdes
positivas para a Equacdo Geral de Poisson linear unidimensional. Assim, definindo-
se um problema de valores de fronteira a partir da equag@o geral e recorrendo-se a
resultados conhecidos do Calculo (que podem ser encontrados em [7]), analisamos
problemas preliminares que auxiliaram na escolha de uma candidata a solucao. Feito
isso, verificamos que a candidata é, de fato, solucdo para o problema. Em seguida,
apresentamos algumas propriedades e exemplos, além de uma secéo na qual exploramos
a perspectiva geométrica do problema e de sua solugdo. Cabe observar que a abordagem
usada aqui é diferente da usualmente encontrada na literatura via Funcdo de Green (veja,
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por exemplo, [11]). As principais referéncias utilizadas sdo [1], [5], [6], [7], [8] e [10],

além das complementares [3] e [4].

2 A Equacao de Poisson Linear unidimensional

A Equac@o de Poisson Linear unidimensional no intervalo I = (0, 1) é dada por

—u"(z) = f(z), sex €1,

u(0) =0 = wu(1),

ey

em que f : I — R é uma funcgfo continua. Estamos interessados em encontrar uma

férmula integral para a solugio u € C*(I) N C(I) de (1), em que
C*(I)={g:I—R|gédeclasse C*} e C (I) = {g: 1 — R| g écontinua } .

Iremos considerar que f € positiva, continua e satisfaz

1 T
/ (/ f(t)dt) ds < 400, paratodo = € (0,1). 2)
0 s
Nossa estratégia € considerar dois problemas auxiliares:

—v"(z) = f(x), para0 < z < ¢
v(0) =0 =2'(c),

3

—w"(z) = f(x), parac <z < 1
w'(c) =0 =w(l),

“

em que ¢ € I. No decorrer do texto, veremos que hé escolhas mais indicadas para c.

Supondo que (3) possui uma solucio v, podemos integrar ambos os lados da igual-
dade —v"(x) = f(z) no intervalo de x a ¢, para obter v'(z) = / f(t)dt. Integrando

esta ultima expressao no intervalo de 0 a z, obtemos

v(z) = /0 (/:f(t)dt) ds. )

Se derivarmos duas vezes a funcdo dada em (5), obtemos, sem dificuldades, que
—v"(z) = f(z). Isto mostra que (3) possui uma tnica solugdo dada por (5). De

modo andlogo, mostra-se que (4) possui solugdo tinica dada por

w(z) = /m 1 ( / ) f(t)dt) ds. ©®)
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Exemplo 1. Considere o problema (3) com f(x) = 2™ em que n € N, isto é,

—"(z) = 2",z € (0,¢),

v(0) =0 =1(c),

(N

em que ¢ = 0.5. Utilizando a formula integral (5), temos

0.5
x 0.5 T yn+1 x n+1l _ .n+1
o(x) :/ / " dt ds=/ ! ds:/ 057 =5
0 s o ntl1 0

n+1
_ (0.5"+1 -8 snt2 > |w ~ (n+2)05"t g — g t2

n+1  (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)

A Figura I ilustra o grdfico da solugcdo do Exemplo (7) para n = 2.

0.5 1 T
P
Figura 1: Gréfico da fungo v(x) = x 2430

Exemplo 2. Considere agora o problema (4) com f(x) = 2™ em que n € N, isto é,

—w'"(x) = 2",z € (¢, 1),

w'(c) =0 =w(1),

®)

em que ¢ = 0.5. Utilizando a formula integral (6) obtida, temos

1 s 1 in+1 s 1 n+1 n+1
t 0.5
w(zx) :/ / t"dt ds:/ ds:/ > - ds
- 0.5 - n+105 s \n+1 n+1

B (n+1)(n+2)

( sn+2 0.5+ . ' 1—a""? — (n42)0.5" (1 —2)
(n+1)(n+2) n+1 B '

Um esbogo grdfico da solucdo do Exemplo (8) é ilustrado na Figura 2 n = 2.
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—2z4 1
Figura 2: Gréfico da fungdo w(x) = %
Se assumirmos que o Problema (1) possui uma solugio u € C*(I) N C(T), entdo
u € cOncava para baixo, pois f € positiva por hipétese. Por outro lado, o Teorema do

Valor Médio, nos garante a existéncia de algum c € [ tal que

u(l) —u(0)  0-0

’ _ _
u'(c) = T = 1 =0.

Neste caso, u restrita ao intervalo [0, ¢] seria solucgo de (3) e u restrita ao intervalo [c, 1]
seria solucdo de (4). Assim, esse ¢ passa a ser o considerado daqui em diante.

Isso nos motiva a definir a seguinte candidata a solucédo de (1)

/Om (/:f(t)dt)ds, se 0 <z <g,
/: (/:f(t)dt)ds, sec<xz <1

De maneira geral, para um c qualquer, pode ocorrer que u seja descontinua (e,

u(z) = ©

portanto, ndo é solugdo de (1)). Para um ¢ € I fixado, denote v(z) = v(z,c) e

w(z) = w(z, c). Pode ocorrer uma situagdo como a descrita na Figura 3.

Uu

0.1

— w(a)

0.5 1

Figura 3: Gréfico de u para um certo valorde c € I.
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No sentido de garantir que a expressdo dada em (9) é, de fato, solucdo para o
problema (1), defina as fun¢des v, w : [0, 1] x [0, 1] — R dadas por

o) = [ ([ ) as (10)
w(z, y) = /: (/y f(t)dt) ds. (11

Lema 1. As fun¢oes v, w definidas em (10) e (11) sd@o de classe C, isto é, possuem

derivadas parciais continuas.
Demonstragdo. De fato:

ov v
e :/w f()dt

€
® y+h - y
@ = lim U(l‘yy + h) — ’U(],‘,y) ~m /O (/s f(t)dt> ds —/O (/S f(t)dt) ds
ay h=0 h h—0 h
. /O (F(y+h) = F(y))ds e - R0
h—0 h pm ;

=F'(y)z = f(y)x,

y
em que F(y) := / f(t)dt. Logo, v(z,y) é continua. Considerando agora w dada por

/ :h ( / o) as - [ 1 ( / o) as

(11), temos

% h—0 h h—0 h
= Jim SN ZEO) 10y = — [ sy,
h—0 h y

em que G(z) := /w 1 ( /y ) f(t)dt> ds. Além disso,
ow . wlwy+h) —wzy) L /: ( yihf(t)dt) ds — /: (/y f(t)dt) ds.

8y h—0 h h—0 h

O que nos leva a

5 /L (=F(y+h)+F(y))ds . (F(y+h)— F(y)-(1—2) — _F'(y)(1-a),

8y h—0 h h—0 h
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0
ou seja, a—z} = —f(y)(1 — z). Logo, como ‘g—‘; e %—Z’ sdo continuas, segue-se que
w(z,y) é de classe C*. O

Observe que, se existir ¢ € (0, 1) tal que v(z, ¢) = w(z, ¢), entdo a fungdo u dada

em (9) é continua. Defina agora a fungio h : I — R dada por

h(y) = v(y,y) — w(y,y). (12)

Note que & pode ser reescrita como

)= [ 1 ([ rwat) as, (3)

pois

) = ot~ ut) = [ ([ s0at) as- / 1 ( / o) as = | 1 ([ sar) as.

Como f € continua, segue-se que h também &.

Proposicio 1. Seja h : I — R dada por (12). Existe um c € I tal que h(c) = 0.

Demonstragdo. Como

1(0) = ©(0,0) — w(0,0) = /00 (/0 f(t)dt> ds — /01 </0 f(t)dt> ds < 0
B(1) = v(1,1) — w(1,1) = /O1 (/1 f(t)dt) ds — /11 (/1 f(t)dt) ds > 0

e sendo h continua, segue-se do Teorema do Valor Intermedidrio, que existe ¢ € (0,1)

tal que h(c) = 0, como querfamos. O

Tomando ¢ dado pela Proposi¢do (1), obtemos que u dada em (9) é continua. O

préximo resultado garante que este c € tnico.
Proposicio 2. Seja u : I — R definida em (9). A constante c que torna u continua é

inica.

Demonstragdo. Aplicando a Regra de Leibniz a h, tem-se, por (13), que 1/ (y) = f(y).
Deste modo, h é crescente e possui apenas uma raiz em I, ou seja, a constante ¢ que
torna u continua € tnica. O

Estamos em condi¢des de enunciar o

Revista de Matemadtica de Ouro Preto 2022 30



RMAT: v.4 pp:31-42 2022 Universidade Federal de Ouro Preto

Teorema 1. Sejam f : I — R uma funcdo continua, positiva, tal que

1 T
/ (/ f(t)dt) ds < +oc para todo x € 1,
0 s

v e w definidas em (10) e (11) e ¢ € I a uinica raiz de h dada por (12). Entdo a fungdo
u:1—-R definida em (9) é a uinica solugdo de (1).

Demonstragdo. Observe que u(0) = 0 e u(1) = 0, ou seja, u satisfaz as condi¢oes
de fronteira. Por constru¢do, —u" (z) = f(z) em (0, c) U (¢, 1). Vamos analisar u(z)
quando z = ¢. Vimos que h(c) = 0 e que isto implica em « ser continua em x = c.
Como v e w sdo de classe O, temos que as derivadas laterais de u em c coincidem e

sdo iguais a zero. Além disso

lim u'(z) = lim (/C f(t)dt) =0= lim+ <— /x f(t)dt) = hm+ o' (x),

de modo que existe ©’ e esta é continua em c. Para tratar da derivada de segunda ordem,

observe que u” existe e € igual a — f em (0, ¢) U (¢, 1). Por outro lado,

, v(z,c), se0 <z <eg,
u'(z) =
w(z,c), sec<x < 1.

De modo que

l / l ow r
— (g, c — t)dt
v/ (c) = lim viz) = w'le) — lim % (2) = lim 9=~ (z,¢) = lim 7fc 1® .
z—ct r—c z—ct T —C z—ct T —C z—ct xr—c
Aplicando a Regra de L'Hopital no dltimo limite, obtemos u{ (¢) = — f(c). De modo
andlogo, mostra-se que u” (¢) = — f(c). Por outro lado, de (9) notamos que

—f(z), se0 < x <F,
u//(m) —
—f(z), sec<z <1,

de modo que u” é continua em ¢. Portanto, u é uma solucio de (1) de classe C2. A

Proposi¢ao 2 garante a unicidade. O

Um fato interessante é o proximo resultado que simplifica a expressdo que repre-

senta a solugdo da Equagéo de Poisson.

Corolario 1. Seja u : I — R a fungdo dada em (9). Entdo, u pode ser definida
u(x) :/ (/ f(t)dt) ds, (14)
0 s
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Demonstragdo. Defina g : I — R por

¢) —w(zx,c)

v(a,
/OI (/:f(t)dt> ds — /: (/ f(t)dt> ds. (1)

c x

Dai, ¢'(z) = / f(t)de —|—/ ft)dt = 0. Logo g(x) = g(c) = v(c,¢) —w(c,¢) =

h(c) = 0. Portagflto, v(z,c) :cw(x, ¢) para todo x € [0, 1], o que prova o resultado. [

g9(z)

3 Exemplos
Exemplo 3. Considere o problema (1) com f(x) = z™ em que n € N, isto ¢,

—u(x) =a™ xel,

u(0) =0 = u(1).

(16)

Como

1 T 1
1
h(z) = / </ t"dt) ds = —— (™t — ") ds
0 s n+1 0

_ 1 x"+1s—sn+2 ’1271 gt — !
n+1 n+2/)lo n+1 n+2)’

1
n+2

n+1
segue-se que a raiz de h é dada por ¢ = < ) . Deste modo, a solugdo é dada

por
T — xn+2

U= G Dt )

2
A Figura 4 ilustra o grdfico de u paran = 0 (u(x) =T, 33) en = 2

(u(m) =7 If).

tle)

u(x)

Figura 4: Grafico da solu¢do v paran =0en = 2.
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Exemplo 4. Considere o problema (1) com f(x) = % Uma vez que, por construgdo,

temos h(¢) = 0, isto é,

h@)Al<lc;ﬁ>dsm@)+10

1
segue-se que ¢ = —. Portanto, a solugcdo do problema serd dada por u(z) = —zInx.

Na Figura 5 podemos ver o grdfico da solugdo u.

u(x)

Figura 5: Grafico da funcgdo u(z) = —zInz.

Observacio 1. No Exemplo 4 ndo explicitamos as contas, porém note que as integrais
sdo improprias, visto que lim f(x) = +o00, 0 que deve ser considerado ao efetuar os
z—0t

cdlculos.

Nos Exemplos a seguir, exploraremos o que ocorre com o problema (1) se f(x) =
w%,, considerando diferentes valores para p. Note que o Exemplo anterior € o caso em
que p = 1. Vejamos o que ocorre quando 0 < p < loul <p < 2.

1

Exemplo 5. Consideremos a fungdo f : I — R dada por f(x) = —» comp €
x

(0,1) U (1,2), e o problema

o ap (17)
w(0) = 0 = u(1).

1 -»
Com os mesmos cdlculos feitos no Exemplo (3), obtemos ¢ = <2> e, portanto,
—-p
a solucdo é dada por
x— 2P

(1-p)(2-p)’

para todo x € [0, 1]. A Figura 6 ilustra o caso em que p = 0.3.

u(x) =
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1 gz

100z — 100215
Figura 6: Gréfico da fungédo u(z) = w

1
Exemplo 6. Consideremos a mesma funcdo f : I — R dada por f(z) = —» agora
x
comp > 2. Para p > 2, note que

1 x 1 1 1—p l—p 1 2—p
/ (/ dt)ds / (a? _ 3 >ds:<xp_1~s—8 )
o \Js o \1=p 1-p L—p (2—-p)

1
1 s " 1
p—1\ar~!l  (p—2)sP—2 o N

de modo que a fungdo f ndo satisfaz a Hipdtese (2) e o método que desenvolvemos aqui

ndo se aplica. Analogamente, no caso em que p = 2, temos uma integral impropria

divergente.

Apresentaremos a seguir uma propriedade de convergéncia das fungdes u,, dadas
no Exemplo (5). Para isto, utilizaremos a

Proposicao 3 (Regra de L'Hopital para motonicidade). Sejam f, g fungdes diferen-
cidveis no intervalo (a,b) tal que ¢ > 0 (ou g < 0) em (a,b). Suponha que

lim f(y) = lim g(y) =0o0u lim f(y) = lim g(y) =0.
p—1t p—1t p—1— p—1—

/

/
* Se f—/ é crescente em (a, b), entdo <f) > 0em (a,b).
g g

/

!/
* Se é é decrescente em (a, b), entdo (;) < 0em (a,b).

Demonstragdo. Veja [9]. O

Teorema 2. Para cada p € (0,2), seja u, solucdo de
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em que p € (0,1)U(1,2). Entdo, para cada x € 1, u,(z) converge para uy (x) quando
p — 1. Além disso, dada uma sequéncia mondtona (p,) tal que p, € (0,1) U (1,2)

para todon € N elimp,, = 1, a sequéncia {u,, } converge uniformemente para u,.

Demonstragdo. Pelos Exemplos 4 e 5, respectivamente, temos que u1 (z) = —z-lnz e
x—x?P
up(x) = ——————. Assim, utilizando a Regra de L’Hopital, obtemos
3 1-p)2-p)
2-p .
lim u,(x) = lim r AT = u ().
p—1 p—1 2p—3

Seja (p,) uma sequéncia monétona arbitréria tal que p,, € (0,1) U (1,2) para todo
n € Nelimp, = 1. Como p,, ¢ mondtona e tende para 1, ha duas situacdes possiveis:
a sequéncia é crescente e p,, € (0,1) para todo n € N ou é decrescente e p,, € (1,2)
paratodon € N.

Suponha que ocorra o primeiro caso. Entdo, u,,, € crescente. De fato, definindo as
fungdes diferencidveis g(p,2) =z — 2> P e h(p) = (1 —p)(2 — p),comp € (0,1) e
x € [0, 1], note que u,, pode ser escrita como uma fun¢io de duas varidveis: x e p, da

seguinte forma

Além disso, temos que

paratodo p € (0,1) e

lim g(p,z) =0= lim h(p),

p—1t p—1t
para todo x € [0, 1]. Afirmagéo: a fungéo

/ 99

g )
dp

2> Plnx
2p—3

é positiva e crescente (em p) para todo z € [0, 1]. De fato, ao derivar a fungdo em p,
temos

>0

g\ . —227P(Inx)?(2p — 3) — 222 Plnx
(h’> (pe) = (2p —3)?

paratodop € (0,1) e z € [0, 1]. Dai, segue-se da Regra de L’Hopital para monotonici-

(%)) =0

em (0,1). Logo, u, = u(p, x) é crescente em p. Portanto, pelo Teorema 7, a conver-

dade 3 que
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géncia é uniforme. O

Na Figura 7, podemos observar os grdficos de fungdes do tipo wu,(z) =
x—x*P

(1-p)(2—p)
que p se aproxima de 1.

se aproximando do gréfico da fun¢do u(x) = —z - Inz, a medida

_Ee

- up(z),1<p<2
0.4
. up(x),0<p<1

x — 2P

1-p—p "

Figura 7: Gréficos das fungdes u(z) = —x - Inz e upy(z) =

diferentes valores de p € (0, 2).

Exemplos Numéricos

A expressdo dada em (9) permite obter a solugdo da Equacio (1) explicitamente.
Existem duas dificuldades para isto. Uma delas é resolver as integrais envolvidas e
a outra é que é necessario encontrar a raiz (dnica) da funcdo h. Para encontrar as
raizes da fun¢@o h, podemos utilizar algum método numérico que resolva equagdes ndo
lineares, como o Método de Newton. Embora o Método de Newton tenha convergéncia
quadrdtica, ele tem o inconveniente de ter que se calcular a derivada da fun¢do. Todavia,
uma vez que h/'(z) = f(x), podemos escrever o método de Newton para i assim

h(zy)

Tn+1 = Tpn — T

o) (18)

Para realizar os testes numéricos, utilizamos a linguagem Python e os exemplos

estdo a seguir.

Exemplo 7. Ao resolver a Equagdo (1) com o método proposto para f(x) = x4+ 1,
5

obtemos h(x) = T +z - % Aplicando o Método de Newton com com chute inicial
xo = 0, 6 na expressdo (18), obtemos 0.5253313680253423 como raiz de h e a solugcdo
é dada por

26 2?2 x(0'52533136802534235

5 + 5253313680253423)
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cujo grdfico é ilustrado na Figura 8.

014

012

010

0.08

0.06

0.04

0.02

Dh DIZ 0‘4 DIG Dlﬁ 1‘0
Figura 8: Grafico da Solu¢do do Exemplo 7

2
Exemplo 8. Considerando em (1), f(x) = \/x + 1, obtemos h(zx) = gx% +z—

23
—. Aplicando o Método de Newton com chute inicial xo = 0,6 em (18), obtemos
0.5180712960154776 como raiz de h e a solugdo é dada por

+0,5180712960154776 - # — — 22 — —

2.0, 51807129601547765 4 2
u(z) = 3 15 2

cujo grdfico é ilustrado na Figura 9.

0.20

015

0.10

0.05

0.00

00 02 04 0.6 08 10

Figura 9: Gréfico da Solucio do Exemplo 8

3 2

Exemplo 9. Com f(x) = cosmx + 22 em (1), obtemos h(x) = 2* — 3 4 T —-
71' 0

Tomando xy = 0,6 como chute inicial no método de Newton, para obter a raiz de

(18), temos 0,4682402521553725 como raiz de h e a solugdo é dada por (aqui, T estd
aproximado por 3,14159265358979):

3
u(z) = 0,4682402521553725%2 — % + 0, 318309886183791xsen(3,14159265358979

- 0,4682402521553725) + 0,101321183642338 cos(3, 14159265358979x)
—0,101321183642338
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cujo grdfico é ilustrado na Figura 10.

012

010

0.08

0.06

004

002

0.00

D.IU DIZ D.I4 DIG D.IB 1.‘0
Figura 10: Gréfico da Solucdo do Exemplo 9

4 Perspectiva geométrica

Nesta se¢do, iremos explorar geometricamente as solucdes obtidas para os proble-
mas (3) e (4), a fim de ter maior entendimento sobre a solucdo obtida para o problema
(1). Para esse estudo, utilizamos o software de matematica dindmica GeoGebra e

tomamos como base o caso em que f(z) = 1.

2 . .
Nesse caso, temos ¢ = 3 e u(x) = —%- + Z. Vejamos o que acontece geometrica-

mente.
As fungdes (10) e (11), definidas em [0, 1] x [0, 1] a partir das solugdes de (3) e
(4), respectivamente, sio fun¢des de duas varidveis cujo grifico estd contido em R3,

como ilustra a Figura 11.

w(x,y)

Figura 11: Gréficos das fungdes (10) e (11).

Pelo Coroldrio 1, temos u(z) = v(z, ¢) = w(x, c) paratodo x € I, em que c é a
raiz de h definida em (12). Logo, o gréfico de u coincide com as curvas formadas por
v(z,y) e w(x,y) quando y = c. Graficamente isso significa que as superficies geradas
por v(z,y) e w(z,y) possuem intersecdo e que esta intersegéio é precisamente a curva
de u(x).
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Figura 12: Intersecdo das superficies que representam v € w.

Note que o que fizemos na primeira se¢do foi procurar um y = ¢ de forma que
u(x) fosse continua em = = ¢, isto é, v(c, ¢) = w(c,c), em que (¢, c¢) é um ponto da
reta y = x. Isto &, analisamos o comportamento das duas fungdes nos pontos da forma
(y,y). Sendo assim, tomando z = 0, tracamos a reta y = z, dividindo o retdngulo
A ={(z,9,0) € R}0 < < 1,0 < y < 1} em duas regides, como mostra a Figura
13.

Figura 13: Regides definidas por

Note que na regido I temos x < y e, na regido II, y < x. Dessa forma, como a
solucdo de (1) € dada por

v(z,c), se0 <z <c,
u(z) =

w(z,c), sec<x <1,

analisamos v e w restritas as regides I e II, respectivamente. Para isso, parametrizamos
as funcdes de forma a obtermos uma curva para cada valor de y € I. Fixado y = yg, as

parametrizagdes obtidas foram

2
V(t) = (t,yoayot — 2) , com0 <t <y,
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1 2
W(t) = (t,yo,2 -3 —yo+yot> ,comyg <t <1,
de modo que, ao variar o valor de y, dentro do intervalo [0, 1], é possivel analisarmos
para qual valor as curvas V' (t) e W(t) se justapdem, isto &, V(yo) = W (yo). Por
fim, observe na Figura 14 o traco de V' e W para diferentes valores de g, inclusive

Yo = ¢ = %, que nos da u(x).

W (u)

u(a)

MHom,

/

Figura 14: Traco das curvas V' e W para diferentes valores de yg.

Ao leitor interessado, seguem-se links para construcdes realizadas no GeoGebra
que permitem explorar, dinamicamente, o estudo apresentado.

1. Solugdo do exemplo com f(x) = z™: https://www.geogebra.org/m/mkj3fqu3.
~ 1 .
2. Solugdo do exemplo com f(z) = ' https://www.geogebra.org/m/yvwyzr9j.
T
3. Explorando geometricamente o exemplo com f(x) = 1: https://www.geogebra.
org/m/jejvjtag.

5 Conclusao

A Equacdo Geral de Poisson Unidimensional é uma equagdo diferencial com
aplicagdes reais em diferentes fendmenos e que pode ser estudada, como feito, por
alunos em nivel de graduacdo. Isto €, ndo utilizou-se neste estudo conceitos e resultados
distantes do que se aborda na graduagdo em Matematica.
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Apenas com o uso de tais conceitos, obteve-se sob quais hipdteses o problema
escolhido possui solugéo positiva, destacando-se o processo de obtengdo e verificagdo

da mesma, além de obter uma férmula geral em funcdo da aplicagdo f.

Por fim, ao trabalhar com exemplos, foi possivel termos ideias que nos permi-
tiram obter outras propriedades da solucdo, como as apresentadas nos Coroldrios, e

compreender, com o auxilio do GeoGebra, o que ocorre geometricamente.
6 Apéndice

Teorema 3 (Teorema do Valor Médio de Lagrange). Seja f : [a,b] — R uma func¢do

f(0) — f(a)
b—a

Teorema 4 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja f : I — R uma funcdo continua

continua. Se f é derivdvel em (a,b), existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =

no intervalo 1. Sdo equivalentes:

e Uma funcdo F : I — R é uma integral indefinida de f se existe a € I tal que
F(z)=F(a)+ / f(t)dt para todo x € 1.

a

e F édita primitiva de f e vale F'(x) = f(x) para todo z € 1.

Teorema 5 (Teorema do Valor Intermediério). Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua.
Se f(a) < d < f(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

A demonstracdo desses resultados pode ser vista em [7] e, para mais detalhes sobre
o Teorema a seguir, o leitor pode consultar [2].

Teorema 6 (Regra de Leibniz para integrais proprias). Seja f : [a,b] X [a,b] — R uma

fungdo continua. Entdo

a) afungdo
1
F(ﬂﬂ):/O f@,y)dy

é continua em [a, b|;

s,
b) se % existe e é continua em [a, ] x [0,1], entdo F é de classe C"* e

F’(m):/o %dy.

Teorema 7 (Dini). Se a sequéncia de fungées continuas uy, : I — R, p € L, converge
monotonicamente para a fungdo continua u : I — R no conjunto compacto I, entdo a
convergéncia é uniforme.

Demonstracdo. Veja [7]. O
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