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Resumo

Para além das formas tradicionais de calculo de 4reas de figuras planas, existem
métodos pouco explorados e difundidos. O teorema de Pick é um desses métodos, que
relaciona nimero de pontos internos e de borda de um poligono simples (sem buracos e
cujos lados ndo se cruzam) inscrito em uma malha quadriculada para calcular sua drea.
E a partir da associacdo deste teorema com a Férmula de Euler para figuras planas
poligonais, que relaciona seu nimero de faces, arestas, vértices e buracos, podemos
criar uma generalizagio do Teorema de Pick que abrange poligonos nio simples, desde
que inscritos em uma malha quadriculada.
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1 Introdugao

O estudo de areas de figuras planas estd presente desde o inicio do Ensino Funda-
mental. J4 no 6° ano os alunos sdo ensinados a calcular a drea de figuras que vao desde as
mais simples, como tridngulos e retdngulos, até algumas mais rebuscadas, recorrendo-se
tanto a férmulas matematicas especificas (no caso de figuras que as possuem), ou a

outras estratégias, como por exemplo a cldssica reparti¢do em tridngulos.

Todavia, ndo € possivel que alguns contetidos pertinentes ao assunto sejam aborda-
dos na escola, e por isso alguns resultados sdo esquecidos - ou mesmo desconhecidos -
por parte tanto de estudantes quanto até mesmo de professores. E ndo se trata assuntos
complexos, mas sim de contetidos simples que dispdem baixa complexidade matemadtica,
que podem ser facilmente compreendidos, a0 mesmo tempo que apresenta interessantes

aplicacgdes.

Esse € o caso de dois teoremas: um enunciado por Georg Pick em 1899, conhecido
como Teorema de Pick, e o outro, enunciado anteriormente em 1758 por Leonhard

Euler, que também leva o nome do autor.

Este artigo foi produzido com base nos seguintes textos: [2] "Teorema de Pick:
uma abordagem para o cdlculo de dreas de poligonos simples", de Renata da Costa
Abreu; [3]] "Calculo das Formulas de Euler e Pick no Geoplano e no Geogebra.", de
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Wesley da Silva Carvalho; [4] "Areas: das nog¢des intuitivas ao Teorema de Pick", de
Ténia Marli Rocha e Doherty Andrade; [3] "Aritmética em retas e cOnicas”, de Rodrigo

Gondim e [6] "Teorema de Pick", de Jodo Nuno Tavares.

2 Contextualizacao

Imagine que vocé precisa calcular as dreas das seguintes figuras:

@ l=3cm (b)y D=6cm, d=4cm

(¢) bt =4 cm, hy =3 cm (d) b =5¢cm, h =3 cm

Figura 1: Exemplos de figuras planas com férmulas especificas

A resposta é simples: o quadrado possui drea igual a 9 ¢m?, o losango, 12 ¢m?,
o tridngulo, 6 cm? e o retingulo, 15 ¢cm?. Isso porque todas sio figuras que possuem

uma férmula prépria de célculo de dreas: a drea do quadrado é dada por [2, a do losango

é dada por

e por af vai.

No entanto, podemos nos deparar com figuras cuja drea ndo seja tao trivial. Imagine

agora que vocé precisa calcular a drea das seguintes figuras:

(a) Poligono 1 (b) Poligono 2

Figura 2: Exemplos de figuras planas que ndo possuem férmulas especificas

Uma possivel estratégia para descobrir a drea das figuras € a triangulacdo: divide-se
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elas em diversos tridngulos de bases e alturas conhecidas, calcula-se a drea de cada um
e depois faz a soma de todas. Apesar de eficaz, pode ser um método extremamente
trabalhoso. Verifica-se, entdo, a necessidade de métodos mais préticos, e de fato, existem:

exemplo disso é o Teorema de Pick, que veremos neste trabalho.

3 Caracteristica de Pick

A partir dessa sessdo, a nélo ser que seja especificado, trabalharemos com poligonos
simples, que sdo poligonos que nio possuem buracos em seu interior, nem arestas que

S€ cruzam.

Dado um poligono simples P, com B pontos de borda e I pontos inter-

nos, definiremos a caracteristica de Pick da seguinte forma:
) 1
Pick(P) = §B +7-1

A respeito dessa relag@o, podemos afirmar o seguinte:

Seja P um poligono simples, cujos vértices sdo nos de uma malha quadriculada, e
que é obtido a partir da unido de dois poligonos Py e P, ao longo de, pelo menos, uma

aresta, e sendo esses poligonos também inscritos na malha. P deverd ser tal que

Pick(P) = Pick(Py) + Pick(Pz).

Mostraremos que a afirmag@o acima € verdadeira.

Se definirmos B; e I; como os pontos de borda e internos de P;, respectivamente,
e By e I, como os pontos de borda e internos de P», respectivamente, sabemos que
Pick(Py) = % - By + I — 1, e que Pick(Ps) = % - By + Iy — 1. Chamemos de
v o numero de pontos de borda da(s) aresta(s) comum(ns) de P; e P,. Temos que
exatamente dois desses pontos sdo pontos de borda de P, e os outros v — 2 pontos que
restam s@o pontos internos de P. Entdo:

Pick(P) = --B+I1-1

'[(Bl*U)+(BQ*('U*2))]+[I1+IQ+’U*2]71

(Bi1+By—2v+2)+ L1+ L+v—-2-1

NI RN NN

1
'Bl+§‘B2—1}+1+Il+IQ+'U—2—1

1 1
§Bl+Il_1)+(§BQ+IZ_1)
= Pick(Py) + Pick(Ps)

Il
—
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Entdo, de fato, se juntarmos dois poligonos para formar um s6, a caracteristica de Pick

do novo poligono € igual a soma das caracteristicas de Pick dos menores.

4 O Teorema de Pick

O Teorema de Pick é um resultado que nos permite calcular a drea de qualquer
figura plana simples cujos vértices estejam sobre pontos de uma malha quadriculada.

Ele é enunciado da seguinte forma:

Teorema de Pick. Dado um poligono simples P, construido sobre a malha quadriculada

Z X 7 e cujos vértices sdo nos dessa malha, entdo sua drea é dada por
. B
Area(P) = Bl +1-1,

onde B é a quantidade de pontos da borda e I a quantidade de pontos internos.

Em outras palavras, o Teorema de Pick afirma que a caracteristica de Pick de um

poligono simples ¢é igual a sua area.

Uma das vantagens proporcionadas pelo Teorema de Pick € a abrangéncia desse
resultado: desde que o poligono seja simples e cujos vértices sejam nds da malha, o
teorema pode ser aplicado; independente de ser convexo ou ndo, de ter poucos ou muitos

lados, de ser ou ndo regular, ele sempre nos dard a drea exata da figura.

Vejamos exemplos da aplicaco:

Exemplo 1. Determine a drea dos Poligonos 1 e 2.

Note que o Teorema de Pick s6 pode ser utilizado em poligonos inscritos em uma
malha quadriculada. Entao, é o que faremos com o Poligono 1 (Figura[2(a)). Suponha
que ele possa, de fato, ser inscrito numa malha quadriculada, como mostra a figura

abaixo:

Figura 3: Poligono 1 inscrito na malha

Desse modo, o poligono P atende as condicdes para uso do Teorema, pois €
um poligono simples e cujos vértices se localizam sobre n6és da malha. Entdo, basta
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aplicarmos a Férmula de Pick para encontrarmos sua drea. Observe que na Figura 3 os
pontos internos e de borda j4 estdo destacados, em cores diferentes para facilitar nosso
entendimento. Na cor marrom, temos os pontos de borda ,que sdo os vértices e demais
pontos das arestas que coincidem com os nés da malha, e somam 20 pontos. J4 na cor
rosa, temos os pontos internos, que sdo 11. Considerando como w a distincia entre cada

n6 da malha e outro né adjacente, temos:

B
AP) = SHI-1
20
—4+11-1
2+

= 10+11-1
= 20

Concluimos, entdo, que a drea do Poligono 1 € de 20u2.

Faremos o0 mesmo procedimento com o Poligono 2 (Figura|2(b)). Primeiramente

inscrevemos na malha, da seguinte forma:

e S e e e L e e e e e e P e -
I 1 1 I I I I 1 1 1 I I I I

Figura 4: Poligono 2 inscrito na malha

Ao todo, s@o 40 pontos de borda e 35 pontos internos. Aplicando na férmula, temos:

B
AB) = S+I-1
40
4351
2-|—

= 20+35-1
= b4

Portanto, a drea do Poligono 2 € de 40u>.

Exemplo 2. Um fazendeiro deseja cultivar determinada hortalica em seu terreno,
delimitado por 22 estacas e uma cerca que liga todas elas e cuja drea é de 78 m*. O

plantio dessa hortalica deve ser feito em canteiros, tal que cada pé plantado esteja a
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uma distancia de, pelo menos, 1 metro do pé mais proximo. Determine quantos pés da

hortalica o fazendeiro poderd plantar.

Vamos chamar o poligono referente ao terreno de T. Agora temos uma situacio
um pouco diferente: ja temos a drea do nosso poligono; o que queremos saber € a
quantidade de pontos internos que, dentro do teorema de Pick, esse poligono possui. E
isso € possivel, pois o exercicio nos deu também a quantidade de pontos de borda, que é

22. Portanto, basta, novamente, substituirmos na féormula. Entéo:

B
22
8 = —4+I1-1
2+
8 = 11+71-1
I = 7-11+1
I = 68

Portanto, temos 68 pontos internos. Essa serd a quantidade de hortalicas que nosso

fazendeiro poderd cultivar em seu terreno.

O Teorema de Pick possui uma aplicacdo real. Ele € usado por satélites de georre-
ferenciamento para calcular dreas de regides irregulares. Vejamos um exemplo de como

1SS0 ocorre:

Exemplo 3. Encontre a drea do estado de Minas Gerais usando o Teorema de Pick.

A férmula de Pick exige que a figura usada seja um poligono. Assim sendo, para
célculo de areas fisicas, que nem sempre sdo poligonais, a ideia é criar um poligono
cujo formato se aproxime ao da regido original. Trata-se, portanto, de uma estimativa,

cuja precisao dependerd da escala utilizada.

(a) Mapa de Minas Gerais [1] (b) Mapa de Minas Gerais inscrito na ma-
lha

Figura 5: Adaptagdo de drea ndo poligonal para o uso do Teorema de Pick
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Usando o poligono acima, temos:

AP) = §+1_1

25
= —447-1
2+7

= 12,5+47-1
= 58,5

Depois de encontrarmos o nimero de Pick do nosso poligono, precisamos agora
transforma-lo de acordo com sua escala. No nosso caso, cada unidade de distancia
vale 100 km e consequentemente, cada unidade de 4rea vale 100 x 100 = 10.000 km?.

Entdo, a drea de Minas Gerais, segundo nossos célculos, € dada por

H(P) 58,5 - 10.000

585.000

No nosso célculo, a drea de MG é de 585.000 km?2. Segundo dados do IBGE, a érea
oficial do estado é de aproximadamente 586.521 km?. A precisdo encontrada foi
satisfatéria, mas é possivel encontrar aproximacdes ainda melhores; basta apenas que se

amplie mais a imagem ao criar o poligono base.

Exemplo 4. Encontre a drea do poligono abaixo:

Figura 6: Poligono com buraco

O poligono dado possui um buraco em seu interior. O teorema de Pick ndo é
enunciado para poligonos com buracos, contudo a soma da area do buraco com a area
do poligono devera ser a area total da figura. Como queremos apenas a drea do poligono,
podemos calcular a drea do buraco usando a prépria formula do teorema e depois
subtrai-la da 4rea total, que inclui os pontos que pertencem ao buraco como pontos
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internos. Assim, temos:

Ab) = S +1-1

= —+1-1
= 2+1-1

B

= 21+20 1
T2
= 10,54+20—1

= 29,5

A(P) = A(T) — A(b) = 29,5 — 2 = 27,5

Portanto, a drea do Poligono € de 27, 5uZ.

5 Resultados auxiliares para a demonstracio do Teorema de Pick

A demonstragdo do Teorema de Pick requer a utilizagdo de outros resultados,
alguns ja amplamente utilizados no dia a dia dos gedmetras, outros que podem ser
obtidos em funcdo destes. Vamos enuncia-los e demonstra-los nesta sessao.

Para as seguintes relagdes, precisamos definir o que sdo tridngulos primitivos.
Diremos que um tridngulo € primitivo se ele € tal que seus vértices sao os Unicos pontos
de borda que possuem, e ndo contém pontos internos. Note que todos os tridngulos a

seguir sdo exemplos de tridngulos primitivos:

H===p==t==o

Figura 7: Exemplos de tridngulos primitivos

Lema 1. Sejam m e n dois inteiros. Se eles forem primos entre si, entdo existem outros

inteiros, t e s, tais que tm — sn = 1.

Demonstragdo. Sejam m e n dois inteiros, primos entre si. Tomemos ¢ e s inteiros tais
que

tm — sn =p, (€))]

Revista de Matemadtica de Ouro Preto 2022 8



RMAT: v.4 pp:9{242022 Universidade Federal de Ouro Preto

sendo p > 1. Por m e n serem primos entre si, podemos afirmar que pelo menos
um deles, digamos m, ndo é divisivel por p. Isso implica que m = pq + r, sendo,

obviamente, 0 < r < p.

Agora, seja r’ um inteiro tal que 7’ = p — 7. Temos 0 < 7’ < r < p, ou seja,

0 <7’ < p, e temos também r = p — r’. Entdo:
m=pq+r=pg+p—r =plg+1) -1,

que pode ser reescrito como
plg+1)=m+7r. 2)

Podemos multiplicar a eq. (I) por ¢ + 1. Dai:
tlg+1)m—s(g+1)n=plg+1)=m+1,
e desenvolvendo, temos:

tlg+1)m—s(g+1)n=m+7r'
(tg+t)m — (sq+s)n—m =1
!/

(tg+t—1)m—(sq+s)n=1",

com0 <7’ < p.

Chegamos entdo a uma expressdo que multiplica m, e que ao ser desenvolvida
resulta em um nimero inteiro; 0 mesmo ocorre com s. Isso nos indica que podemos re-
petir esse processo quantas vezes se faca necessdrio, até encontrarmos inteiros, digamos

t'e s’ taisquet’'m — s'n = 1.
O

1
Lema 2. Todo tridngulo primitivo possui drea igual a §u2.

Demonstragdo. Seja ABC um tridingulo primitivo, tal que A e B sejam pontos de
coordenadas inteiras, A = (0,0) e B = (m,n) com m e n ndo nulos e primos entre si.
Se nao fossem, existiria um nimero inteiro d que seria divisor comum de m e n, dai o
ponto P = (%, g) , que estaria sobre o lado AB seria inteiro e ABC nao seria um
tridngulo primitivo.

O ponto B pode ter uma das coordenadas igual a 0; digamos ser m = 0. Como
ABC € um tridngulo primitivo, para que nio haja pontos de borda, devemos ter n = +1.

Na Figura[g] exibimos todas as configura¢des possiveis nas quais ndo hd pontos internos:

1-1 1
Em todas elas, ABC possuird, pela férmula de drea triangular, 5 = §u2.
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Figura 8: Possiveis posi¢des do tridngulo ABC

Caso B possua primeira coordenada m # 0 (o caso serd andlogo para n # 0),
n
o ponto C pertencerd a uma reta r = —x + b, paralela a AB, sendo D = (0,b1) o
m
ponto onde essa reta passa pelo eixo vertical. E existem infinitos pontos, dos quais
escolheremos ) = (s,t), sendo Q@ # C, por onde r também passa, ou seja, vale
n
t = —s+b. Dai,
m
n _ itm—mns

b1 =t— —s=
m m

3

Figura 9: ABC,m # 0

Se considerarmos b uma constante genérica, a equago acima representa um con-
junto de retas paralelas ao segmento AB. Deste conjunto, a reta r, que passa por C, é
a mais proxima de AB; se assim nio fosse, ABC possuiria pontos internos, ou seja,
deixaria de ser um tridngulo primitivo. Isso implica que |b1| € o menor valor que b pode
assumir. Mas como m e n sdo nimeros primos entre si, temos, do Lema 1, que existem

s e t inteiros tais que tm — sn = 1, e entdo, a partir da eq. (E[), temos

b= —. )
m
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Figura 10: Retas paralelas ao segmento AB

Considere o tridngulo ABD. Ele possui drea igual a V)IIT.m, pois |b1| é a medida
de AD e m é a primeira coordenada de B, o que nos permite identificar essas medidas
como sendo, respectivamente, base e altura do tridngulo. Agora, note que outra forma
de enxergar 4 drea de ABD é considerando AB base do tridingulo e a distincia desse

segmento a D como a altura. Por ser o mesmo tridngulo, a drea nao muda.

Figura 11: Diferentes bases (azul) e alturas (verde) de ABD

Seguindo essa linha de raciocinio, conseguimos infinitos tridngulos formados por
essa base AB e tendo como terceiro vértice um ponto qualquer da reta r, e que por
. . o1 -m . .
isso possuirdo a mesma area de ABD, ou seja, L Um tridngulo desse tipo € o

triingulo ABC'. E como by é um valor especifico de b, vale a eq. (@); portanto:

1 m
e bl -m —--m —_ 1
Area(ABC) = il =m = — g2
2 2 2 2
O
I]/—
o Zaalt
’/ -
Com” s 8
-7 -'_’.—"--
- __'l‘
blu?""":."l
- “,'
W

Figura 12: Tridngulos de mesma 4rea
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Lema 3. Todo poligono de n lados pode ser decomposto como reunido de n — 2

tridngulos justapostos, cujos vértices sdo vértices do poligono dado.

Demonstragdo. Suponha que existe um nimero n tal que para qualquer poligono com
quantidade de lados menor que n o teorema € vélido, mas que existam poligonos com
quantidade de lados maior ou igual a n para os quais o teorema seja falso. Entdo,
existe algum poligono P de n lados que ndo pode ser decomposto em n — 2 tridngulos
justapostos cujos vértices sejam vértices de P. Seja, esse poligono, tal que haja um
unico ponto de maior abcissa e um tinico ponto de menor abcissa, como mostrado na
figura a seguir. Caso essa condi¢do ndo seja imediata, basta girar o poligono em alguma

quantidade adequada de graus com relacdo a origem.

Figura 13: Poligono com pontos de maior e menor abcissa tnicos

Tomemos o ponto B, que é o ponto de maior abcissa de P. Tomemos ainda os
vértices A e C, consecutivos a A, e tracemos o tridngulo formado por esses trés vértices.
Existem duas possibilidades: o tridngulo ABC' contém, ou ndo contém, algum outro

vértice de P.

e ABC contém algum outro vértice de P

Figura 14: Tridngulo ABC contém outro vértice de P

Digamos que o tridngulo ABC contenha o ponto D, que é vértice de P. Tragando o
segmento BD, o poligono P ¢ dividido em dois poligonos: P’, com n' lados, e P”,
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com n” lados. Ao somarmos os lados de P’ e P”, encontramos n’ +n” = n + 2,
pois o lado AD, que € o tnico dos dois poligonos que nio é lado de P, é contado
duas vezes, enquanto cada um dos outros n lados é contado uma dnica vez. Como
P’ e P” sdo poligonos, n’ > 3en” > 3, o que implica que tanto n’ quanto n” sdo
menores que n e entdo o teorema vale para P’ e P”. Logo, P’ pode ser repartido
em n’ — 2 tridngulos, e P” pode ser repartido em n — 2. Juntando a quantidade
de tridngulos total, temos (n’ — 2) 4+ (n — 2) = n — 2, o que é um absurdo pois o
teorema ndo vale para P.

¢ ABC nio contém nenhum outro vértice de P

Figura 15: Tridngulo ABC' ndo contém outros vértices de P

Nesse caso, consideremos que o segmento AC' divide P em dois novos poligonos:
o tridngulo ABC e o restante de P, que chamaremos P’ e o qual, devido a forma
que foi construido, possui n — 1 lados. Portanto, o teorema vale para P’, que pode
ser triangulado em (n — 1) — 2 = n — 3 tridngulos. Entdo, a divisdo total de P em
tridngulos seria igual a quantidade de tridngulos de P’ somado ao tridngulo ABC,
ou seja, o nimero de tridngulos de P é n — 3 + 1 = n — 2, o que € um absurdo

pois o teorema nado vale para P.

Portanto, o lema é verdadeiro. O

Lema 4. A soma dos dngulos internos de um poligono de n lados é (n — 2).
Demonstracdo. No lema 3 vimos que um poligono de n lados pode ser decomposto em
n — 2 tridngulos. Sabemos também que a soma dos angulos internos de um tridngulo é

igual a 7. Entdo a soma dos angulos internos do poligono € a soma dos angulos internos

de todos os tridingulos, ou seja, (n — 2)m. O
Lema 5. Todo poligono cujos vértices pertencem a um reticulado pode ser decomposto
numa reunido de tridngulos primitivos.

Demonstracdo. Considere um tridngulo ABC cujos vértices sejam pontos da malha.
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Figura 16: Tridngulo ABC

Se ele possuir uma quantidade p de pontos internos, podemos escolher um ponto
especifico, digamos P, e tracar os segmentos AP, BP e CP. Obtém-se, assim, trés
tridngulos: APB, BPC e CPA. Como P € ponto da malha, cada um dos trés novos
tridngulos terd um nimero menor do que p de pontos internos. O processo ser repetido

até que cada tridngulo ndo possua nenhum ponto interno.

(a) Ponto P interno (b) Triangulos gerados a partir dos
pontos internos

Figura 17: Nenhum dos tridngulos possuem pontos internos

Se ele possuir uma quantidade ¢ de pontos de borda, podemos escolher um ponto
especifico, digamos () sobre o lado BC, e tracar um segmento que saia de algum dos
vértices, nesse caso o segmento AQ). Assim, obtém-se dois tridngulos: ABQ e AQC.
Como @ ¢é ponto de borda, cada um dos dois novos tridngulos terd um nimero menor do
que g de pontos de borda. O processo pode ser repetido até que cada tridngulo possua,

como pontos de borda, apenas seus vértices.

(a) Ponto Q de borda (b) Triangulos gerados a partir dos
pontos de borda

Figura 18: Nenhum dos tridngulos possuem possui pontos de borda além de seus vértices

Entdo, o processo pode ser repetido até que o tridngulo A BC' esteja completamente

triangulado em tridngulos primitivos. Pelo lema anterior, qualquer poligono pode ser
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triangulado, e cada um desses tridngulos pode ser subdividido em tridngulos primitivos.

Logo, o lema é vilido para qualquer poligono inscrito na malha. O

6 Demonstraciao do Teorema de Pick

A partir dos resultados enunciados e demonstrados na sessdo anterior, € possivel,

finalmente, demonstrarmos o Teorema de Pick.

Demonstracdo. Seja P um poligono inscrito numa malha quadriculada, B sua quan-
tidade de pontos de borda e I sua quantidade de pontos internos. Ao triangular o
poligono P em T tridingulos primitivos, todos os pontos internos e de borda se tornam
vértices desses tridngulos. Vamos separar os pontos de borda em dois grupos: B’ serd a
quantidade de pontos de borda que sdo vértices de P, e B” a quantidade de pontos de
borda que ndo sdo vértices de P, de forma que B = B’ + B”.

A soma de todos os angulos internos, por um lado, é T'7r. Por outro lado, podemos
dividi-la em dois grupos: Sy, que serd a soma dos angulos internos que fazem parte da
borda de P, e S;, que serd a soma dos dngulos internos que fazem parte, e entdo a soma
Sp + S; devera ser a soma total de dngulos internos. Dai, obtemos:

Tr = Sp+5; (&)

Observe que S, pode ser expressa da seguinte forma: angulos internos que estdo sobre
os B’ vértices de P devem somar (B’ — 2), pois a quantidade de lados € a mesma de
vértices e daf segue o resultado encontrado no lema[ Angulos que estdo sobre os B”

pontos de borda devem somar B” 7 pois cada um desses pontos se sobre um segmento.

Logo,
Sy, = (B =2yr+B'w
= (B+B-2)r
= (B-2)r (©)

Observe que cada um dos seus pontos internos estd completamente rodeado por tridngu-
los, de forma que todos os dngulos possiveis formados por esses pontos sdo angulos de

algum tridngulo primitivo. Logo,

Si =2Ir (7)
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. Substituindo as egs. (6) e (7) na eq. (3], encontramos

T = Sp+5;
= (B-2)r+2Irx
= (B+2I-2)7
T = B+2I-2

Entdo, a quantidade 7" de tridngulos primitivos que P foi repartido é B + 21 — 2. Como,

ja mostrado, a drea de cada tridngulo primitivo é 3 entdo:

A(P) = %(34—21—2)
B
= FHI-1

7 O Teorema de Euler para figuras planas poligonais

O Teorema de Euler é um resultado que diz respeito a figuras planas poligonais, as
quais podem ser descritas como uma juncao de poligonos simples (os quais chamamos
faces), que se unem a partir da sobreposicdo de seus lados (arestas) e e/ou vértices. Esse

resultado nos diz o seguinte:

Teorema de Euler. Seja P uma figura plana poligonal simples. Tomando subdivisoes
poligonais simples de P, as quais chamaremos faces, tais que a intersecdo de duas faces
seja vazia ou um conjunto de arestas ou de vértices, e sendo V o niimero de vértices e A
de arestas (ambos incluindo os originais e os originados a partir da criagdo das faces)
entdfo F — A+V =1

Do Teorema de Euler, que vale para poligonos simples, podemos obter o seguinte
coroldrio, que serve para poligonos com buracos:

Corolario. Seja P uma figura plana poligonal, simples ou ndo, com ou sem buracos.
Tomando subdivisées poligonais simples de P, as quais chamaremos faces, tais que a
intersecdo de duas faces seja vazia ou um conjunto de arestas ou de vértices, e sendo V o
niimero de vértices e A de arestas (ambos incluindo os originais e os originados a partir

da criagdo das faces), e sendo b o niimero de buracos de P, entdo F — A+V =1 —b.

Exemplo 5. Verifique a validade do teorema de Euler para o Poligono 1 e seu coroldrio

para o Poligono com buraco.

O teorema € usado em poligonos que sdo subdivididos em poligonos menores;
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independe a quantidade ou o formato dessas subdivisdes, desde que sejam poligonais.
Uma das formas mais comuns de criar subdivisdes em um poligono € a partir da

triangulacdo; faremos esse procedimento com o Poligono 1.

A

Figura 19: Poligono 1, triangulado

Ao todo, sdo 25 faces, 50 arestas e 26 vértices. Entdo, temos:

Dai, temos:
F-A+V =1
25—-50+26=1
1=1

Portanto, o teorema de Euler vale no Poligono 1.

Para o poligono com buracos, prosseguimos com a seguinte divisio:

Figura 20: Poligono com buraco, subdividido

Podemos contar 39 faces, 86 arestas, 47 vértices e 1 buraco. Dai, temos:

F-A+V=1-b
39-86+47T=1-1
0=0
Logo, o coroldrio do teorema vale no Poligono com buraco.
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8 Demonstraciao do Teorema de Euler

Primeiramente, vamos mostrar que € vélida a relacio de Euler em regides poligonais

simples.

Demonstracdo. Dado um poligono P sem buracos, podemos subdividi-lo todo em
triangulos. Como definido acima, a quantidade de tridngulos serd a quantidade de faces.

e Se F =1,Péumtridanguloe temos A = 3e V = 3. Entdo, de fato F—A+V = 1.

e Se F' > 1, podemos retirar tridngulos de fronteira (que contém algum vértice da
fronteira do poligono) e vamos mostrar que o X (P) continuard o mesmo, e no

final teremos um tridngulo como poligono.

Os triangulos de fronteira podem ser de dois tipos. Vamos nos referir como tipo 1 0s
triangulos que tiverem 2 vértices na fronteira, e tipo 2 os que tiverem 3.

* Se retiramos de P um tridngulo do tipo 1, teremos 1 face e 1 aresta a menos e o

nimero de vértices se mantém. Logo:

Vo(A-1)+(F-1)=V—-A+14F-1=V—-A+F

¢ Se retiramos de P um tridngulo do tipo 2 que contenha duas arestas de fronteira,

teremos 1 face, 2 arestas e 1 vértice a menos. Logo:

(V-1 - (A-2)+(F-1)=V-1-A+2+F-1=V - A+F

 Se retiramos de P um tridngulo do tipo 2 que contenha trés arestas de fronteira,

teremos 1 face, 3 arestas e 2 vértices a menos. Logo:

(V-2)—(A—2)+(F-1)=V-2-A+3+F—1=V—A+F

Através de uma sequéncia apropriada de operagdes, podemos reduzir o poligono P a um

Unico tridngulo e voltamos para o caso F' = 1.

O
Agora, vamos mostrar que é verdadeiro o coroldrio das figuras com buracos.

Demonstragdo. Se P € uma figura simples, imediatamente o coroldrio € valido. De fato,
temos b = 0 e a igualdade se torna F' — A + V' = 1, que é exatamente a igualdade

presente no Teorema de Euler, que foi provado acima.
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Se P é uma figura com buracos, defina P’ um poligono obtido a partir de P, apds
preenchermos cada um de seus buracos com uma nova face. Essa nova figura é sem
buracos, portanto o teorema valerd de acordo com o que provamos anteriormente.
Porém, vale destacar que o nimero de faces a ser trabalhado em P’ serd o nimero F
referente ao poligono P somado aos seus b buracos. Portanto, a férmula serd dada por
(F4+b)—A+V =1o0useja, F—A+V =1-0. O

9 A relacio entre os Teoremas de Pick e Euler

Dado um poligono simples P, cujos vértices estejam sobre os nés de uma malha.
Esse poligono pode ser triangulado de tal forma que os tridngulos sejam todos primitivos.

O poligono abaixo é um exemplo de poligono dividido em tridngulos primitivos:

Figura 21: Poligono triangulado em tridngulos primitivos

Como os tinicos nds da malha sobre o poligono sio os vértices dos tridngulos, vale:
sendo V o nimero total de vértices, B os pontos de borda e I os pontos internos. Isso

porque em cada tridngulo primitivo, temos V =3, B =3e I = 0.

Cada aresta do interior de P pertence a exatamente dois tridngulos (o poligono
ndo tem buracos) e o nimero de arestas de fronteira € igual ao nimero de vértices da
fronteira B (o poligono € simples). Assim, ao contarmos as arestas em cada triangulo
teremos contado 3F arestas das quais cada aresta interior foi contada duas vezes e cada

aresta de fronteira, uma vez. Logo:
3F=2(A-b)+B

onde F = faces (tridngulos), A = arestas totais e b = arestas de borda. E observe que F é

triplicado pois, ao contar as arestas de cada tridngulo separadamente, contamos 3 vezes
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a mais pois um tridngulo possui 3 arestas. A eq. acima pode ser reescrita como

A= %(3F+B) ©)

9.1 Pick implica Euler

Vamos mostrar que a férmula de Pick implica o Teorema de Euler.

Demonstracdo. Consideremos tridngulos primitivos. Eles t&ém 3 pontos de fronteira e
S ~ , 1 . .

nenhum ponto interior. Entéo, temos Pick(T) = 3 +0-1= 3 Consideremos ainda

o poligono P, triangulado em F tridngulos primitivos. Como vale a férmula de Pick, a

1 F
area do poligono é §F. Ou seja, 5 =3 + I — 1. Ou ainda:

F=B+2I-2 (10)

Usando as equagdes (8], () e (10), temos:

1
F—A+V F—3(BF+B)+B+1
B 1
= Z4I1--F
2 T3
B

1
T4 I - (B+2l-2
5 T1—5(B+ )

= 1

Se a férmula vale para tridingulos primitivos, também vale para qualquer poligono

simples, pois:

a) O poligono sendo triangulado em tridngulos simples, valerdo (9) e (T0).

. =" . . 1 .
b) Se Pick vale para tridngulos primitivos, a drea de cada um é 3 de seu nimero de

. 1
Pick e consequentemente a drea do poligono é iF

¢) Se vale a féormula de Euler, sendo o poligono sem buracos, vale que ' — A+ V =1

De (8) e (), temos:

1 11
F+5@BF+B)+B+1-1= F= B+I1-1

Assim, mostramos que a Férmula de Pick implica o Teorema de Euler.
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9.2 Euler implica Pick
Mostraremos agora que o teorema de Euler implica o de Pick

Demonstracdo. Consideremos um poligono simples, triangulado em F tridngulos pri-

mitivos. A partir do Lema[2] podemos concluir que sua drea é dada por:

A(P) = %F (1n

A férmula de Euler dizque V — A+ F' = 1,ouseja, FF = A —V + 1. Dat:
1 1
SF=-(A-V+1
5 2( +1)
De (8) e (@), obtemos:

;F—;<;(3F+B)(B+I)+l> N

| &
DO |~

DN | =

F
4
e daf encontramos
F=B+2I-2
Substituindo em (1)), obtemos:

AP) = ZF

1
5(B+20-2)

1
L AP)=gB+1-1,

que é exatamente a férmula de Pick. O

10 Generalizacao do Teorema de Pick

A partir da comparagdo dos teoremas de Pick e Euler, podemos encontrar uma
terceira formula, que também é de simples compreensdo. Essa € a generalizacdo do

Teorema de Pick, valida para poligonos com buracos inscritos na malha Z x Z:

Teorema de Pick (Poligono com Buracos). Dado um poligono P, com buracos, cons-
truido sobre a malha quadriculada 7. X 7 e cujos vértices sdo nos dessa malha, entdo
sua drea é dada por

Area(P) :§+I—l+b7
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onde B é a quantidade de pontos da borda, I a quantidade de pontos internos e b a

quantidade de buracos em seu interior.

Demonstragdo. Vamos supor que P esteja dividido em F triangulos primitivos. Como
cada tridngulo primitivo tem drea igual a —, podemos afirmar que A(P) = 1F E
sabemos do Teorema de Eulerque V — A+ F =1—b,ouseja, F=A—-V +1—be,
dai,

1

1
—F=—-(A- 1-10).
5 2( V+1-b)

Substituindo por (8) e (9), temos:

1 1/1
§F = 2<2(3F+B)(B+I)+1b>
_3F B I 1 b
4 4 2 2 2
Dai, segue que
F B I 1 b
1 1727373

E, portanto, concluimos que

1 1

Voltemos ao Exemplo[d] Vamos resolvé-lo a partir dessa generalizago.

Figura 22: Poligono com buraco

Note que agora, os pontos de borda do buraco, que antes eram contados como
pontos internos do poligono, passam a ser vistos como pontos de borda do poligono.
Entdo o célculo se d4 da seguinte forma:
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B
APP) = S +I-1+0
25
= S A-1+1
= 12,5+15—1+1
= 27,5

Chegamos, assim, ao mesmo resultado de 27, 5u? de 4rea.

11 Conclusao

Apesar de ndo serem tdo difundidos, o Teorema de Pick e a Férmula de Euler
possuem complexidade matematica baixa, o que possibilita que mesmo pessoas com
conhecimento matematico em um nivel mais elementar, como estudantes do ensino
fundamental, possam compreendé-los e utilizd-los sem grandes dificuldades. Além
disso, sdo formas alternativas para célculo de dreas de regides planas e que apresentam

uma boa aproximacdo de resultados.
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