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Resumo

Este trabalho introduz a sequéncia dos quatérnios k-Perrin hiperbdlica, realizando
o processo de complexificacdo das sequéncias lineares e recorrentes, mais especi-
ficamente da sequéncia de Perrin generalizada. Nesse sentido, tem-se o estudo de
algumas propriedades em torno dessa sequéncia, aprofundando o estudo investigativo
matemdtico desses niimeros.
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1 Introdugao

Muito tem-se notado estudos de sequéncias lineares recursivas na literatura ma-
tematica. Com base nisso, surge-se a inquietacio de realizar um estudo investigativo
em torno do processo de complexificacio de determinadas sequéncias. Tdo logo, neste
trabalho € introduzida a sequéncia quaternidnica de k-Perrin hiperbdlica, apresentando

propriedades algébricas em torno desses niimeros.

Estudos em torno dos nimeros quatérnios hiperbélicos de k-Fibonacci e k-Lucas
realizado em Godase [7], apresentam propriedades matemadticas desenvolvidas, podendo
entdo serem aplicadas em pesquisas voltadas para a drea da fisica e demais. Assim,
o presente estudo aprimora a aplicagdo dos quatérnios hiperbdlicos em outra sequén-
cia matemadtica, possibilitando uma maior abrangéncia em torno da investigagao de

sequéncias numéricas.

Definida pelo engenheiro francés Olivier Raoul Perrin (1841-1910), a sequéncia
de Perrin é uma sequéncia de terceira ordem com férmula de recorréncia P, = P,,_o +
P,_3,n > 3 com os valores iniciais Py = 3,P; = 0,P, = 2. O seu polindmio
caracteristico é dado por 2> —z—1 = 0, com solugdo real o niimero plastico, acarretando
numa relagdo dessa sequéncia com o nimero pléstico, cujo valor aproximado é 1,32
[1, 11].
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Destaca-se que Hans van der Laan investigou padrdes para a arquitetura com base
em experimentos utilizando pedras e, posteriormente, materiais de constru¢do. Feito
isso, deram por descoberto um novo padrdo de medida, em que a sua construcio é dada
através de um numero irracional, ideal para se trabalhar em escala geométrica e objetos
espaciais (retangulos, trapézios, elipses, e etc), denominando este nimero de nimero
plastico. Porém, este nimero foi estudado primeiramente por Gérard Cordonnier,

chamando-o de nimero radiante [15].

Trabalhando o processo de complexificagdo, tem-se os quatérnios, desenvolvido
por Willian Rowan Hamilton (1805-1865). Os quatérnios sugiram a partir da tentativa
de generalizagdo dos nimeros complexos na forma z = a + bi em trés dimensdes [12],
sendo apresentados como somas formais de escalares com vetores usuais do espago

tridimensional, existindo quatro dimensdes. Logo, um quatérnio é descrito por:
q=a+bi+cj+dk

onde a, b, ¢ sdo nimeros reais e ¢, j, k a parte ortogonal na base R3.

Existem ainda outros trabalhos, tais como [4, 8, 9] que abordam os quatérnios no

ambito de sequéncias numéricas, sendo utilizados também como base para esta pesquisa.

Por sua vez, Horadam (1993) [10] apresenta o produto quaternidnico sendo i =

PP=kt=—1ij=k=—ij,jk=i=—kjeki=j=—ik.

Quanto aos nimeros hiperbdlicos, o conjunto desses nimeros H pode ser descrito

como:

Hz{z:x+hy\h¢R,h2:—1,x,yER}.

Nesse sentido, tem-se os trabalhos em torno dos nimeros hiperbélicos e da sequén-

cia quaternidnica, utilizados como base para esse processo investigativo [2, 3, 5, 6, 13].

2 Os quatérnios de k-Perrin hiperbélicos

A sequéncia de k-Perrin é definida por P, = Prpn—2 + kP n—3,n > 3 com
os valores iniciais P o = 3, P;1 = 0, P, 2 = 2. Por sua vez, tem-se o polindmio

caracteristico dessa sequéncia como sendo z® — x — k = 0.
Definicao 1. Os quatérnios de k-Perrin hiperbolicos sdo dados por:
Hpk,n = Pk,n + iPk,n+1 + ij,n,+2 + kPk’,n—i—Sy

emquei’ =2 =k*=—1ij =k = —jijk =i=—kjki=j=—ik.

Segundo as defini¢des apresentadas, realiza-se um estudo em torno das operacdes
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de adi¢do, subtragcdo e multiplica¢do dos quatérnios de k-Perrin hiperbdlicos.

H-Pk,n + HPk,m = (Pk,n + Pk,m) + i(Pk,n+1 + Pk,m+1) +j(Pk,n+2 + Pk,m+2)
+ k<Pk,n+3 + Pk,erS)a

HPy Py m = (PenPrm + Pent1Premt1 + Pont2Premt2 + Pent3Pre,m+s)
+4(Pr,n Prm+1 + Prony1 Prom + P2 Prmas — Pront3Prome2)
+ J(Pin Prm+2 + Pent2Prm — Prns1 Peymt3 + Prn3Preyme+1)
+ k(PrnPrm+3 + Prnt3Pim + Prent1 Pemt2 — Pent2Prmy1)
# HP;, ,HPy

O conjugado dos nimeros quatérnios de k-Perrin hiperbdlicos é representado por:
H-Pk,n = Pk,n - Z’Pk,nJrl - ij,n+2 - kPk,n+3~

Teorema 1. Seja Py, ,, 0 n-ésimo termo da sequéncia de k-Perrin e HP, ,, 0 n-ésimo

termo da sequéncia quaternionica de k-Perrin hiperbdlica, entdo, paran > 1, temos:

Hpk,n - iHPk,n+1 - jHPk,n+2 - kHPkm-i—?) = Pk,n + Pk7n+2 + Pk,n+4 + Pk,n+6

Demonstragdo. Com base na Definicdo 1, temos que:

HPy p, — HPg ny1 — JHPx nyo — KHPg nt3 = Prn + 0Pk nt1 + 5 Pknt2 + kPr s
= (Pg,n+1 + P nt2 + 5Pk nts + kPknta)
= J(Pk,nt2 +iPent3 + 5P nta + Pk nis)
— k(Pg,n+t3 + 9P nta + jPents + kP nte)
=Py + Prni2— kP ni3+ 3P nis
+ kP i3+ Penya —1Prnys
— 3P nta +iPg nys + Peonte
= Pyn + Prnt2 + Pinta + Pronto

Teorema 2. Seja H Py, ,, o conjugado quaternionico de k-Perrin hiperbdlico, tem-se

entao:
HPk,n +Wk,n = 2Pk,n
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Demonstragdo. Segundo a Defini¢do 1, tem-se:

H-Pk,n + Wk,n = Pk,n + Z’Pk,nJrl + ij,n+2 + kPk,nJrB
+ Pk,n - iPk,n+1 - ij7n+2 - kPk,n+3
= 2Pk',n

3 Algumas propriedades

Doravante, sio estudadas algumas propriedades da sequéncia quaternidnica de k-

Perrin hiperbdlica, com base nas defini¢des discutidas na se¢@o anterior.

Propriedade 1. A funcdo geradora dos quatérnios de k-Perrin hiperbdlico é dada por:

HP]“O + HP]QJJZ + (HP]%Q — HPk,o)sz
9(H e, ) = 1— 22?2 — ka3 '

Demonstracdo. Realizando a multiplicagio da funcdo por 22, kx> nas equagdes abaixo,
tem-se:

g(HPyn,x) = > HPyna" =HPyo + HPs 1z + HPy 02" + ... + HP, p2" + ...

n=0
(D
22g(HPyn, ) = HPy 02> + HPy12° + HPyoz® 4+ ... + HPy oz + ... 2)
kx®g(HPy n, ) = HPy oka® + HPy 1ka* + HPy 0kz® + ... + HPyp_ska™ 4+ ...  (3)

Baseada na Equacgdo (1-2+3), tem-se que:
(1 — 2 — kz®)g(HPy, p, z) = HPj o + HPy 1@ + (HPy,5 — HPy o)z + (HPy 3 — HP 1 — HPy o)a°

+ ...+ (HPxy —HPgn—2 — HPg n_z)z™ + ...

Assim:

(1 — 2% — ka®)g(HPy , x) = HPy o + HPy 12 + (HPg o — HPyg o)2?

HP]C70 =+ Hpkle + (HPkg — HPk,o)xQ
g(HPk,nvx): 1— 22 _ k23 :

O

Propriedade 2. Paran € N, a formula de Binet dos quatérnios de k-Perrin hiperbdlicos
é expressa por:
t = Cur + Cary + Car,
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em que C1, Cy, C3 sdo os coeficientes da formula de Binet da sequéncia e r1,712,73 as

raizes do polinémio caracteristico ( 2 —z—k= 0).

Demonstragdo. Com base na férmula de recorréncia da sequéncia k-Perrin, em seus
respectivos valores iniciais definidos e no seu polindmio caracteristico cujas raizes sdo
r1,T2,73, € possivel obter por meio de resolugdo do sistema linear de equagdes, 0s

valores dos coeficientes C, Cs, C3, como acontece no trabalho de Vieira [14].

Além disso, tem-se o estudo do discriminante A, com base na férmula de Cardano,

2 4 3
em que apresenta A = qz — % para a equacio z> + pz + ¢ = 0. Assim, o estudo do
—k)? -1 k2 1
discriminante para a sequéncia k-Perrin é dado por: A = % — % =7 "

referente ao polindmio de 3° grau, Com isso, o discriminante determina a maneira

de como serdo as raizes do polindmio. Desse modo, quando A # 0 todas as raizes
2

4
serdo distintas, concluindo que T 7 # 0. Logo, k? # PTa Note-se também que

rirorg = kery +rqg+r3 =0. O

Propriedade 3. Paran > 2 e n € N, a forma matricial dos quatérnios de k-Perrin

hiperbdlico é dada por:

n

0 1 k Qr2 Qr1  Qro Hintz Hint1r  Hin
10 0 Qi1 Qro Qik-1| = |Hiny1 Hen Hin-:
0 10 Qro Qr-1 Qr,—2 Hipn Hepo1 Hign-2

Demonstragdo. Por meio do principio da inducio finita, para n = 2, tem-se:

0 1 k Hk,z Hk,l Hky() 1 k 0 Hkyg Hk,1 Hky()
1 0 0 Hg,1  Hgo Hg,—1|=1(0 1 k| [Hg1 Hgo Hg, -1
0 1 0 Hg,o Hg,—1 Hg,—2 11 0 0] [Hko Hg,—1 Hg,—2

_Hk,Z + kHg, 1 Hy,1 + kEHg 0 Hy,0 + EHy, 1

= |Hg,1 + kHgo Hpo+ kHp,—1  Hg,—1 + kHy, 2
Hkyg HkJ Hl«,o

Hi,a Hgz Hge

= |Hg,3 Hp,2 Hg;

|Hr,2 Hg,1i Hgo

Verificando a validade para qualquer n = z, z € N, tem-se que:

0 1 k|”[Hko Hi, Hg,0 Hg,z42 Hg,z41 Hy, »
1 0 0 Hg,n  Hgo Hig,—1| = |Hg,241 H, - Hpg,-—1
1 0 Hg,o Hg,—1 Hg,—2 H, -~ Hyg,-—1  Hg,z—2
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Logo, verifica-se que seja vdlido paran = z +1 =14 z:

0 1 K" [Hpo Hga o Hepo 0 1 K] o 1 k|7 [Hko He1 Heo
0o 1 o0 Hpo Hg_1 Hg _o Lo o] lo 1 o] [Hpo Hp_y Hg_»
[0 1 k| [Hg oqe Mg .1 Hy, -
=1 0 0 Hk,z+1 Hk,z Hy,2—1
o 1 o Hy, - Hig,z—1  Hg,z—2

= Hy, > 42 Hg, 241 Hg, »

[, o1 + kHy, »  Hy , + kHy o1 Hk,zl+ka,22:|
Hig, 241 Hi, = Hp,z—1

[He 23 Hegzoq2 Hg g1
= |Hg, 242 Hy,» Hg,» |-
| Hk, 241 Hy, > Hg,»—1

4 Conclusao

O estudo permitiu realizar um aprofundamento matematico em torno da sequéncia
de k-Perrin e de sua forma complexa. Dessa forma, introduziu-se a sequéncia dos
quatérnios k-Perrin hiperbdlica, abordando algumas propriedades e teoremas matemati-
cos. Ressalta-se que para o caso particular de k = 1, € possivel perceber que tem-se a

sequéncia quaternidnica de Perrin hiperbdlica.
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