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Resumo

O objetivo deste trabalho € apresentar um estudo do avango das técnicas em Matematica
pelo desenvolvimento de um importante problema cldssico de otimizag@o que busca
responder: Qual seria a curva de comprimento L que englobaria a maior drea?
Aqui buscamos explorar duas demonstragdes para este resultado. A primeira delas
utiliza técnicas do Célculo e da Geometria Plana, partindo da restricio do problema a
poligonos e utilizando resultados atribuidos a Zenodorus. J4 a segunda foi apresentada
pelo alemdo Adolf Hurwitz em 1902 e utiliza séries de Fourier.
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1 Introducao

O problema que busca determinar a curva plana que compreende a drea maxima
dentre todas as demais de mesmo comprimento L, é chamado Problema Isoperimétrico
e é citado, talvez pela primeira vez, na obra Eneida [7] de Virgilio. Nela, o problema
aparece proposto a princesa Dido que poderia obter um pedago de terra, cercada pelo
mar em um dos lados, que pudesse ser limitada por uma corda de comprimento L. A
solugdo para o problema proposto é um semicirculo em que a parte correspondente ao
mar estaria na base dessa figura. O problema em si parece ser de facil resolucdo, mas
ndo é bem assim, pois a sua primeira demonstracdo amplamente aceita surgiu em 1870
como uma consequéncia da pesquisa de Weierstrass com o surgimento do “Célculo das

Variagdes".

2 O Problema Isoperimétrico

O Problema Isoperimétrico classico estabelece que dentre todas as curvas fechadas
com um perimetro fixo L, o circulo € o que engloba a maior drea, o que é formalmente

estabelecido pelo resultado a seguir.
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Teorema 2.1. (Problema Isoperimétrico) Seja C' uma curva simples fechada plana de

comprimento L e seja A a drea da regido limitada por C. Entdo
L? —47A >0,

e a igualdade acontece se, e somente se, C' for um circulo.

2.1 O Problema Isoperimétrico por aproximacoes com poligonos

Nesta secdo trataremos de alguns casos particulares do Problema Isoperimétrico,

considerando apenas poligonos.

Teorema 2.2. Dentre todos os tridngulos de perimetro dado, o equildtero possui maior

drea.

Demonstragdo. Sejam x,y e z os lados de um tridngulo e 2p o perimetro. Da férmula

de Heron e do fato que z = 2p — x — y, podemos considerar o maximo a fungdo
flxy)=A%x,y) = plp—x)(p—y)(—p+z+y).

Calculando f,(z,y) = fy(z,y) = 0, obtemos p(p — y)(2(p —2) —y) = 0e p(p —
2)(2(p —y) —x) = 0, resultando em = = y = gp’ que é o ponto critico de f(z,y).
No entanto, por f(z,y) ser o quadrado de uma fun¢do nio negativa A(x,y), estas
funcdes possuem o mesmo ponto critico, aplicando z = y = §p em H(z,y) =
Foa(@,9) fyy (2, y) — fuy(z,y)? teremos H(2p/3,2p/3) > 0, verificando que este é o
ponto de maximo de ambas. Portanto, z = y = z, verificando pelo teste da derivada

segunda que o maior tridngulo, fixado o perimetro, € o equilétero.

O

Observacao 2.1. A fim de que um poligono P possua a maior drea dentre os demais
com mesmo perimetro, P deve ser convexo. De fato, se P ndo é convexo no vértice
B, entdo os vértices consecutivos a ele, digamos A e C, sdo tais que o segmento AC
ndo estd contido no poligono (veja Figura 1). Dessa forma, ao refletirmos AB e BC
em relacdo a AC, obtemos um poligono convexo de mesmo perimetro, mas com drea
maior. Repetindo o argumento aos demais vértices em que P ndo é convexo, obtemos

um poligono convexo P’ com o mesmo perimetro de P, porém de maior drea.

Pela observagdo anterior, o quadrilatero de perimetro fixado que possui maior area
deve ser convexo. Para simplificar este caso particular, assumiremos que os angulos
internos de quadrildteros de perimetro fixo e drea mdxima devem ser dngulos retos, pois

o caso geral € provado adiante no Teorema 2.4.
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Figura 1: Poligono nio convexo (passando por B) e poligono convexo (passando por
B’) de mesmo perimetro.

Teorema 2.3. Dentre todos os retdngulos de perimetro dado, o quadrado é o de maior

drea.

Demonstragdo. Seja x e y base e altura, respectivamente, de um retangulo de perimetro
2p, ou seja, 2p = 2(x +y) resultaem p = = +y. Além disso, A = xy pode ser reescrita

como A(z) = 2(p — ) = —2% + px, o valor de = que maximiza a drea é g Portanto,

rT=9y= B, verificando pelo teste da segunda derivada que o retangulo de maior drea

dentre aqueles de mesmo perimetro é o quadrado. [

Vimos entdo que nos casos dos tridngulos e dos retangulos de mesmo perimetro, a
maior drea € obtida quando todos os lados possuem a mesma medida. O préximo passo
¢ generalizar este resultado para os n-4gonos, pois esperamos que aquele em que os n

lados sdo congruentes seja o de maior area dentre os de mesmo perimetro.

Proposicao 2.1. Dados uma reta r e dois pontos X e Y em um plano pertencentes
ao mesmo semiplano determinado por r, a poligonal de menor comprimento ligando
estes pontos e contendo um ponto de r é a poligonal formada pelos segmentos PX e
PY, em que P € r é de tal forma que os dngulos XPN e NPY sdo iguais, sendo
PN a semirreta ortogonal a v que tem origem em P, com N pertencendo ao mesmo

semiplano determinado por r que contém X e Y. Observe a Figura 2.

Figura 2: Caminho poligonal da Proposi¢do 2.1.

Indicamos [2], pdgina 72, para a demonstracio da Proposi¢do 2.1. Podemos utilizar

a proposicao anterior para concluir que:
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Lema 2.1. Dentre os n-dgonos de drea A dada, o n-dgono regular possui o menor

perimetro.

Demonstracdo. Tomamos um poligono P, com lados AB e BC ndo congruentes, como
na Figura 3. Utilizando a reta r paralela 2 AC por B, segue da Proposigdo 2.1 que

podemos obter B’ com

AB'+ B'C < AB + BC.

Figura 3: Exemplo de P e de P’.

Desse modo, o poligono P’ obtido de P pela substitui¢do de B por B’ nos fornece
um poligono com lados AB’ e B’C' congruentes e perimetro menor que o original,
repetindo o processo aos demais lados ndo congruentes concluimos que o poligono

equildtero € o de menor perimetro.

Consideremos agora AB, BC' e CD trés lados de P que, como vimos, devem ter

0 mesmo comprimento. Suponhamos que ABC = a e BCD = o sio diferentes e que

a—ao

« seja 0 maior. Seja F' € C'D tal que CBF = 8 < e tracemos a paralela a

BF passando por C e cuja intersecio com o prolongamento de AB seja E, conforme a
Figura 4. Denotemos v = EBF e v = BFC. Vemos que

a+y—pF=7 e o +4 +B=m.

Portanto, ' — v = a — o/ — 23. Como 23 < o — o, ambos os lados da igualdade sdo

positivos e, por isso, 7' > 7. Assim, temos que
BE +EF < BC +CF.

(Para validar tal desigualdade, basta pegarmos o quadrilatero BEC'F', marcarmos a

intersecéio P da mediatriz de BF com a reta que contém EC' e notar que a menor curva
de extremidades B e F' e contendo E ou C, passara pelo ponto, dentre estes dois, cuja

distancia ao ponto P € a menor, nesse caso, este ponto serd o E).

Substituindo BC' e CF por BE e EF, P terd mesma drea, mas um perimetro

menor, o que é um absurdo. Assim P devera ser, além de equildtero, equidngulo. [

Teorema 2.4. Dentre os n-dgonos de perimetro L dado, o regular possui a maior drea.
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A

Figura 4: Exemplo de constru¢do como no Lema 2.1.

Demonstragdo. Suponhamos que P seja o n-dgono de maior drea e perimetro L. Su-
pondo que P ndo seja regular, h4, pelo Lema 2.1, um n-dgono P’ regular de mesma
drea S, mas de perimetro L' < L. Sejam AB e BC dois lados consecutivos de P’.
Escolhemos um B’ na reta r perpendicular 2 diagonal AC tal que

AF + B0 - (AB+BC)=L-I' = L=1' — (AB + BO) + (AF + BO).

Assim, tomando P’ (de perimetro L") e trocando AB e BC por AB’ e B'C, construi-
mos um n-dgono P’ de perimetro L e de drea S” > S, o que é um absurdo. Portanto

P é regular. O

Teorema 2.5. Dados dois poligonos regulares de perimetro L, aquele com o maior

niimero de lados é o de maior drea.

Para a demonstra¢ao do resultado, veja a Proposi¢do 1.2.2.8 de [5]. O Teorema 2.5
nos permite discutir o problema isoperimétrico para poligonos, enunciado no teorema a

seguir.

Teorema 2.6 (Zenodorus). Sejam um poligono de drea A e um circulo de drea Ac. Se

ambos possuem perimetro L, entdo Ac > A.

Demonstragdo. Tomemos a drea A de um n-adgono regular de perimetro L que, pelo
Teorema 2.4, € a maior dentre as dreas de todos os n-dgonos de mesmo perimetro. Como

vimos, essa drea pode ser dada como

A L £ oz L? s (w)
=N — = — = . = . — .
2n 7 tan(Z) 4m tan(Z) 4n n
Em que f(z) = Y _com0<az< ™ acima, determina se a drea € maior ou menor.
tan(z) 2
De
() sin(z) cos(z) —x  sin(2z) — 2z
x) = =

sin?(z) ~ 2sin?(x)
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como 2sin?(z) > 0 Vz, o sinal de f’ é o mesmo que o de sin(2x) — 2. Para sabermos
o sinal de f’(x) no dominio de f, recorremos a uma anélise no ciclo trigonométrico

da Figura 5. Pondo o = AOB # 0 cujo seno € OB” = sina = BB’, teremos

S|

sin o

S
n

Figura 5: Circulo trigonométrico.

—

BB’ <AB o que é equivalente a sin « < «. Assim, para qualquer x do dominio de f

teremos sin(2z) — 2z < 0. Portanto, f’ é negativa e, consequentemente f é uma fungio

decrescente (o que refor¢a o Teorema 2.5). Além disso, usando a Regra de L’Hospital,

im —— = lim ——— = lim cos?(z) = cos?(0) =1
z—0t tan(z)  z—o0t sec?(z) -0t (=) )
Como .
z L
0< < —2
tan(z)  tan(x)

segue do Teorema do Confronto que lim = 0, pois
a—z - tan(x)

]

0< lim < lim —— =0
a—z - tan(x)

8
1
B
I
o+
Qo
=}
—
2

Das informagoes de f ser decrescente,

=0e lim _r 1, conclui-
z—z - tan(zx) z—0+ tan(x)
mos que 0 < f(x) < 1, portanto

A:E«f\(/z_)lﬁA<—.

Essa desigualdade é dita desigualdade isoperimétrica para poligonos. O circulo de
perimetro L possui raio 7 = L/2m, portanto sua drea é

L\? L2
AC_W(%) —E>A,
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concluindo o resultado. O

Partindo dos Lemas 2.2 e 2.3, chegamos ao Teorema 2.7, que nos garante que,
considerando qualquer conjunto convexo diferente de um circulo e com perimetro fixo,

podemos tomar um outro conjunto de mesmo perimetro, mas com uma drea ainda maior.

Lema 2.2. Dentre todos os tridngulos com dois lados dados, o tridngulo no qual esses

lados sdo perpendiculares tem a maior drea.

Definiciio 2.1. Seja S um subconjunto convexo compacto de R?. Uma corda de S é um

segmento de reta entre dois pontos da fronteira de S.

Lema 2.3. Se a corda de um conjunto convexo C bissecta o seu perimetro dividindo-o
em dois setores de dreas diferentes, entdo existe um conjunto convexo C' com mesmo

perimetro que C' mas com maior drea.

As demonstracdes dos Lemas 2.2 e 2.3 podem ser encontradas respectivamente
nos Lemas 13.1 e 13.3 da pdgina 90 de [4].

Teorema 2.7. Seja um conjunto compacto e convexo S C R? com interior néo vazio.
Se S ndo for um circulo, entdo existe um conjunto S’ de maior drea que possui 0 mesmo

perimetro que S.

Demonstracdo. Sejam X e Y pontos da fronteira de .S que bissecta o perimetro. Se a
corda XY divide a area de S em duas partes diferentes, pelo Lema 2.3 existe o conjunto
S’ desejado. Assim, podemos assumir que XY divide S em duas partes S e So que

possuem dreas iguais.

Se S ndo for um circulo, deve haver ao menos um ponto P da fronteira de S tal que
X PY nio seja um angulo reto, e podemos assumir que P € S; (veja a Figura 6). Os
segmentos X P e PY dividem S; em trés partes: o tridngulo X PY’, o setor A; cortado
pela corda X P, e o setor A, cortado pela corda PY. Agora substituimos S; por uma
nova figura S{ deixando A; e A inalterados, mas de modo que tenhamos nédo mais o
angulo X PY entre A; e A, mas um angulo reto X'P’Y”. Finalmente, seja S’ a unido
de S7 com a reflexdo de S} na corda X'Y”’. Assim S’ tem o mesmo perimetro que S e,

pelo Lema 2.2, a drea de S’ € maior que a de S. O

Pelo Teorema 2.7, somente o circulo ndo nos dé a possibilidade de se obter a partir
dele uma nova figura de mesmo perimetro e drea maior. Isto é, o circulo € a figura de

maior drea dado um perimetro fixo.

2.2 Problema Isoperimétrico: uma abordagem utilizando Séries de Fourier

Nesta se¢do, baseada em Blasjo [1] e em Klaser e Telichevesky [3], apresentamos
uma demonstra¢do da Desigualdade Isoperimétrica devida a Adolf Hurwitz (1902), cuja
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Wile

0
N

L e §

n

Figura 6: Exemplo de conjunto S e S” do Teorema 2.7.

ferramenta principal so as séries de Fourier. A seguir, alguns resultados envolvendo

séries de Fourier sdo listados e retirados do texto de Reginaldo Santos [6].

Teorema 2.8. (Teorema de Fourier) Nos pontos de (—(, £) nos quais f é C* por partes,
a série de Fourier de [ converge para f. Isto é, nesse caso, podemos representar | pela

sua série de Fourier:

+Zancos< > Zb sm( >,Vte(€,€),

tal que f é continua, onde

an é/f ( )dteb g/f sm<”€)dt Vn e N

Além disso, para f’, utilizamos o seguinte resultado.

Corolario 2.1. Se f : [—(,¢] — R é uma fungdo continua C* por partes tal que
f(=£) = f(), entdo os coeficientes da série de Fourier de f', que converge, podem ser

obtidos derivando, termo a termo, a série de Fourier de f.

Aliamos ao Teorema 2.8 a Identidade de Parseval e um de seus resultados, enuncia-

dos a seguir.

Teorema 2.9. (Identidade de Parseval) Sendo f : [—(,{] — R continua e C* por
partes, tal que f(—0) = f(¢), é vdlida a igualdade a seguir.

4 2 e
i rwra = Py m
- n=1

Corolario 2.2. Sejam f e g funcées satisfazendo as hipéteses do Teorema 2.9 e sejam
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an e by, os coeficientes da série de Fourier de f e c,, e d, os de g. Entdo

apCo 1

>0 ¢
2 + ;(ancn +bpdy) = 7 /_e f(t)g(t)dt.

Seja C' uma curva fechada C' por partes de comprimento L que limita uma
regido de drea A. Além disso, seja @ = (Z(s),7(s)) uma parametrizagio de C' pelo
comprimento de arco. Entdo sua reparametrizagio a(t) = @ (f(t)) em que

- (be)oe[-L1],
é tal que
(@ (1) +(/ ()% = [L -7 (F))*+[L -7 (f(1)* = L? [f' (f)* +7 (F(1)| =L
Pelo Coroldrio 2.1, vemos que

2 (t) = Z 2nm [—a, sin(2n7t) + by, cos(2nmt)]

n=1

e, analogamente,

y'(t) = Z 2nm [—c, sin(2nmt) + dy, cos(2nmt)] .

n=1

Ja pela Identidade de Parseval (1),

2 /E (@' (1) dt =Y 4n’m>(a2 +b}) )
- n=1

J

1
2

N|=

(W' ()*dt = An’m*(c] +d7). 3)
n=1

Somando as equagdes (2) e (3), temos:

S 2n2n2(a? + b2 + ¢ + d2) = / (@ (0)* + (4 (0))? dt = L2,
n=1

Pelo Corolario 2.2, a area A pode ser dada por

/5 x(t)y' (t) dt = % [Z (an - 2nmd, + by, - 2nﬂ'(—cn))] = Z nr(andy, — bncy).
- n=1

n=1
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Logo,

o0
L? —4Axr = Z [2n27r2(a% + 02 42+ d2) — dnt?(and, — bncn)]
n=1

= 272 Z [(nan, — dy)? 4+ d5(n® — 1) + (nby + ¢,)* + 2 (n® — 1)]
n=1
> 0.

Para que a igualdade seja vélida, devemos ter a,, = b, = ¢, =d,, =0paran > 1,e
que by = —c; = —ce a; = d; = d. Resultando em:

x(t) = % + d cos(27t) — esin(27t)

y(t) = %0 + ccos(2nt) — dsin(2nt).

Além disso, segue das expressdes acima que

_ 0)? (_@f_z 2
(x 2)+y 5 =c"+d.

. . . ap Co .
Ou seja, C' é um circulo de centro em (5, 5) e raio v/ c2 + d?, e apenas esta curva
nos di L> — 4Am = 0, resolvendo o problema isoperimétrico.

3 Conclusao

O objetivo deste trabalho foi demonstrar que o circulo € a solu¢do do Problema
Isoperimétrico, enunciado no Teorema 2.1, a partir de duas 6ticas distintas. A primeira
delas parte de restrigdes do problema para poligonos, desenvolvendo um processo limite,
enquanto a segunda, apresentada no inicio do século XX por Adolf Hurwitz, utiliza

séries de Fourier.
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