Trigonometria: cinco problemas resolvidos das
listas de Olimpiadas Internacionais de
Matematica

Juan Lopez Linares jlopez@usp.br
Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, Universidade de Sdo Paulo, Pirassununga,
Séo Paulo, Brasil

Alexys Bruno-Alfonso alexys.bruno-alfonso@unesp.br
Universidade Estadual Paulista, Faculdade de Ciéncias de Bauru, Departamento de Matematica,

Séo Paulo, Brasil.

Resumo

Cinco problemas propostos para a Olimpiada Internacional de Matematica e a Olim-
piada Iraniana de Geometria sdo discutidos em detalhe. Uma introducéo dos contetidos
de trigonometria utilizados ¢ apresentada. As demonstracdes envolvidas nas solucdes
sdo complementadas pela disponibilizac¢do dos respectivos links das figuras interati-
vas, utilizando o GeoGebra. E esperado que o artigo possa ser apreciado tanto por
estudantes que se preparam para as fases finais de competi¢des nacionais ou internaci-
onais, quanto por professores que atuam no ensino e se interessem em problemas mais
desafiadores.

Palavras-chave

Olimpiadas internacionais de Matemadtica, Trigonometria, Problemas resolvidos, En-
sino Médio e Universitario, Geometria.

1 Introducao

A trigonometria aparece com frequéncia nos problemas de olimpiadas coligada a
diversos assuntos. Neste artigo sao resolvidos cinco, utilizando conteidos diferentes,
mas sem a pretensio de esgotar o tema. Os dois primeiros para a Olimpiada Iraniana de
Geometria (IGO, Iranian Geometry Olympiad) e os trés ultimos desafios foram propos-
tos para a Olimpiada Internacional de Matematica (IMO, International Mathematical
Olympiad). Em todos requere-se, entre outras habilidades, lidar com as funcdes seno e

cosseno e suas propriedades.

Embora tteis, as resolugdes apresentadas nos féruns de problemas olimpicos nio
detalham muitas transi¢des, as quais ficam para o leitor. Os autores parecem supor que
todos t&ém conhecimentos matemadticos suficientemente avancados. Adicionalmente,

essas resolucdes encontram-se frequentemente em ingleés.
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Nossa apresentacdao visa que o material possa de fato ser lido e estudado por
estudantes de lingua portuguesa (e talvez espanhola) que preparam-se para as fases
finais das olimpiadas nacionais ou internacionais. Esperamos também que a presente
abordagem sirva de apoio aos professores do Ensino Médio que aventuram-se em t6picos
mais avangados. Em comparag@o com outras solucdes disponiveis, as discussdes no
artigo usam argumentos menos rebuscados e um nimero menor de transi¢cdes a serem

preenchidas pelo leitor.

Anteriormente discutimos outros conjuntos de problemas de olimpiadas internacio-
nais de Matemadtica sobre Baricentro [2], Incirculos e Ex-incirculos [3] e a Desigualdade
de Ptolomeu [4]. Na Secdo 2 ¢ feita uma breve introdugio de alguns conceitos basicos de

trigonometria e na Se¢do 3 sdo enunciados e resolvidos os cinco problemas olimpicos.

2 Alguns resultados basicos sobre trigonometria

2.1 Funcoes Seno, Cosseno e Tangente

A Figura 1 mostra uma circunferéncia trigonométrica (de raio unitario) e trés
tridngulos OAB, OGE e ODC, retingulos em B, F e C, respectivamente.

oD

tan «

Figura 1: Funcdes Seno, Cosseno e Tangente. Versdo interativa aqui.

Pelo critério de semelhanca AA vale que:

ADCO ~ AGEO ~ AABO.
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Portanto,
DC _ GE _ AB

DO~ GO~ AO’
cCO FEO BO
DO~ GO~ A0’
DC GE AB
0~ EO "~ BO
As igualdades anteriores ndo dependem da posicdo especifica do ponto C' sobre
o eixo z, somente do LZAOB = LGOFE = ZDOC = «. Isto leva a defini¢do das

fungf)es Seno, cosseno € tangente.

Definicao 2.1 (Fungdes Seno, Cosseno e Tangente). Num tridngulo retdngulo, relativo

ao dngulo de medida o formado por um dos catetos e a hipotenusa, vale:

cateto oposto
sen (o) = ————,
hipotenusa
cateto adjacente
cos(@) = ———
hipotenusa
cateto oposto
tan (@) = ———.
cateto adjacente

Relativo a circunferéncia trigonométrica da Figura 1 vale:

sen (o) = % = AB,

cos (o) = % = OB,
E

tan (Oé) = (O;’iE =GE.

Com « escrito em radianos sua medida coincide com o comprimento do arco que
ele determina sobre a circunferéncia unitaria. A Figura 1 sugere que para todo angulo
™
0<a< 5 vale:

sen (o) < a < tan ().

2.2 Relacao trigonométrica fundamental

Teorema 2.1 (Relacdo trigonométrica fundamental). Para todo dngulo de medida o

vale:
cos? (a) 4 sen? (a) = 1.
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Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema de Pitdgoras no AOB A da Figura 1. O

2.3 Calculo de Seno e Cosseno de angulos notaveis

45°

45°

=

| =
DO |

Figura 2: Célculo de Seno e Cosseno de Angulos Notéveis. Versio interativa aqui.

sen (45°) = cos(45°) = L _ @,
2 2
1
sen (30°) = cos(60°) = 3
sen (60°) = cos(30°) = ?

2.4 Seno e Cosseno da Soma de dois Angulos

Teorema 2.2 (Seno e Cosseno da Soma de dois Angulos). Para quaisquer dois dngulos
de medidas « e 3 valem:

sen (a + ) = sen («) cos(B) + cos(«) sen (3),

cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sen («) sen (3).
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sin(3) sin(c)

rG

cos(a + f3) “...C

sill(;%)-.gzos(nz)

wl

Figura 3: Seno e Cosseno da Soma de dois Angulos. Versio interativa aqui.

Demonstragdo. Considera-se uma circunferéncia unitéria k, de centro O, e os pontos
C,D,L,M € kcom OL L OM. Sejam /DOL = ae ZCOD = (3. A prova na
Figura 3 estd ilustrada no caso o + 8 < 90°, embora seja vélida para qualquer outro
valor da soma. Sejam os pontos F, I e F as proje¢des ortogonais do ponto C' sobre os
segmentos OD, OL e OM, respectivamente. Do AOEC' vale que:

OF = cos(p),
CFE = sen(p).
Do AOIC tem-se:
OI = FC = cos(a + f),
FO =CI = sen(a+f).
Seja o ponto H a projecdo ortogonal do ponto E sobre o segmento OL. Do

AOHE vale que:
EH = OF - sen () = cos(B) sen (o),

OH = OE - cos(a) = cos(f) cos(a).
Seja o ponto G = HE N FC. Nota-se que ZOEH =90° —ae ZGEC = a. Do

AEGC segue:
EG = CE - cos(a) = sen () cos(a),

CG =CE - sen (o) = sen (f)sen (a).
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Portanto,
OF =IC = HE + EG,

sen (a + ) = sen («) cos(B) + cos(a) sen (B),
FC=FG-CG=0H -CQG,

cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sen («) sen (3).

Corolirio 2.1 (Seno e Cosseno da Soma do Angulo Duplo). Para qualquer dngulo o
vale,

sen (2a)) = 2sen () cos(a),

cos(2ar) = cos?(a) — sen?(a).

Demonstragdo. Basta colocar a = 3 nas férmulas do Teorema 2.2 (Seno e Cosseno da
Soma de dois Angulos). O

2.5 Lei dos Senos

Teorema 2.3 (Lei dos Senos). Seja o AABC de lados BC =a,CA=be AB=ce

R o raio da circunferéncia circunscrita. Entdo,

op__ % _ b ___c
sen(A) sen(B) sen(C)
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Figura 4: Demonstracdo da Lei dos Senos. Versdo interativa aqui.

Demonstragdo. Construir a circunferéncia circunscrita d utilizando duas mediatrizes
(Figura 4). Tragar a semirreta BO e marcar o ponto D tal que BD € didmetro de d.

Segue que Z/BCD = 90°. Por enxergarem a mesma corda BC vale:

/BAC = /BDC = A.

No tridngulo retdngulo DC B tem-se:

- a
sen (A) = 3R
Ou seja,
2R— —L .
sen (A)

Analogamente, no tridngulo retangulo F'AC' vale que:

. b
B)=—.
sen (B) 5B
Portanto,
sen (B)

Do mesmo modo, no tridngulo retingulo F B A segue:

£
2R’
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Isto é,
2R =

»

sen (C)

3 Problemas olimpicos resolvidos

3.1 Cosseno e Seno de angulos notaveis. Arco Capaz. Triangulo Acutangulo. P1
NIIGO 2017.

Problema 1. Seja ABC' um tridngulo acutdngulo com dngulo em A de 60°. Sejam E e

F os pés das alturas por B e C, respectivamente. Provar que:

CE—BF:;(AC—AB). )

Problema 1 (Nivel Intermedidrio) da 4% Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO,

Iranian Geometry Olympiad) de 2017.

3.1.1 Resoluc¢io do Problema 1

Na Figura 5 ilustra-se a resolu¢io do problema.

B &

Figura 5: Resolucdo do Problema 1. Versdo interativa aqui.

Neste caso, uma construgdo geométrica precisa nao é imprescindivel para resolver
o problema, bastaria ter feito um esboco. Porém, aproveita-se a simplicidade da figura
para lembrar da constru¢c@o do Arco Capaz k e de tridngulos acutangulos. A sequéncia

Revista de Matematica de Ouro Preto 2023 21


https://www.geogebra.org/m/qtzuhm7a

RMAT: v.2 pp:22-36 2023 Universidade Federal de Ouro Preto

de passos para a construcio do Arco Capaz pode ser vista aqui. O ponto A deve estar

posicionado sobre k.

1
Lembra-se que cos (60°) = 5 logo, no tridngulo AE B (retangulo em E) pode-se

escrever: )
J60°) = 2L _ 1 2
cos (60°) =3 )

Analogamente, no tridngulo AF'C' (retdngulo em F') tem-se:

cos (60°) = % = % 3)

A seguir troca-se AE por AC — CFE e AF por AB — BF em (2) e (3):

AC-CE 1
AB 2
AB-BF 1
AC T2

Colocando em evidéncia CE e BF segue que:
1
CE=AC - iAB’
1
BF = AB — §AO'

Da diferenca das duas equacdes anteriores conclui-se a validade de (1). Uma

resolucdo deste problema também estd disponivel em video.

3.2 Trigonometria, tridngulos isdsceles e retangulos. P3 NE IGO 2015.

Problema 2. Na Figura 6 sabe-se que AB = CD e BC = 2AD. Provar que
/BAD = 30°.
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Figura 6: Ilustracdo do Problema 2. Versao interativa aqui.

Problema 3 (Nivel Elemental) da 2% Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO,
Iranian Geometry Olympiad) de 2015, proposto por Morteza Saghafian. A seguir sdo

apresentadas duas resolucdes.

3.2.1 Resolucao-1 do Problema 2

Partindo do ponto D tragam-se as perpendiculares a BC' e AB. Sejam os pontos
E e F as interse¢des, respectivamente. Como ZFBE = 90° o quadrildtero FBED ¢é
um retdngulo e F'B = DE. No ADCE tem-se:

o 1 DEFE
Sen(30 ) = 5 = Dic
Mas, por hipétese, DC = AB, logo F' ¢ ponto médio de AB. Como DF ¢ altura
e mediana, 0 ADAB é isésceles de base AB. Logo AD = DBe /DAB = /DBA.
Adicionalmente, de BC = 2AD segue:
DB AD 1 o
?C—?C—i—sen(30 )
Isto é, o ABDC §é retingulo em D (devido a Lei dos Senos). Portanto,
/DBC = 60° e /ZDBA = /BAD = 30°. A Figura 7 mostra a construgdo geo-
métrica correspondente a esta resolugdo do problema.
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Y e 1 H -

Figura 7: Construcio geométrica da Resolucdo-1 do Problema 2. Versdo interativa aqui.

3.2.2 Resolucdo-2 do Problema 2

Partindo do segmento C'D € construido um triangulo equildtero DC P. Somando
os angulos BCD e DCP segue que: ZBCP = 90°. O quadrilatero ABC'P é um
retingulo com AB = CP = DC. Tem-se:

LAPD = LZAPC — ZDPC =90° — 60° = 30° = ZBCD.

Adicionalmente, AP = BC' e PD = CD. Pelo critério de congruéncia LAL
segue AAPD = ABCD. Consequentemente AD = BD, o ADAB ¢ isosceles de
base ABe /DAB = /ZDBA.

Nota-se ainda que BC = 2AD, logo:
DB AD 1 (30°)
BC ~ BC 2 M)

Isto é, 0o ABDC ¢ retangulo em D (devido a Lei dos Senos). Conclui-se que
/ZDBC =60°e £LDBA = ZBAD = 30°. A Figura 8 mostra a constru¢do geométrica
correspondente a esta resolu¢do. Uma discussdo deste problema também estd disponivel

em video.
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o H H 0

305

60°
30° 7

Figura 8: Construcio geométrica da Resolucdo-2 do Problema 2. Versdo interativa aqui.

3.3 Trigonometria e média geométrica em um triangulo arbitrario. P2 IMO
1974.

Problema 3. Seja ABC um tridngulo arbitrdrio. Provar que existe um ponto D no
lado AB tal que C'D é a média geométrica de AD e BD se, e somente se,

o () sn (8) < 0 (§). @

A IMO 1974 foi realizada na cidade de Erforte, na Alemanha. O problema acima

foi proposto por Matti Lehtinen da delegacio da Finlandia [1].

3.3.1 Caso do tridngulo retingulo no Problema 3.

A Figura 9 mostra o caso em que 0 AABC é retdngulo em C. Sabe-se que existem
dois pontos D com a propriedade requerida: D; = H estd no pé da altura em relagdo

ao vértice C e Dy = O estd no ponto médio do segmento AB. Nos dois casos vale:

CD?

AD.BD _© ©)

Em outras palavras, C'D é a média geométrica de AD e BD. Para D; a equacéo
(5) é uma das relagdes métricas do tridngulo retdngulo, o quadrado da altura relativa
ao vértice com angulo reto € o produto das projecdes ortogonais dos catetos sobre a
hipotenusa. Para D5 vale que CO = AO = BO, a mediana relativa a hipotenusa mede
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a metade desta.

Figura 9: Em um tridngulo retdngulo existem dois pontos D com a propriedade reque-
rida: D; = H estd no pé da altura em relagdo ao vértice C' e Do = O estd no ponto

médio do segmento AB. O ponto O é centro do semicirculo pontilhado.

ComA=aq,B=8=90°—ae— = 45° a equacdo (4) transforma-se em:

l\DQ)

V/sen (a) sen (90° — a) < sen (45°),

: (6)

N |

sen («) cos (a) <
Um forma de mostrar que a desigualdade (6) € valida para todo « € notando que:
1
sen (a) cos (a) < 5 & sen (2a) = 2sen (@) cos (o) < 1,

o que sempre ¢ verdade pois o cateto oposto € sempre menor que a hipotenusa.

3.3.2 Resolucio do Problema 3.

O problema proposto d4d uma condi¢io necessdria e suficiente para a existéncia de
um ponto D* com a propriedade referida em um tridngulo arbitrério, ndo necessaria-

mente retangulo, como ilustrado na Figura 10.
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Figura 10: Tridngulo com ponto D que satisfaz que C'D é a média geométrica de AD e

BD. Versao interativa aqui.

Inicia-se definindo uma fungéo real f, com varidvel no conjunto de todas as

posicdes possiveis do ponto D no lado AB, D # Ae D # B, dada pela equacio:

CD?
D = ——> 7
J(D) = 5 ™
Sejam os angulos A= «, B= R C = v, ACD = v e BCOD = 2. Tem-se:
Y ="+ 72
Aplicando a Lei dos Senos no tridngulo DC A encontra-se:
ch AD
sen (o)  sen (y;)’
CD sen («a
CD _ sen () @®)
AD  sen (y1)
Analogamente, aplicando a Lei dos Senos no tridngulo DC'B encontra-se:
¢CD  BD
sen () sen (12)”
BD  sen (y2)
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Com as equacdes (8) e (9) reescreve-se (7) como:

~sen (a) sen ()
)= e ) sen (32)° 1o

Movimentando o ponto D no lado AB do tridngulo arbitrario ABC mudario -,
e v e consequentemente f (D). Quer-se encontrar o conjunto imagem dessa funcéo,
0 que permitird determinar a condi¢@o necessdria e suficiente da existéncia do ponto
D* que satisfaz f (D*) = 1. Para isso serd procurada uma desigualdade que relacione

sen (1) sen (72) com sen (7).

Convém neste ponto lembrar de duas identidades trigonométricas:
cos (71 = 72) = cos (1) cos (72) + sen (1) sen (72), (11)
cos (71 +72) = cos (y1) cos (72) — sen (1) sen (72) - (12)

Subtraindo (12) de (11) encontra-se que:

sen (1) sen () = 3 feos (m —12) — cos (1 + )],

sen (1) sen (32) = 5 feos (1 — 2) — cos ()]

Como cos (71 — 72) < 1, valendo a igualdade quando y; = 72 = %, segue que:

sen (1) sen (v2) < % [1 —cos(7y)]. (13)

Partindo de (12) pode-se escrever:

oS (% + %) = cos (%) cos (%) — sen (%) sen (%) )
cos () = cos? (%) — sen? (%) )

cos () =1 — 2sen? (;) ,

% [1 —cos(v)] = sen? (%) ) (14)

Substituindo (14) em (13) encontra-se:

sen (1) sen (y2) < sen? (%) . (15)
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Agora substituindo (15) em (10) chega-se a:

F(D) = sen () sen () > sen (@) Sin) (ﬂ)

sen (1) sen (12) = sen? (3

Isto é, a imagem da funcdo f ndo pode ser menor que o valor minimo dado por:

sen («) sen (ﬁ)

sen 2 (%)

Por outro lado, como
sen (1) sen (v2)

tende a zero por valores positivos quando o ponto D tende ao ponto A ou ao ponto B,

tem-se que a funcdo f ¢ ilimitada superiormente. Em outras palavras, vale que:

sen («) sen (B) < F(D) < .
sen? (3)

Como procura-se que o valor f (D*) = 1 esteja contido no intervalo acima conclui-

se que isto € possivel se, e somente se,

sen (a) sen () .

sen? (1) -

sen (a) sen (B) < sen (%) . (16)

Quando a desigualdade anterior € satisfeita existem duas posi¢des do ponto D,
uma perto de A e outra perto de B, tais que f(D) = 1. No caso da igualdade, os dois

pontos D degeneram em um.

Como a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180° escreve-se v = 180° —
o — B em (16):

sen () sen () < sen? (90o - a;—ﬂ) ,

sen (a) sen () < cos? <C)é;rﬂ> . (17

A desigualdade (17) é uma forma alternativa de escrever (4).

3.4 Trigonometria e soma de areas. P12 SL da IMO 1975.

Problema 4. Sejam A = (1,0) e M; pontos no primeiro quadrante do circulo tri-

gonométrico de centro O = (0,0). Considerar os arcos AMy = 01, AMy = 0,
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AM3z = 03,---, AM,, = 0,, tais que:

01 <Oy <O3<---<8,.
Provar que:

v—1 v—1 v—1
7T
i:E - sen (291) — i:E - sen (91 — 0i+1) < 5 + E sen (91 + 91‘4_1). (18)

=1

A IMO 1975 foi realizada na cidade de Burgas, Bulgéria. O problema acima foi
selecionado para a lista curta (Short List, SL) da competicdo e proposto pela delegacdo
da Grécia [1].

3.4.1 Resolucao do Problema 4.

Inicialmente reescreve-se (18) como:

v—1 v—1 v—1
™
; sen (26;) — ; sen (0; —6;41) — Z sen (6; +0;41) < 5

i=1
v—1
3 [sen (26;) — sen (6; — 0:41) — sen (6; + 0,41)] < g (19)
i=1
Convém neste ponto lembrar de duas identidades trigonométricas:
sen (0 + 3) = sen (#) cos (8) + sen () cos (9), (20)
sen (0 — B) = sen (#) cos (B) — sen (B) cos () . (21)
Quando # = S em (20) tem-se:
sen (20) = 2sen () cos (0) (22)
e somando (20) e (21) encontra-se:
sen (0 + ) + sen (0 — 3) = 2sen (6) cos (B) . (23)

Utilizando (22) e (23) pode-se reescrever o interior do somatério em (19):
sen (20;)—sen (6; — 0;41)—sen (0; + 0,11) = 2sen (0;) cos (8;)—2sen (6;) cos (0;41) ,

sen (26;) — sen (0; — 0;41) — sen (0; + 0;11) = 2sen (6;) [cos (0;) — cos (0;41)] .
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Segue que (19) transforma-se em:
v—1 .
Z sen (6;) [cos (6;) — cos (6;41)] < T
i=1

sen (61) [cos (1) — cos (02)] + -+ -+ sen (0,_1) [cos (B,—1) — cos (6,)] < —. (24)

0
1
Existe uma interpretacdo geométrica simples para cada um dos somandos da forma:

sen (0;) [cos (0;) — cos (0;+1)] -

A Figura 11 mostra o primeiro quadrante de um circulo trigonométrico (raio = 1)
e trés pontos genéricos sobre o arco da circunferéncia: M;, M, e M; 5. Lembra-se

que, por hipétese, tem-se: 6; < ;11 < 0;49.

Bi

Figura 11: Interpretacdo geométrica de drea para cada um dos somandos da forma
sen (0;) [cos (0;) — cos (0;+1)] na resolugdo do Problema 4. Versdo interativa aqui.

Sejam os pontos C', E' e H os pés das perpendiculares ao eixo « passando por M,
M; 11 e M, 9, respectivamente. Sejam os pontos D, F' e I os pés das perpendiculares
ao eixo y passando por M;, M; 1 e M, o, respectivamente. Seja o ponto G a interse¢ao
dos segmentos DM; e EM; ;1 e seja o ponto J a intersecdo dos segmentos F' M, 1 e
HM; o

Nota-se que as coordenadas dos pontos M; sdo (cos (6;), sen (6;)) e os segmen-
tos EC, HE, M;C e M; 1 E tem comprimentos cos (6;) — cos (0;11), cos (0;+1) —
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cos (0;42), sen (6;) e sen (0;41), respectivamente. Logo, as dreas dos retdngulos
M;GEC e M;1JHE sio:

sen (6;) (cos (6;) — cos (fi41)),

sen (6;11) (cos (0i1) — cos (fir2))
respectivamente.

Como a area da intersecdo entre retingulos vizinhos € zero, as somas das suas

. P . . . . el . L
areas € sempre inferior a drea de — de circulo unitario. Ou seja, T Isto é, vale (24) e

consequentemente (18).

3.5 Distincia entre pontos na semicircunferéncia trigonométrica. P15 SL da
IMO 1975.

Problema 5. E possivel colocar 1975 pontos numa circunferéncia de raio 1 de tal
forma que as distancias entre quaisquer dois pontos (medida pela corda que os conecta)

seja um niimero racional?

A IMO 1975 foi realizada na cidade de Burgas, Bulgaria. O problema acima foi
selecionado para a lista curta (Short List, SL) da competi¢@o e proposto pela delegacio
da antiga Unido Soviética [1].

3.5.1 Consideracoes iniciais sobre o Problema 5.

A Figura 12 mostra os pontos A; e A; em uma semicircunferéncia de raio 1 e
centrada em O = (0,0). O segmento B A; representa a horizontal. Sejam os dngulos
LA;OA, = oy e LA;OA; = «;. Suponha-se, sem perda de generalidade, que

Qj > o4,
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Figura 12: Distancia entre dois pontos medida por uma corda na semicircunferéncia
trigonométrica, que tem raio de medida 1, para resolu¢do do Problema 5. Versao

interativa aqui.

Proposicio 3.1. A distdncia entre os pontos A; e Aj pode ser calculada como:

d(A;, Aj) = 2sen (aj ;ai> . (25)

Demonstragdo. Como OA; = OA; =10 AA;O0A; éisbsceles de base A;A;. Segue
que a altura OM também € bissetriz e mediana. Logo,

ZA;OM = /MOA; = o ai
A;M = MA; = 4i4i4y) (A;’ A5).

Pelo AOM A;, retangulo em M, pode ser escrito que:

sen <Otj Oli> _ d(AZ‘,Aj)’
2 2

d(Ai, A;) = 2sen <aj ;ai> .
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3.5.2 Resolucio do Problema 5.

Assume-se que o centro da circunferéncia estd no ponto O = (0, 0) e que os pontos
Ay, As, ..., A1975 sd0 colocados na semicircunferéncia superior. Denotam-se os angulos

por ZA;OA; = oy com1 < ¢ <1975, a1 =0e o < o paratodo ¢ < j.

Utilizando a identidade para o seno da diferenca
sen (z —y) = sen (z)cos (y) — sen (y) cos (x),
pode-se escrever (25) como:

d(A;, Aj) = 2sen (%) cos (%) — 2sen (%) cos (%) . (26)

Q;

A . . , . 6% ~ . .
A distincia serd um nimero racional se sen ( 5 ) € Ccos (51) sdo racionais para
todo 1 <7 < 1975.

Lembra-se de outras duas identidades trigonométricas que relacionam as fungdes

Seno € cosseno com a tangente:

2t
sen (22) — —an (@)
tan® (z) + 1
1 — tan?
cos(2z) = ZL(@,
tan® (z) + 1

Nota-se agora que é possivel introduzir uma mudancga de varidveis: ¢t = tan(x).

Com isto, dado t € Q existe = € R tal que sejam validas simultaneamente as equacdes

a seguir:
() 2t

sen (z) = ——
2+1’
1—¢

cos(x) = PR

Verifica-se que:
2t
1< o <1, Vt € [—o0, 0,
1—¢

Logo, existe um nimero infinito de valores de ¢ racionais, e tdo pequenos quanto
se queira, para os quais sen (z) e cos (x) sdo nimeros racionais e por (26) a distincia

entre os pontos A; e A; serd um niimero racional.
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Alternativamente, inspirados na construgdo de ternos pitagéricos, pode-se verificar

que se t € racional, entdo o tridngulo de lados

A t?
P4112+1
é retangulo. Tomando ¢ racional e pequeno, encontram-se diversos angulos para os

quais senos e cossenos sio racionais.

4 Comentarios finais

Foi feita uma rdpida introdu¢do de alguns conceitos basicos de trigonometria.
A seguir foram discutidos detalhadamente cinco problemas. Os dois primeiros para
a Olimpiada Iraniana de Geometria e os trés ultimos propostos para a Olimpiada
Internacional de Matematica.

Os problemas um e dois requereram da constru¢do do Arco Capaz, do seno de
angulos notdveis na sua forma direta e reciproca e das propriedades de quadrildteros e

tridngulos isésceles. No segundo desafio foram dadas duas solugdes.

O terceiro problema foi inspirado numa das relagdes métricas do tridngulo retan-
gulo. No AABC foi provada uma condi¢do necessdria e suficiente para a existéncia de
um ponto D no lado AB tal que C'D é a média geométricade AD e BD.

No quarto problema foi mostrada uma desigualdade satisfeita por um nimero finito
de pontos sobre uma circunferéncia unitaria. Apos o uso de algumas transformagdes
trigonométricas, o desafio foi interpretado como uma soma de 4reas.

No quinto problema foi aprendido como calcular a distincia entre dois pontos
arbitrdrios de uma semicircunferéncia unitdria e escolher os mesmos de tal forma que as

distancias sejam nimeros racionais.

Espera-se que os problemas sirvam de apoio aos professores do Ensino Médio
que se aventuram em tépicos mais avangados e treinam estudantes para participar em

olimpiadas.
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