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Resumo

O presente trabalho busca estudar a Sequéncia de Fibonacci, e para tal apresentamos uma
introdugdo acerca de recorréncias, abordando essencialmente as recorréncias lineares de primeira
e segunda ordem, uma vez que a Sequéncia de Fibonacci é definida por uma recorréncia de
segunda ordem. Logo apds, focamos na Sequéncia de Fibonacci, na qual estudamos propriedades
muito instigantes, em especial, a relagdo desta sequéncia com o Nimero de Ouro. Vimos que a
razdo proveniente deste nimero, a razao durea, estd presente em diversos elementos na natureza,
como por exemplo, na disposicao de pétalas e sementes de algumas flores. Trabalhamos também
propriedades do retdngulo de ouro, donde obtemos a espiral durea, além de observar uma conexao
entre o tridngulo de Pascal e a Sequéncia de Fibonacci. Por fim, observamos o nimero de ouro
como uma fragdo continua e apresentamos o conceito de nimeros metalicos.
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1 Introducao

Em algum momento no Ensino Médio sdo estudadas as Progressdes Aritméticas e Geo-
métricas, as quais sdo exemplos de sequéncias numéricas definidas por recorréncias. E neste
nivel, tais topicos sdo trabalhados de forma bem sucinta, em muitos casos, se atentando somente
as férmulas e resolugdes de alguns exercicios. Sendo um assunto muito amplo, com diversas
aplicagoes, se faz necessario aprofundar o estudo das recorréncias neste trabalho e aqui o faremos
dando énfase em um exemplo famoso da histéria matemadtica: a Sequéncia de Fibonacci, pois
estudaremos propriedades matemadticas bem curiosas, como também a fascinante relacdo entre

essa sequéncia e o Numero de Ouro.

A Sequéncia de Fibonacci, nossa principal protagonista, que serd apresentada através do

Problema dos Coelhos, um problema proposto por Leonardo Fibonacci, principal detentor pelo
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estudo desta sequéncia, € uma sequéncia de nimeros inteiros com os dois termos iniciais iguais a

1, definida recursivamente por

Fi=1
Fr=1 (H
Fn,+2:Fn+1+Fna n>1,

em que os [}, s correspondem aos termos da Sequéncia de Fibonacci.

Neste trabalho, as principais referéncias utilizadas se tratam de disserta¢gdes de Mestrado
Profissional em Matematica (PROFMAT), trabalhos finais de graduacio e artigos de algumas
revistas universitdrias, tais como [9, Cap. 2], [11, Cap. 2], [5, Cap. 2], [7, Cap. 2], [10, Cap. 2],
[3, Cap. 2], [6, Cap. 1, Cap. 3], [2, Cap. 1, Cap. 3], [1, Cap. 3] e [4].

Em um primeiro momento, trabalharemos com as sequéncias definidas por recorréncias
lineares de primeira e segunda ordem, as quais apresentaremos o formato da solugdo geral. Desse
modo, conseguiremos resolver a recorréncia de Fibonacci, que se trata de uma recorréncia linear
de segunda ordem, obtendo assim a férmula fechada para F},, também conhecida por férmula de
Binet.

Por fim, veremos também que o nimero de ouro (ou razdo durea) estd diretamente relacio-
nado a Sequéncia de Fibonacci, pois a sequéncia (a,,) definida por
F n+1

a, = n>1
n Fn/7 -

)

converge para a razao aurea. Observamos que esta razao estd presente em diversos elementos
na natureza, sendo representada através da espiral durea. Esta espiral é obtida através do
Retangulo de Ouro, sendo as propor¢des deste retangulo consistentes com a razdo durea. Outras
propriedades serdo apresentadas, assim como a relacdo do Triangulo de Pascal com a Sequéncia
de Fibonacci. Nao menos importante, faremos uma pequena passagem pelas Fra¢cdes Continuas e

a representacdo do Nimero de Ouro através dela.

2 Recorréncias

Uma sequéncia (real) numérica é qualquer fun¢@o cujo dominio € um subconjunto D de
N, a: D C N — R a qual denotamos por (a1, a3, ...,an,...), ou (@ )nen+, (Ou simplesmente

(an)).

A Lei de formagdo de uma sequéncia € uma expressdo matemdtica utilizada para calcular
qualquer termo em funcdo exclusivamente de n. Porém, em sua maioria, as sequéncias nio
possuem lei de formagao ttil, como por exemplo, a sequéncia dos decimais do nimero 7. J4 a
Regra de Recorréncia (ou simplesmente Recorréncia) € utilizada para calcular termos através de

seus imediatamente antecessores. Sendo assim, podemos dizer que uma relacio de recorréncia
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€ uma regra que permite determinar um termo qualquer de uma sequéncia em fungdo de seus

termos imediatamente anteriores e possivelmente de n, ou seja,

Qp = f(an—la Ap—2, « -, ’IL)

Como exemplo de sequéncias bem conhecidas, temos as Progressoes Aritméticas (PA) e
Progressoes Geométricas (PG). Uma PA é uma sequéncia em que a diferenga entre quaisquer
dois termos consecutivos ¢ igual a uma constante r fixada denominada razdo, ou seja, em
termos matematicos, temos r = a,, — a,—1. Deste modo, podemos dizer que ela é definida
recursivamente por a,, = a,—1 + r, com r > 1. Além disso, é bem conhecido que o termo
geral (ou lei de formagdo) de uma PA é dado por a,, = a1 + (n — 1)r. J4 uma PG é uma

sequéncia numérica na qual o quociente de um termo qualquer por seu antecessor é sempre igual
an+1

a uma constante ¢ fixada denominada razio, ou seja, para todo n, temos que = ¢, sendo

n
definida recursivamente por a,+1 = a,, - q. Note que é conhecida a lei de formacao de uma PG:

n—1
ap = a19q .

Pode-se perceber que uma mesma relagdo de recorréncia pode ser usada para duas ou mais
sequéncias diferentes. Por exemplo, a sequéncia dos nimeros pares positivos (2,4,6,8,...) ea
sequéncias dos nimeros impares positivos (1,3,5,7,...), em que ambas podem ser expressadas
por @, +1 = a, + 2, pois basta tomarmos o termo anterior € somarmos 2 para obtermos o préximo.
Portanto, para evitar esta ambiguidade, deve-se informar o primeiro termo ou 0s primeiros termos.
Diante disso, na sequéncia dos nimeros pares positivos temos a; = 2 e na sequéncia dos nimeros

impares temos a; = 1.

Podemos classificar as recorréncias de vdrias maneiras, das quais, apresentaremos aqui
algumas delas. A primeira delas estd relacionada com a quantidade de elementos precedentes aos
quais sdo necessdrios para se obter o proximo, ou seja, quanto a sua ordem. Deste modo, dizemos
que a recorréncia é de ordem k se a relacdo f que a define depender somente dos k termos
imediatamente antecessores. Logo, podemos dizer que uma recorréncia € de primeira ordem
quando cada termo depende apenas do termo exatamente anterior a ele, ou seja, a1 = f(an, n).
Do mesmo modo, uma recorréncia é de segunda ordem se cada termo depender de dois termos
exatamente anteriores a ele, ou seja, se a,+1 estiver somente em fun¢do de a,, € a,—1, isto é,
an+1 = f(@n,an—1,n). Deste modo, podemos observar que as PA e PG sdo recorréncias de

primeira ordem, enquanto que a Sequéncia de Fibonacci é uma recorréncia de segunda ordem.

As duas préximas classificacdes a serem apresentadas sdo inspiradas no conceito de lineari-
dade proveniente da Algebra Linear. Uma relacio de recorréncia ¢ dita linear quando a fungio
que relaciona um termo aos seus anteriores € de primeiro grau nas variaveis a1, as, ..., Gy, Caso
contrdrio, a recorréncia € dita ndo-linear. Por fim, uma relagc@o de recorréncia é dita homogénea
se nao houver nenhum termo independente dos termos da sequéncia, do contrario, a equagao

diz-se ndo-homogénea. A seguir, veremos como resolver algumas classes de recorréncia, o que
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por sua vez quer dizer que vamos encontrar uma férmula fechada ou termo geral, que nos permi-
tird calcular qualquer termo da recorréncia sem precisar conhecer seus termos imediatamente
anteriores. As classes de recorréncias que abordaremos aqui sdo as recorréncias lineares de
primeira ordem com coeficientes constantes homogéneas e ndo-homogéneas e as recorréncias

lineares de segunda ordem com coeficientes constantes homogéneas.

Considerando a recorréncia homogénea linear de primeira ordem com coeficiente constante
B, an = Pan—1, com B # 0, obtemos através de um processo indutivo que o formato da
solucdo geral é dado por a,, = a; - 3" *. Observe aqui a semelhanca entre a expressio para a,
que acabamos de encontrar com a férmula fechada para PG - tal semelhanga ndo € uma mera

coincidéncia, pois PGs sdo recorréncias lineares de primeira ordem homogéneas.

Agora, analisando o caso ndo-homogéneo de recorréncias lineares de primeira ordem, ou

seja, recorréncias do tipo a,4+1 = a, + g(n), determinamos que o formato da solugéo geral,
n—1
também obtido por um processo indutivo, é dado por a,, = a; + E g(k). E importante observar
. . k:1 .
que para determinarmos o termo geral da sequéncia solucio a,,, precisamos ser capazes de
determinarmos efetivamente uma férmula fechada para este somatério. Note que no caso de

uma PA, a parte ndo homogénea g(k) é constante e igual a sua razéo r, e deste modo obtemos

n—1 n—1
que Z g(k) = Z r = (n — 1)r e consequentemente a,, = a; + (n — 1)r, 0 que novamente,
k=1 k=1

ndo € uma coincidéncia, e sim fruto do fato de PAs serem recorréncias lineares ndo homogéneas
com coeficientes constantes de primeira ordem. Em alguns casos, como soma de termos de
progressdes aritméticas ou geométricas, somos capazes de obter uma férmula para o somatdrio,

mas na maioria dos casos trata-se de um problema bastante complicado de se resolver.

No caso de recorréncias lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes constantes,

an+24_pan+l4_qan::0a q7é0 (2)

Supondo que exista um nimero r (real ou ndo) tal que a,, = ™ seja solucdo de (2) obtemos a
equacdo r% + pr + ¢ = 0, chamada de equagdo caracteristica. Considerando a recorréncia de

Fibonnaci dada em (1), obtemos que a sua equacao caracteristica é
r?—r—1=0,

cujas raizes sao
1+5 1-+5
T f T

Como as raizes acima sdo reais e distintas, enunciamos o teorema a seguir que nos fornece a

3)

1

solucgdo geral para a recorréncia (2) para o caso das raizes da sua equagdo caracteristica forem

reais e distintas. Os demais casos podem ser consultados em [8, Secdo 4.5].
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Teorema 1. [4, Coroldrio 2.1]. Dada uma recorréncia linear homogénea de segunda ordem
com coeficientes constantes, G,+o + pany1 + qa, = 0 cujas raizes r1 e ro de sua equagdo

caracteristica sdo reais e distintas, temos que a sua solucdo geral é
an, = Cir1" + Cory™,

em que C7 e Cs sdo constantes reais.

Deste modo, temos que a a solu¢do geral para a recorréncia de Fibonacci, apds a deducdo de
Cl € CQ, é
1 (1 5 1 [1—+/5
F,=— Lf - 7\[ . 4)
5\ 2 NAWE
A expressdo para o termo geral da recorréncia de Fibonacci dada em (4) é chamada Formula de
Binet.

3 Fibonacci e curiosidades sobre a Sequéncias de Fibonnaci

Leonardo de Pisa, conhecido como Leonardo Fibonacci, foi um importante matemético
italiano do século XII. Era filho de Guglielmo Bonacci, um rico mercador encarregado dos
negdcios das cidades de Veneza, Génova e Pisa. Fibonacci recebeu a maior parte de sua educagdo
no norte da Africa, onde seu pai desempenhava uma fungo alfandegaria. Além disso, viajou para
diversos paises como Egito, Sicilia, Grécia e Siria. Durante suas viagens, Fibonacci conheceu
os métodos matemadticos orientais e drabes, os quais despertou ainda mais seu interesse pela
aritmética. Em torno de 1200, Fibonacci regressou a Itdlia e em 1202 publicou o livro Liber Abaci
(Livro do Abaco ou Livro de Célculo). Foi neste livro que Fibonacci apresentou o Problema dos
Coelhos e abrangeu o estudo sobre a "Sequéncia de Fibonacci", nomeada assim em homenagem

ao proéprio. [5] O problema proposto por ele foi o seguinte:

"Considerando um casal de coelhos (macho e fémea), nascidos no inicio do ano, quantos coelhos
podem ser gerados a partir deste primeiro par se todos os meses cada casal dd a luz a um novo

casal, que é fértil a partir do segundo més, contanto que ndo haja mortes durante o ano?"

Para resolvé-lo, precisa-se observar o que acontece a cada més. Sendo assim, no primeiro
més, temos um casal de coelhos. No segundo més, ainda temos um casal, pois a fertilidade
ainda ndo ocorreu. No terceiro més, temos dois casais, pois o primeiro casal gerou outro casal.
No quarto més, temos mais um novo casal gerado pelo primeiro casal, totalizando trés casais.
Observando que ndo teremos casais do segundo par pois este ainda nio estd em idade fértil.
No quinto més, temos os trés casais mais dois casais nascidos, um do casal original e outro da

primeira cria, totalizando 5 casais.

Pode-se observar que a quantidade F,, > de casais de coelhos em no més n + 2 € igual a

quantidade F,, de casais de coelhos que haviam no més anterior, o més n+ 1, mais a quantidade
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de casais recém nascidos, o qual € igual a quantidade F), de casais férteis dois meses antes no
més n, ou seja, € obtida a seguinte relacdo: F, o = F,,+1 + F,. Logo, ao longo de um ano, que
correspondem a 12 meses, teremos 144 casais de coelhos, presumindo que ndo haja nenhuma
morte. Vale lembrar que anteriormente ji definimos a relacdo de recorréncia proveniente da

sequéncia de Fibonacci.

Por volta de 480 a.C. o escultor grego Phideas percebeu que inimeras coisas na natureza
seguiam uma mesma propor¢io, chamada de Propor¢do ou Razdo Aurea ou niimero de Deus ou
niimero de Ouro. Foi em homenagem a Phideas que a Propor¢do Aurea hoje € representada pela

1++5
2

letra grega ¢ (l€-se fi), sendo seu valor ~ 1.61803399.

A Sequéncia de Fibonacci esta diretamente ligada a este niimero uma vez que ele € a
raiz positiva da recorréncia de Fibonacci obtida em (3). Outra forma que o nimero de ouro
aparece proveniente da Sequéncia de Fibonacci é quando tomamos o limite da divisdo do n-ésimo

termo pelo termo exatamente anterior, 0 que em outras palavras significa dizer que a sequéncia
F n+1

ap = ,n > 1 converge para ¢. Inicialmente note que

n

Fn+17Fn+Fn—17 1 1
Fn B Fn F—’l anfl'

Ay =

Deste modo temos que a,, definida acima € uma recorréncia de primeira ordem ndo linear cujo

primeiro termo € a; = 1. E fécil a verificagdo de que

<ap <2

N W

para todo n. Além disso, indutivamente temos que

| e ] <"
On41 = On| = =) |an — an- — .
n+1 n Ay - Uy 1 X 9 n n—1| X 9

Assim, utilizando a desigualade tridingular obtemos

p—1 n—2+k n—1 p—1
4 9 /4 4
ansp = anl <3 (9) =5 (9) b (9)

k=1

9 N-1 4 p—1
Por fim, dado € > 0, tome N de modo que ¢ = 5 (9) 1-— (9) . Dai, note que se

n > N, temos

|Gntp — an| <e.

Logo, (a,) é uma sequéncia de Cauchy e portanto convergente. Se L = lim a,, temos
n—roo
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L>0e

cuja unica solugdo positiva é ¢.

O nimero dureo também esta presente no Retdngulo de Ouro, cuja razado entre o seu lado
maior e o seu lado menor € igual a ¢. Uma interessante propriedade de um retdngulo de ouro é
que se anexarmos um quadrado ao lado maior, conforme ilustrado na Figura 1, obtemos um novo

retdngulo de ouro. De fato, a razdo entre o lado maior e o menor neste novo retangulo é

1
z+y:1+£:1+f:¢.
Yy Yy ¢

Figura 1: Retangulos de Ouro

Fonte: A autora

O processo acima pode ser repetido indefinidamente e a cada passo um novo retangulo
de ouro € adicionado. Agora se para cada um dos quadrados que aparecerem neste processo
incluirmos um arco de circunferéncia, conforme ilustrado na Figura 2, obtemos uma curva

denominada espiral durea.

Figura 2: Espiral Aurea

Fonte: A autora

Essa espiral estd presente em vérios elementos na natureza, como por exemplo: a organizacao
dos ossos (tanto de humanos como de outros animais), na formagao de veias e nervos nos corpos

de mamiferos, na disposi¢@o das pétalas e sementes de flores, nos galhos das drvores, na geometria
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dos cristais, na galdxia, nas propor¢des de compostos quimicos e até nas moléculas de DNA.
Além disso, a razdo durea também foi utilizada por vdrios artistas e arquitetos na antiguidade.
Podemos citar ainda a obra A Ultima Ceia do pintor Salvador Dali, que tem as dimensdes

proporcionais ao niimero de Ouro.

A Sequéncia de Fibonacci também estd presente na quantidade de pétalas de algumas flores.
Por exemplo, o lirio branco possui 1 pétala, a Coroa-de-Cristo possui 2 pétalas, o trilio possui
3 pétalas, a flor roxa possui 5 pétalas, algumas margaridas tém 8 pétalas e o girassol com 13

pétalas, ou seja, a quantidade de pétalas representam nimeros de Fibonacci.

A Sequéncia de Fibonacci possui vdrias propriedades bastante interessantes, e dentre elas,
destacaremos aqui uma propriedade que relaciona o Tridngulo de Pascal aos elementos da
sequéncia. observe que a soma dos nimeros nas diagonais secunddrias é sempre um nimero de
Fibonacci, conforme indicado na Figura 3. Sendo assim, podemos dizer que a soma D,, de uma
diagonal secundaria no triangulo de Pascal € igual a soma de suas duas diagonais secunddrias
imediatamente anteriores, ou seja, segue o mesmo padrdo da Sequéncia de Fibonacci, isto €,
Dn+2 = Dn+1 + Dy,

Figura 3: O Tridngulo de Pascal e a Sequéncia de Fibonacci

P

o
1=2=D,
14+2=1

1
A 1010 5 1
6 152015 6 1

Fonte: A autora.

Outra forma de visualizarmos o nimero de outro € através do conceito de Fracoes Continuas.

2

Vimos que o nimero de ouro é raiz positiva da equagdo quadritica z“ — x — 1, a qual pode ser

reescrita por

1
r=1+—.
x

Dati, substituindo o valor do préprio z na equagao, especificamente no denominador do lado

direito, obtemos )
rz=1+ —-
1+ -
T
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Podemos repetir este processo indefinidamente, chegando na seguinte representacéo:

1

r=1+
1+
1+
1+

1
1+...

Apresentaremos agora uma classe especial de nimeros obtidos através de equagdes quadra-

ticas similares a que origina o nimero de Ouro.

A familia dos Niimeros Metdlicos é formada pelas raizes positivas de equagdes quadraticas

+/p?+4
da forma 2> — pz — ¢ = 0, com p, ¢ € N. Logo, a equagio = = PEVP Tt

da origem a
um unico nimero metélico, o qual denotamos por o, 4, ou seja, o nimero de Ouro € o niimero
metélico oy ;. Alguns nimeros metalicos possuem nomes especiais, relacionados a metais. Além
do famoso nimero de Ouro, ha o nimero de Prata, de Bronze, de Cobre, de Niquel e de Platina,

conforme exposto na Tabela 1.

Tabela 1: Numeros Metalicos
p | g | Simbolo Nome Valor

1 5
1|1 ¢ Nuimero de Ouro Lﬁ

2
211 02,1 Numero de Prata 1+v2
3+ V13

311 03,1 Numero de Bronze 2
1|2 01,2 Nudmero de Cobre 2

1+ V13
113 01,3 Nimero de Niquel STV

2
212 02,2 Nuamero de Platina | 3+ 13

Fonte: [3, Cap. 2 - Segdo 2.2]

4 Conclusao

Um dos objetivos deste trabalho é chamar a atencdo para a necessidade de um estudo
mais efetivo dos conceitos e propriedades matematicas acerca de sequéncias de numéricas e
das recorréncias, o que € feito explorando os diversos aspectos e curiosidades da Sequéncia de

Fibonacci, em especial, sua relacdo com o nimero de Ouro.

A Sequéncia de Fibonacci € exemplo que trds consigo curiosidades interessantes relacionadas
a natureza, arte e arquitetura colocando-a como um atrativo aos estudantes, e a partir dela, podem
ser abordados topicos matemadticos em seu estudo, como por exemplo, sequéncias numéricas,

recorréncias € combinatoria, dentre outros.
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