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Resumo

Neste artigo apresentamos um estudo acerca dos nimeros formados pela repeti¢io
da unidade em uma base b > 1 qualquer, chamado de repunidade generalizada.
Destacamos alguns resultados relacionados a divisibilidade envolvendo as repunida-
des generalizadas e apresentamos dois resultados importantes: o primeiro (e mais
importante) ¢ um procedimento para determinar o mdc entre duas repunidades genera-
lizadas, o qual é uma generalizacdo para qualquer base b do resultado apresentado por
Tarasov[16] na base decimal; e o segundo mostra que o produto de duas repunidades
generalizadas jamais € um quadrado perfeito.
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1 Introducao

Os nimeros repunidades (repeticao da unidade) formam um subconjunto dos in-
teiros positivos ou naturais, denotado por R, que apresentam um padrdo e algumas
propriedades bem definidas as quais despertam o interesse de matematicos no decorrer
do tempo. O termo repunidade, em inglés repunit, foi usado primeiramente por Beiler[2]
em seu trabalho Recreations in the Theory of Numbers: The Queen of Mathematics En-
tertains em 1964, referindo-se aos nimeros naturais R,, que sdo escritos de forma unica,
no sistema decimal (base 10), com a repeticdo da unidade, ou seja, a justaposi¢do do al-
garismo 1, n vezes. Assim, paratodon > 1, R,, = {1, 11, 111, 1111, ..., R,,...}
representa o conjunto dos nimeros repunidades. Para todon € N*, temos

10" -1

Rn:T:10"*1+~~+10+1.

Diversos trabalhos acerca dos nimeros repunidades no sistema decimal podem ser

consultados, por exemplo [1, 2, 3, 5, 6, 15, 18].
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Neste artigo apresentaremos algumas caracteristicas dos nimeros repunidades em
outra base numérica b > 2, além da decimal. Snyder [15] prop6s uma generalizagdo
para os nimeros repunidades e exibiu condi¢cdes de primalidade em qualquer base

numérica b > 2, em que

(Rn)p = (111---11 ), = 0" 40" 24 +b+1, (1)

n algarismos

€ um ndmero repunidade generalizado ou repunidade em uma base b.

Na sequéncia do trabalho, procuramos explorar propriedades aritméticas dos nu-
meros repunidades generalizadas em outra base numérica b, além da decimal. Aqui
faremos uso constante de operacdes em bases ndo decimais. Para um leitor menos
familiarizado recomendamos [8, 9, 10, 12]. Na Secdo 2 formalizamos o conceito
dos nimeros repunidades generalizados e listamos alguns resultados cldssicos. Ja na
Secdo 3 apresentamos algumas propriedades aritméticas envolvendo as repunidades
generalizadas e divisores proprios, enfatizamos que a Proposi¢do 8 é uma generalizagdo
de um resultado cldssico na base decimal. Enquanto na Secdo 4 apresentamos 0 nosso
principal resultado, um procedimento para determinar o mdc entre duas repunidades
generalizadas, o Teorema 1 é uma generalizacdo para qualquer base b do resultado
apresentado em Tarasov[16] na base decimal, para o qual apresentarmos uma demons-
tracdo alternativa. Outro resultado interessante € que o produto de duas repunidades
generalizadas nunca é um quadrado perfeito, o Teorema 2, ¢ parte do estudo da Secdo 5.
Finalmente na Se¢@o 6 aborda uma curiosa relacdo entre os nimeros repunidades na

base 9 e os triangulares na base 10.

2 Niumeros repunidades na base b

De agora em diante consideramos os niimeros naturais b > 2 e n na base decimal.
Facamos e fixemos outro sistema de base numérica denotando por (z,,), um ndimero
natural com n algarismos na base b, ou seja, (z,,)p = (@n—1an—2 - a1ag)p, comn > 1

e an—1 # 0. Portanto, (x,,), indica
(xn)b = Qp-1 'bnil + ap—2 'bn72+"'+a2 'b2+a1 'bl “+ap .

Conforme Equagéo (1), o ndmero (R,,), = ( 111---11 ), é um ndmero repunidade

n algarismos
generalizado ou uma repunidade em uma base b, ou ainda, uma repunidade generali-

zada.

Exemplo 1. Vejaque (R3)s = (111)5 = 22 +2' +2°, enquanto que (R3)5 = (111)5 =
52 4+ 5! + 5% J4 (Rs)3 = (11111)3 = 3* 4 3% 4+ 3% 4+ 3! + 3°, da mesma forma que
(Re)7 = (11111); = PP+ T* + P+ 72 4+ 71 + 70
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Para simplificar a notagdo, vamos escrever R, também para representar uma
repunidade generalizada para uma base b fixada, a menos que se indique explicitamente
o contrdrio. De modo geral temos que:

" —1

Proposicao 1. [15] Para todo natural n > 1 temos que R,, = b1

Demonstragdo. Para quaisquer naturais b > 2 e n > 1, segue que a soma dos termos

de uma progressao geométrica (PG) é:

" —1
VT b =
O
Exemplo 2. E assim para qualquer base b > 2 escolhida, temos que: Ry = (1), =
bbl_;llaR2 =(11) = b;__ll e Rz = (111), = bg_;l e sucessivamente.

2.1 Resultados auxiliares

Seja m um nimero natural numa base b > 2 qualquer. Diremos que dois nimeros
inteiros x e y sdo congruentes modulo m se os restos de sua divisdo euclidiana por m
sdo iguais. Quando os inteiros z e y sdo congruentes médulo m, e escrevemos a = b
mod m. Segue facilmente o seguinte resultado, cuja demonstragdo na base decimal,

pode ser consultada, por exemplo, em [8, 10, 12] .

Proposicao 2. Sejam z, y, m € Z numa base b, com m > 1. Tem-se que © = y

mod m se, e somente se, m|(z — y).

Usando notacdo de congruéncia, e Proposicdo 2, mostra-se os dois proximos

resultados ou consultar as referéncias indicadas.

Lema 1. [7, 9, 10] Um niimero a = (anGp_1 ... a1a0)p, escrito na base b, é divisivel

por b — 1 se, e somente se, a soma dos algarismos for divisivel por b — 1, isto é
ap+an1+--+a+ap=0 mod (b—1).

Lema 2. [7] Um niimero a = (apap_1 - ..a100)p, escrito na base b, é divisivel por

b+ 1 se, e somente se, a soma alternada dos algarismos for divisivel por b+ 1, isto é,

(-D)"a, + (-1)" tay_ 1+ —a1+a=0 mod (b+1).

3 Repunidades generalizadas e divisores

A seguinte caracterizagdo para um nimero repunidade na base 10 € bem conhecida
e ¢é de fécil verificacdo, para todo n natural temos que o termo R,;; é dado por
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R,11 =10 R, + 1, consultarem [1, 2, 3, 6, 5, 18].
De igual modo, para as repunidades generalizadas, para todo n natural temos:

= 1
i 2)
Ry = (b-Rn+1)b7n>1.

Dessa maneira podemos também encontrar as repunidades generalizadas recursivamente
pela Equacéo (2). E assim Ry = (11), = (b X Ry + 1), enquanto R3 = (111), =
(b X RQ + 1)1,.

Proposicio 3. Para quaisquer naturais n > k > 1 o miimero b™ +b" "1 4 ... 4 pnF

é um miuiltiplo de Ry;.

Demonstragdo. Para qualquer k > 1, segue que

b b = 1 e 1R 0D 100 40
— P . n—1 — . n—k
= (11---1)-b (R - 0" ")y .
k vezes
E temos o resultado. O

Proposicao 4. Para qualquer n natural tem-se que b" + 1 divide Ra,,.

Demonstragdo. Basta observar que

-1 (" -1 +1)

R’ﬂ = =
2 b—1 b—1

" —1
= " +1) = R, -(b"+1).
b—1
O
Proposicdo 5. Para qualquer n natural tem-se que b + b" + 1 divide Ra,,.
Demonstragdo. Segue diretamente do seguinte fato
R B b?m -1 _ (bn _ 1)(b2n + 5" + 1)
T 1 b—1
b" -1 2n n 2n n
= 3737 " 4+0b"+1) = R, - (0" +0"+1).
O

Exemplo 3. Considere b = 4 e assim Rg = (111111)4, , pelo Lema 1 temos que (3)4
divide (12)4 = 6, pois (3 - 2 = 12)4. Veja ainda que (111111 = 111 - 1001),, ou seja,
R divide Rg.
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Na verdade temos o seguinte resultado:

Proposicao 6. Para todo n natural, se n é miiltiplo de b — 1, na base b, entdo R,, é

muiltiplo de Ry_1.

Demonstragdo. Segue diretamente do Lema 1. O

Exemplo 4. Considere b = 4, como Ryo = (1111111111),4 e segue do Lema 2 que pelo
Lema 2 divide 8 = (22)4 pois (11-2 = 22)4. Emais (1111111111 = 11111-100001)4,

ou seja, R5 divide Ryp.

E vale o seguinte resultado:

Proposicao 7. Para todo n natural, se n é miiltiplo de b + 1, na base b, entdo R,, é
muiltiplo de b + 1.

Demonstragdo. Segue diretamente do Lema 2. [

Um resultado mais geral é:

Proposicao 8. [14] Para quaisquer n e m naturais, se n é miiltiplo de m entdo R,, é

muiltiplo de R,,.

Demonstracdo. Como o nimero n é mdltiplo de m, ou seja, n = mgq para algum

natural g. Segue da Proposi¢do 1 que

pma — 1
b—1
bmq—lxbm—l
bm —1 b—1 "~

Rug =

O

Em Ribenboim[14] apresenta este mesmo argumento da Proposi¢do 8 para a base

decimal. Para além disso, especificamente na base 10, temos:

Corolario 1. [3, 5] Para todo natural n:
(a) Se n é um niimero par entdo R,, é miltiplo de R,.

(b) Se n € muiltiplo de 3 entdo R,, também o é.

Demonstracdo. Basta substituir b por 10. O
Proposiciio 9. [4, 8] A repunidade generalizada R3 divide o niimero (10101),, .
Demonstragédo. Temos que R3 = b*>+b+1, de modo semelhante temos que (10101), =

b*+b%+ 1. Vejaainda que (10101), = b* +b*+1 = (b* +b+1)(b* — b+ 1), portanto
R3 | (10101), para toda base numérica b > 2. O
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4 Maior divisor comum

Nesta secdo vamos enunciar e demonstrar o principal resultado deste trabalho, um
modo pra determinar o maior divisor comum (mdc) entre duas repunidades em qualquer
base b fixada.

Usamos a notagdo (a, b) para indicar o mdc entre os nimeros a e b, e assim a é

relativamente primo a b, ou coprimos, se (a, b) = 1.

Como Ry = (11); e, pela a Equagéo (2), Rz = (111)p = (b x Ra + 1);. Usando
o algoritmo de Euclides segue que (R3, R2) = (R2,1) = 1. De um modo geral temos

que

Proposicao 10. /6] Dois niimeros repunidades generalizados consecutivos sdo copri-

mos.

Demonstragdo. Paratodon > 1 natural, pela Equacdo (2) temos que R,,+1 = b-R,,+1,

segue do algoritmo de Euclides que

(Rps1, Rn) = (b- Ry +1,Ry) = (Ru,1) = 1.

O

Exemplo 5. Veja que Rigg = b™ + b8 + 09" + ... 4+ 03+ 0>+ b+ 1e Ry =
b2 + %8 057 -+ b2+ b2 + b+ 1. Pelo processo de divisio sucessivas, algoritmo

de Euclides, podemos determinar o (R3¢0, Rgo). Como:

Rigp = Reo x b* + Ry,
Reoy = Ry x b+ Ry,
Ry = Roy X b0 + Ryy = Ry X (b20 + 1) .

Das igualdades anteriores resulta que

(R100, Reo) = (Reo, Rao) = (Rao, R20) = Rao -

O Teorema 1 (e o Corolario 2) é uma generalizagdo para qualquer base b > 2
do resultado apresentado em Tarasov [16, Theorem 3, p. 3] na base decimal, além de

apresentar uma demonstracdo alternativa.

Teorema 1. Para quaisquer naturais m > n tem-se que (R, Ry,) = Ry ).

m pn —

. e R = )
i . b—1 " " b—1"
m > n, pela divisdo euclidiana temos que m = n - ¢ + r, e existem ¢, r naturais com

Demonstragcdo. Pela Proposicao 1 temos R, = Como
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0 <r < n. Logo,

b -1 pratr — 1

b—1  b-1
B bnq+r_br+br_1
N b—1
_ br(b™ —1)4+0b" -1
N b—1

bt 1) b1
b—1 b—1

" —1 b1 —1
Agora pela Proposicéo 8 segue que b — 1 | b™? — 1, e assim T | A Disto
temos que,
b —1 " —1
Ry, Ry) = )
(o) ~(5 527
3)

(=1 0" -1

\b-1"b-1)"
Na Equagio (3) temos duas possibilidades: r é um divisor do n e neste caso (R,,, Rx) =
R,., ou r ndo é um divisor do n e repetimos o processo e determinamos 0 < r; < r; e
teremos novamente duas possibilidades r; é um divisor do r e neste caso (R, R,) =
(Rn, R:) = (R, R,,) = R,,, oury ndo é um divisor do r e repetimos o0 processo e
determinamos 7o tal que 0 < ro < r; < r. Como esse processo € finito, visto que a
quantidade de ndmeros naturais no intervalo [0, n] € finito; e assim o processo finaliza

ap6s um nimero finito k£ de etapas, com uma das duas possibilidades:

R, , sel <rgdividery_ 1
(RmaRn) = (anRT) == (R"'k—l’RTk) = *
1, ser =1
Veja que (m,n) = (n,r) = -+ = (rg—1,7s) = rx, com 1, > 1, em qualquer dos dois
casos, obtemos que (R,,, Ry) = Ry i)- O

Segue imediatamente do Teorema 1 que:

Corolario 2. Para quaisquer inteiros positivos m,n, (R,,, R,) = 1 se, e somente se,

(m,n) = 1.

5 Quadrados Perfeitos

Em uma base b > 2 fixada, um nimero natural m é um quadrado perfeito se existe

um niimero 7 tal que (m), = (n?),.
Proposicao 11. Para todo n > 1 a diferenca R, 11 — R, € um quadrado perfeito.
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Demonstragdo. Para qualquer b, segue da Proposicdo 1 que

b2n+1 -1 b2n -1

Prop.1 _
Roni1 — Rop b1 b1
_ b2n+1 _ b2n _ b2n . (b _ 1) _ b2n
b—1 b-1)
— m n—1 ce. 1 2 — e 2
= (B"4+0""+---4+0b"40) (100---0); .
Disto concluimos que (Rg, 11 — Ron)s = (10™)7 é um quadrado perfeito. O

Corolario 3. A raiz quadrada Rsy, 1 — Ro, € 10™.

Além disso a diferenca entre dois termos sucessivos € uma poténcia de b, precisa-

mente temos:

Proposicio 12. Para qualquer n > 1 tem -se Ry 11 — R, = 10™.

Demonstracdo. Para qualquer b > 1 temos

pntl 1 pn—1

b—1  b-—1

pntl — 1 —pn 41
b—1

bt — o b (b —1)

b—1  b-—1

= b= (10"),.

RTL+1 - Rn -

Segue diretamente da Proposic¢do 12 que
Corolario 4. A raiz enésima de (R,+1 — Rp)p € (10)y.

Exemplo 6. Na base decimal, veja que R3 + 10 = 111 + 10 = 121 = 11% = (Ry)%.

Este fato € (facilmente) verificado em qualquer base b > 2, isto é,

Proposicio 13. Para qualquer b > 2 temos que Rs + b = R3.

Demonstragcdo. Veja que

b —1
Ry+b = S—F+b= (b*+b+1)+b

= bP4+26+1 = (b+1)2.

2 _

1
= b+ 1, segue o resultado. O

Como Ry = -
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Teorema 2. Sejam m > n > 1 naturais entdo o produto de duas repunidades generali-

zadas Ry, - R,, ndo é quadrado perfeito.

Demonstragdo. Por hip6tese temos que m > n, seja (m,n) = d > 1, segue do
Teorema | que (R,,, R,) = Rq. Vamos separar em dois casos. Se d = 1 entdo R,, e
R,, sdo coprimos, logo ndo existe um divisor comum, o que acarreta que R,, - i, ndo
um € quadrado perfeito. Se d > 1 entdo R, € o maior divisor comum de R,, e R, e
mais R,, = Rg-q1 ¢ R, = Ry g2 com g1 # gz e (q1,q2) = 1 visto que m # n. Veja
que

Rm'Rn:(Rd)Q'ql'q27

0 que acarreta que R, - R,, também ndo € quadrado perfeito. O

6 Outros fatos curiosos

Nesta se¢do apresentamos a resolucéo do Problema 1b, Se¢do: Repunits, do traba-
Iho Andreescu e Gelca [1], em que aponta uma relagdo entre os nimeros repunidades
na base 9 e os nimeros triangulares na base 10. O estudo/pesquisa para resolugao
deste problema, e da Proposi¢do 9, nos motivaram no desenvolvimento do Trabalho de

Conclusio de Curso do primeiro autor.

Lembramos que um niimero natural 7" é triangular na base decimal se for da forma

a-(a+1)

T = , sendo a um natural.

Proposicao 14. [1] Para n > 1, toda repunidade na base 9 é um niimero triangular na
base 10.

Demonstragdo. Paran > 1, temos

Rn = =
(Fn)o S 5 1

1 (Bn)?—-1 1 3"—1 3"+41

2 2 2 2

3"—1  3"+1
_ 2 2
2
m—1 3" 5 ;

Facamos a = 5 eb = ; agora vamos mostrar que a e b sdo naturais

consecutivos, vejamos:

-1 (B3-1)@B" ' 43" 24, . +3+1
o=5— Rt +3_1+ o )=(3”‘1+3"‘2+...+3+1),
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3"+ 1 3n—1
22

Portanto b = a + 1, assim

b

2
+§:(3"*1+3”*2+...+3+1)+1.

Ry = 230 _alerl)
n 2 2 )

com a = (3’“1 +3" 24 43+ 1) € N. Portanto qualquer repunidade na base 9 é

um niimero triangular. 0

7 Consideracoes

Na base decimal os nimeros repunidades e divisibilidade sdo assuntos frequentes
diversas competicdes ou Olimpiadas de Matematica, bem como sistema posicional de
numerag¢do. Neste trabalho apresentamos nosso estudo envolvendo os 3 (trés) temas
ou assuntos de forma entrelagada. Para um leitor interessado sugiro uma consulta aos
Banco de Questdes ou Provas aplicada da OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matemaética
das Escolas Publicas)[13], ou ainda as referéncias[1, 3, 5, 6, 19].

Acerca das repunidades generalizadas ndo encontramos nenhum texto em portu-
gués, parte da motivacdo deste. Aqui vamos comentar 3(trés) trabalhos classicos, para
motivagdo de outros trabalhos académicos: em Snyder[15, 1982] usando polindmios
ciclotdmicos, teoria dos nimeros algébricos, mostra que (R, ), possui um divisor primo.
E Jaroma[11, 2007] mostra que esse resultado segue da teoria relativa as sequéncias de
Lucas. Enquanto em Trojovsky e Tobid$[17, 2012] apresenta os divisores primos das

das repunidades generalizadas.

Acreditamos que este texto apresenta conceitos, propriedades e exemplos importan-
tes no estudo de repunidades, divisibilidades e sistemas de numeragao para estudantes
em preparagdo para competi¢des matematicas, bem como, para entusiastas e diletantes

desta ciéncia.
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