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Resumo

Em situacdes da vida real, € normal encontrarmos problemas que dependem de ele-
mentos separados, relacionados de alguma forma. Traduzindo para a linguagem
matemadtica, nos deparamos com equagdes diferenciais cuja ordem pode ser um valor
que gere um grande nimero de cédlculos, considerando que, de fato, existam meios para
se obter uma solugdo direta. Para contornar esse problema, associamos conhecimentos
dos estudos de equagdes diferenciais e de dlgebra linear, para que possamos transfor-
mar equagdes diferenciais ordindrias de n-ésima ordem em sistemas de n equagdes
diferenciais de 1* ordem, facilitando, assim, a busca por solu¢des que satisfagam o
problema dado.
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1 Introducéo

Uma Equagao Diferencial Ordindria homogénea de ordem n é dada da seguinte

forma:
y" =F(t,y,y, ...y ). (1

Existem diversas maneiras conhecidas para determinar, quando existem, solugdes
para equacdes diferenciais quando a ordem desta € 1 ou 2: fatores integrantes, método
das equagdes exatas, entre outros. No entanto, quando trabalhamos com equacdes de
graus mais altos, esses métodos ndo sdo mais tdo eficazes, porque envolvem uma grande
quantidade de cdlculos e procedimentos que demandam tempo e esforco.

De fato, € intuitivo pensar que quanto menor a ordem de uma equacgdo, mais
simples € para encontrar solucdes que a satisfacam. Uma boa alternativa a problematica
das EDOs - como chamaremos as equacdes diferenciais ordindrias daqui para frente
- de ordem mais alta nos vem por meio de um conhecido conceito da dlgebra linear:
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transformamos uma EDO de ordem n em um sistema de n equagdes de ordem 1. Apesar
de aumentar o nimero de equagdes a serem resolvidas, cada uma delas possui apenas
derivadas de ordem 1, o que facilita o processo de encontrar solu¢des para a EDO.
Embora, nesse artigo, nos restringimos a n = 2, serd possivel notar a praticidade do
método.

A transformagdo de uma EDO de n-ésima ordem em um sistema de n equagdes de
1* ordem ocorre quando utilizamos as substitui¢des: em (1), faremos

/ " n—1
xlzyax2:y7x3:y7“'7mn:y( )

Dessas substitui¢des, obtemos
I ro_ / _ (n=1) _ n
TN =Y =T2, Ty =Y —{L‘3,...,{L'n71—y( ) = g ),

isto €, encontramos associagdes entre todas as novas varidveis, e essas relagdes envolvem
apenas derivadas primeiras.

De forma geral, podemos escrever a equagao (1) como o seguinte sistema:

) = Fy(z1,22,...,75)

xh = Fy(w1, 22, ..., p)

@

x, = Fy(x1,22, ..., Tp).

Essa aplicacdo, de conceitos referentes ao campo de estudos da Algebra Linear,

serd recorrente e extremamente importante a partir desse ponto.

Veremos, na Sessdo 4 desse artigo, que o processo descrito acima para EDOs

homogéneas, € bem similar para EDOs ndo homogéneas

Esse artigo foi escrito com base nos estudos acerca das referéncias [1] e [2].
Nesse trabalho, visamos explorar o método da transformacio de equagdes diferenciais
ordindrias de coeficientes constantes e de ordem n, em sistemas de equacdes diferenciais

ordindrias de ordem 1 com coeficientes constantes, para a obtencdo de suas solucdes.

2 Sistemas de EDOs lineares, homogéneos, com coeficientes constantes

Vamos entender, primeiramente, como fazemos para encontrar a solu¢do de um
sistema de EDOs lineares homogéneos com coeficientes constantes. Para tal, reescreve-

remos o sistema (2) evidenciando suas componentes:
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!/
1’1 = a11x + a12T2 + ...+ A1pnTn

/
Ty = A21T1 + A22T2 + ... + A2 Ty

3)
/
Ty = Gp1%1 + Gp2X2 + ... + GppTy.
Podemos reescrever o sistema (3) por meio de uma equag@o matricial:
/
ail ai12 A1n X1 Ty
/
a1 a2 agn X2 To
=1 . “)
!/
anl an2 Apn In lﬂn
_ !
(4] [z] =[]

A matriz A é constituida pelos coeficientes das equagdes do sistema (3). A sua
multiplicacio pelo vetor x nos da o vetor ', isto é, Az = z’. Se existir A € R tal
que Az = Az, diremos que A € um autovalor de A, e x é um autovetor associado ao
autovalor \. Neste caso, Az — Az = 0, onde 0 é o vetor nulo. Por se tratar de uma

equacdo matricial, observe que ainda podemos reorganizar os termos da seguinte forma:

(A= XDz =0. 5)

As solugdes que buscamos para a equagio Az = ' serdo da forma x = £e.

Os seguintes Teoremas sdo resultados importantes para a obtengdo de solugdes.
Nao focaremos em suas demonstragdes neste artigo, mas estas estdo presentes no

texto-base [1].

Teorema 1. ([1], Teorema 7.4.1) Se as funcdes vetoriais x1 e xo sdo solucdes de
x' = Ax, entdo a combinagdo linear cixy + coxo também é solu¢do quaisquer que

sejam as constantes c; e Ca.

Teorema 2. ([1], Teorema 7.4.2) Se as fungoes vetoriais 1, ..., Tp, sdo solucoes line-
armente independentes de Ax = x' em cada ponto do intervalo o < t < 3, entdo
cada solugdo © = x(t) de Ax = 2’ pode ser expressa como uma combinagao linear de

1, ..., Tp, da forma

x(t) = c121(t) + ... + cran(t) 6)
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de exatamente um modo.

Esses dois teoremas nos dizem, na prética, que ao encontrarmos duas solucdes M
e 22 linearmente independentes, entdo temos um conjunto fundamental de solucdes,
e a partir delas encontramos todas as solugdes do sistema. A equagéo (6) é chamada

solugdo geral.

Para facilitar a compreensao das ideias, vamos aplicar em um exemplo:

Exemplo 1. Encontre a solugdo geral da equagdo y’ + 5y’ — 5y =0

Fazendo 1 = y e x5 = ¢y = x|, obtemos a equagdo reescrita em fungio de 1 e
9.
xh + 5xo — by = 0.

Obtemos assim o seguinte sistema e sua escrita matricial:

T2 zh 0 1 71
= , = .
5561 — 51‘2 ) 5 —5 i)

Para que det(A—\I) = A>4+5\—5 = 0, obtemos os autovalores \; =

2
—5-3V5 3Vh+5
5 e os autovetores correspondentes & = 10 e

1
5-3v5
& = 10
1

!
Ty

s

—5+3V5

e)\g

Solugdo geral:

3vVE+5 5—3v5
- - —543V5, _ —5-3V5
T =c 10 e 2 "+ 10 ez . @)
1 1

3 Retrato de Fase

O retrato de fase € a representacdo grafica das trajetdrias de uma EDO no plano.
Cada trajetodria representa uma condicdo inicial diferente para a EDO. Uma vantagem de
escrever a solucdo de uma EDO usando os autovalores e autovetores, como fizemos na
secdo anterior, € que a constru¢do do retrato de fase € bastante intuitiva. Para encontri-lo,

de forma bastante resumida, seguimos esta ordem:
Para encontrar todas as curvas, € necessdrio o auxilio de recursos computacionais.
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-2

-6

(a) Tracamos os autovetores 1 e &2. Eles gerardo os

Nnovos eixos.
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-5

(b) Tracamos as retas direcionadas pelos vetores. Es-
sas retas formardo um novo sistema de coordenadas.

PR R YRR TILE T TR T
A RLIRITI. AT T
|II"1.IIH||1;| [ W,y ok
plhanngy W LA
bWt m WS SO SY
gt vt W W, A = ,,;,“‘5‘;
gl w W, iz ,,,un";:
L RLLRRRItia] IR RN
LR IR kg
RN Je g g
ghh g mo CHHTETR N
gl hantg w2 mt g
AR I HHTL R
'EARLL w Ny
e me N g
Ll IR LAY
'y w Ml
w ‘I‘l._lﬂl‘lkl L
IR HILIR TN
w ‘Iﬂ.lillhullll
LR R R
Wby Y
[T IR RN

(c) Por fim, analisamos a variago dos valores de c1 € c2
na solucdo geral encontrada em 7 € como esses valores
afetam a velocidade de crescimento das exponenciais
envolvidas. Para cada valor, uma nova curva ¢ gerada.

No entanto, as relagdes entre autovalores e autovetores nos permitem fazer um esbogo,

ainda que fora de escala, sendo possivel ter uma no¢@o de como a EDO se comporta no
plano.

4 Sistemas de EDOs lineares, nao homogéneos, com coeficientes
constantes

O processo de transformagdo de uma EDO nao homogénea em um sistema de
EDO’s lineares de ordem n é bem parecido com o procedimento feito para EDO’s ho-

mogéneas. Alguns passos sdo adicionados, mas todos envolvem conceitos relacionados
aos que ja foram usados até entdo.
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Uma EDO ndo homogénea de ordem n € dada da seguinte forma:

y™ =F(ty,y, ...y, g(t)). ®)

Faremos as mesmas substitui¢des de varidveis feitas para o caso homogéneo, de
modo que possamos escrever a equacio (8) como o seguinte sistema:

xll = F1(1'17.’172, >$n;gl(t))
x/2:FQ(x17x27"',xn792(t)) (9)

1-,/”‘ = Fn(l'l,l'Q, 7xnagn(t))

Supondo que o sistema (9) seja linear, podemos reescrevé-lo de modo a evidenciar
suas componentes, encontramos:

!
T] = 01171 + 612%2 + ... + A1 Tn + g1

/
Ty = a21T1 + A22T2 + ... + A2 Ty + g2

(10)
/
T, = ap1T1 + ap2xo + ... + AppTy + In-
Agora, escrevendo o sistema (10) em notag@o matricial, obtemos a equagio:

/

a1 612 ... Qip 1 (1 Ty
!/

a1 G2 ... Q2p T2 g2 )

+7 =1 (11)

/

an1l An?2 QAnn Tn dn T

n

Deste modo, estaremos trabalhando com um sistema da forma 2’ = Az + g(t),
cuja solucdo serd, baseando-se novamente nos Teoremas 1 e 2, da forma

z(t) = c121(t) + ... + cpzn(t) + v(t). (12)

Existem alguns métodos que podem ser usados para encontrar v(t). Nesse trabalho,

falaremos sobre o método da diagonalizac¢do. Para tanto, A devera ser uma matriz
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diagonalizavel.

Ap6s encontrar os autovetores de A, denominados &1, ..., &, formamos a matriz 7',
cujas colunas sdo esses autovetores. Se definirmos uma varidvel y de modo que z = T'y,

podemos substituir em 2’ = Ax + g(t), obtendo

Ty = ATy + g(t). (13)

Multiplicando por 7!, temos:

y' = (T7'AT)y + T 'g(t) = Dy + h(t), (14)

onde h(t) = T~ 'g(t) e D é a matriz diagonal dos autovalores de A, ordenados seguindo

a ordem dos autovetores em 1.

Observe que a equagio y' = Dy + h(t) representa um sistema de equagdes cujas
varidveis ndo dependem umas das outras. Podemos denotar por y: = A\iy; + h;. Isso
faz com que cada equacio possa ser resolvida separadamente, por métodos conhecidos

para solugéo de equagdes lineares de primeira ordem, sendo h; uma combinagio linear

de g1, -5 9n.

Exemplo 2. Encontre a solugdo geral do sistema

(-2 1 2
= T+ = Az + g(t).
v <1 —2)” 3t =+ 9(0)

Esse é o Exemplo 1 da Sessdo 7.9, resolvido no livro da referéncia [1].
Para que det(A — AI) = A% + 4\ + 3 = 0, obtemos os autovalores \; = —3 e
1 1
Ao = —1, e os autovalores correspondentes £; = ( 1) e = <1> Portanto, a

solugdo da equacdo homogénea associada é

1 1
T = clfle)‘l + 62§ge>‘2 = < 1) e 3 4+ ¢ <1> et (15)

Normalizando a matriz 7" para posteriormente facilitar os calculos, obtemos
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A B L (16)
Cv2\-1 1) ve\ 1)

Fazendo z = Ty obtemos a partir da equacao original:

-3 0 1 [2et—3t
"=Dy+T 1g(t) = + . (17)
Y Y 9(t) 0 1) V2\2e 43t
Obtemos, portanto, o sistema

3
! —t
Y1 = —3y1 + V2e t — ¢

3
/ —t
=—yo+V2e "+ =t
Y2 Y2 \/i
Resolvendo cada equagdo do sistema acima, a partir de algum dos métodos ja

conhecidos de solu¢do de EDOs de 1* ordem, encontramos

V2 ., 3 t 1 _a
n=ge -5 [(5) g o

=V2e P+ =(t — 1) + coe™
Y2 \/Q( ) 2

19)

Portanto voltando as varidveis originais, a solucio é da forma
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1(1
neo associado a equacdo original, e v = 5 ) et 4 ) 5 315

¢ solucdo particular do sistema ndo homogéneo.

5 Conclusao

Este artigo traz um resumo sobre a obten¢do e resolugdo de sistemas lineares de
equacdes diferenciais ordindrias com coeficientes constantes. Nos exemplos dados,
nos limitamos a casos em que os autovalores sio reais e distintos. E possivel realizar
esse mesmo trabalho com autovalores complexos, autovalores repetidos, EDO’s cujos
coeficientes ndo sdo constantes, entre outros. Com esses conceitos, é possivel analisar o
comportamento qualitativo de sistemas ndo lineares, o que serd foco de estudo por parte

dos autores.
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