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Resumo

Neste texto apresentamos um método de como resolver determinados tipos de proble-
mas em Programacdo Linear, utilizando o Método Simplex via tabelas. Problemas
de Programacdo Linear estdo relacionados a otimizagdo. Num contexto abstrato,
Programacdo Linear se refere a maximizar, ou minimizar, uma funcio objetivo de
n varidveis, restrito a condigdes lineares nestas varidveis. A aplicagao pratica aqui
apresentada, mostra uma decisdo sugerida pelo Método Simplex, a partir de dados
de uma empresa: produto, material e estoque, para maximizar o lucro seguindo

determinadas restri¢oes.
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1 Introducao

A Programacao Linear (PL) é utilizada para resolver problemas de otimizagao,
muitos problemas que existem no mundo real podem ser formulados como problemas
de PL, por exemplo, corte de material evitando desperdicios, melhoria nas rotas de
transporte de cargas visando economia de combustivel, qual produto uma empresa deve
priorizar para maximizar os lucros etc. A PL é o processo de minimizar ou maximizar

uma funcdo objetivo Z atendendo a uma série de restri¢goes dadas.
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Maximizar ou minimizar a

funcao objetivo Z: c1T1 + CT9 + ...+ Ccpy
Restrito a: ai1ry + aexe + ...+ a1, < by
a21%1 + G22%2 + ...+ 2T, < b
Am1T1 + Qm2T2 + .o F CpnTn, < by

L1y L2543 Lp > 0.

O Método Simplex é um dos algoritmos mais conhecidos na resolucao de tais problemas
[8], sendo criado por George Dantzig em 1947. O sucesso do algoritmo levou a uma vasta
gama de melhoramentos e generalizacdes que tem dominado a pesquisa de operacoes

préticas desde entéo [4, 7, 9].

A PL ¢ utilizada na solugdo de problemas como uma técnica de tomada de decisoes.
Por exemplo, um gerente de uma organizagio, constantemente se depara, com circuns-
tancias em que deve tomar decisoes, que levam em consideracao diversas alternativas
conflitantes e concorrentes. Diante dessas situagdes o gerente pode utilizar a intuigdo ge-
rencial ou realizar um processo de modelagem da situagdo [6]. A partir desta modelagem

é onde se encaixa a PL, podendo auxiliar nesta tomada de decisao.

Em linhas gerais, a PL busca, entre as intimeras tarefas ou atividades, descobrir a
melhor distribuicdo dos recursos a fim de obter um valor étimo do objetivo desejado. Os
problemas de alocagdo de recursos distinguem-se pela existéncia de um objetivo explicito
por meio de varidveis de decisao e pela existéncia de restrigoes para alocar os recursos

devido as quantidades disponiveis e a forma de aplicé-los [1].

O Exemplo 1 ilustra estas situagoes apresentadas nos dois paragrafos anteriores.

Exemplo 1. Uma fdbrica de méveis dispde em estoque de 250m de tabuas, 600m de
pranchas e 500m de painéis de conglomerado. A fabrica oferece uma linha de mdéveis
composta por um modelo de escrivaninha, uma mesa de reunido, um armdrio e uma
prateleira. Cada tipo de movel consome quantidades de matéria-prima que sequem as

sequintes condicoes:

e a escrivaninha consome 1m de tdbua e 3m de painéis;
e a mesa necessita de Im de tdbua, Im de prancha e 2m de painéis;
e 0 armdrio consome 1m de tabua, Im de prancha e 4m de painéis; e

e a prateleira necessita de 4m de tdbua e 2m de prancha.

A escrivaninha € vendida por R$100, a mesa por R$80, o armdrio por R$120 e a prateleira

por R$20. O objetivo é mazimizar o lucro dadas estas condigoes apresentadas [5].
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Utilizando PL, com a aplicacdo do Método Simplex, obtemos a melhor alocacao

destes recursos para maximizar o lucro do problema apresentado no Exemplo 1.

Neste texto, temos por objetivo, apresentar a resolucao de problemas semelhantes
a este do Exemplo 1 via Método Simplex por tabelas. Destacamos que nao iremos nos
ater a teoria por tras, que garante a satisfatoriedade do Método Simplex, mostraremos
apenas a sua resolucao e aplicacdo do método, bem como apresentamos alguns empecilhos

encontrados: problema ilimitado e o algoritmo entrar em loop.

2 Meétodo Simplex

Dado um problema de Programacao Linear (PL), que consiste em otimizar uma
funcéo objetivo Z, condicionada a um conjunto de restrigdes, o Método Simplex é uma
técnica iterativa que possibilita otimizar a solu¢do da funcdo objetivo Z em cada iteragao.
O procedimento termina quando nao é mais possivel otimizar este valor, ou seja, ao

chegarmos na solucao 6tima para o problema.

O modelo deve atender ao seguinte objetivo de maximizar ou minimizar o valor da

fun¢do objetivo Z sujeito as restri¢oes impostas.

Maximizar a funcéo objetivo Z: 1T, + T + ...+ Ty
Restrito as condigoes: a11x1 + a2 + ...+ a1pT, < by
(2171 + A22T2 + ...+ A2, Tp < Do
Am1T1 + Qoo + ...+ GpnZn < by,

L1, L2y, Ty > 0.

Limitamos o estudo apenas ao caso onde todas as restricbes devem conter somente
desigualdades do tipo menor ou igual e as varidveis x; sdo positivas ou nulas. Além disso,
os termos independentes b; ndo podem ser negativos, e vamos nos ater somente com a

condigdo de maximizar a fungdo objetivo.

Nossa principal referéncia para descricao deste método de resolugao do Método

Simplex via tabelas é o livro [3].

A inicializacdo do Método Simplex para resolver o problema, inicia-se com a adigao
de m variaveis de folga

Tn+1yTn425 -+ Tnt+m Z 0;

de forma a transformar todos os menores ou iguais, nas m linhas de restri¢oes, apenas

em igualdades, ou seja, o problema fica na forma:
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Maximizar a funcao objetivo Z: 1T, + caxs + ...+ CcpTy
Restrito as condigoes: 1171 + @122 + ...+ A1pTp + Tpp1 = b1
a21%1 + G22%2 + ...+ 2Ty + Ty = by
Am1T1 + AmaZ2 + ...+ AynTy + Tn+m == bm
T1,X2y.--,Tn,
Tt 15 Tnt2y -+ s Topm = 0.

Representamos este tltimo problema através da Tabela 1. As iteracoes e contas a
serem feitas quando o problema chegar neste formato de Tabela 1, serao exibidos a partir

de um problema pratico, resolvido na proxima Segao 3.

X To . In Tp+1 Tp+2 e x(n+m)_1 Tn+m S

L1 ail a1 ce QA1n 1 0 ce 0 0 bl

L2 a1 a9 ‘e a9n 0 1 e 0 0 b2
Lin—1 | m-1)1 | Gm=-1)2 | -+ | Gm-1)n 0 0 1 0 bm—1

L., Am1 Am2 e Amn 0 0 e 0 1 bim

7 c1 Co ... Cn 0 0 . 0 0 0

Tabela 1: Problema no formato de tabela.

3 Resolvendo o Exemplo 1

A fim de explicar de modo concreto o funcionamento do Método Simplex via resolugao
por tabelas, resolvemos o Exemplo 1. Relacionamos cada objeto produzido pela fabrica

de méveis a uma varidvel:

e 1z corresponde a escrivaninha;
e I corresponde & mesa;
e x3 corresponde ao armaério; e

e 14 a prateleira.

Sabendo que a empresa estd restrita a 250m de tdbuas e que a escrivaninha utiliza 1m

deste produto, a mesa 1m, o arméario 1m, e a prateleira 4m, temos a seguinte desigualdade

xr1 + To + X3 +4174 S 250.
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Fazendo o mesmo procedimento para os materiais de prancha e painéis, obtemos, respec-

tivamente,
To + x3 + 224 < 600 e 3x1 + 2x9 4+ 43 < 500.

Sendo o objetivo maximizar o lucro, sabendo que a escrivaninha é vendida por R$100, a
mesa por R$80, o armario por R$120 e a prateleira por R$20, entdo temos por objetivo

maximizar a funcdo Z dada por

Z =100z + 80xo + 120x3 + 20x4.

Somos levados ao seguinte problema de Programagio Linear:

Maximizar a funcao objetivo Z: 100x7 + 80xo + 120z3 + 2024

Restrito as condigoes: 1+ a0+ a3 +4ry < 250
To+x3+ 24 < 600
3x1 + 222 +4z3 < 500

T1,T2,X3,T4 > 0.

Neste caso, para resolugao via Método Simplex, adicionamos trés varidveis de folga,

5, Tg € T7, transformando o problema no novo problema abaixo

Maximizar a funcao objetivo Z: 100x; + 80xo + 120x3 + 20x4

Restrito as condigoes: T1+xo+a3+4xs+25 = 250
To+x3+2x4+26 = 600
3x1 + 222 +4z3+ 27 = 500

L1,X2,T3,T4,T5,T6,L7 2 0.

Conforme apresentado na Tabela 1, associamos este problema a Tabela 2 e iniciamos

os procedimentos de iteragoes para resolver o problema.

X1 X2 X3 T4 Is Tg X7 S

L, 1 1 1 4111|0025
Ly | 0O 1 1 2101 1| 0]600
Ls | 3 2 4 0| 0] 0| 11500
Z | 100 | 80| 120 20| O | O | O 0

Tabela 2: Problema do Exemplo 1 em formato de tabela.

Iteragao 1. Escolhemos na linha Z, com exce¢ao da coluna s, a coluna que tem o maior

valor positivo, neste caso, selecionamos a coluna x3 que possui valor 120. Em seguida,
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devemos escolher, dentre as linhas L1, Lo e L3, a linha da coluna z3, tal que a divisao dos

valores da coluna s pelo seu respectivo na coluna x3, seja o menor valor, assim, temos

250 600 500
T = 250 (hnha Ll), T = 600 (hnha Lg) e T =125 (hnha Lg)

Neste caso, como o menor valor surgiu da divisdo do valor na linha L3 da coluna
s pelo respectivo valor da coluna x3, entdo devemos fazer operagbes entre as linhas
L1, Lo, Ly e Z de forma a zerar os valores que estdao acima e abaixo da linha L3 na coluna
3. Este procedimento se assemelha ao que é feito no escalonamento de matrizes, quando

da resolugdo de sistemas lineares [2]. Para tanto, fazemos as seguintes operagoes:

L
e linha Iy passa a ser L; — f;
) Ls
e linha L, passa a ser Ly — VR e

e linha Z passa a ser Z — 30Ls.

Apos estas operagdes, encerra-se a Iteragdo 1 e a Tabela 2 se torna a Tabela 3.

Ty T2 | T3 | T4 | T5 | Te X7 S
Ly | 1/4 | 1/2| 0 | 4 1 0| —-1/4 125
Lo | =3/411/2| 0] 2|0 1| -1/4 475
Ls 3 2 41011010 1 500
Z 10 20 0120 010 —-30 | —15000

Tabela 3: Problema do Exemplo 1 em formato de tabela apds a primeira iteracao.

Iteracao 2. Repetimos o procedimento da Iteracao 1, porém, na linha Z, o maior
valor 20 ocorre duas vezes, nas colunas zs e x4. Neste caso de empate entre as colunas,
escolhemos a que tem o menor indice j das varidveis ;. Entdo, escolhemos a coluna z».

Agora, fazemos as divisdes dos valores na coluna s com o seu respectivo na coluna xs:

125 , 475 . 500 .
2" 250 (linha L), 2 950 (linha Ls) e - = 250 (linha Ls).

Nesta etapa, obtemos um empate com dois valores 250, que ocorrem nas linhas L4
e L3. Também neste caso de empate entre linhas, escolhemos a linha L; possuindo o
menor indice j, no caso, a linha Lq. Sendo assim, anulamos os valores abaixo e acima da

linha L1, na coluna x5, fazendo as seguintes operac¢oes nas linhas:

e linha L, passa a ser Ly — Lq;
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e linha L3 passa a ser Ls —4Lq; e

e linha Z passa a ser Z —40L;.

Estas operagoes encerram a Iteracao 2 e a Tabela 3 se torna a Tabela 4.

1 ) z3 T4 Ts5 Te X7 S
L4 1/4 1/2 0 4 1 0 —1/4 125
Ly | —1 0 0 —2 -1 1 0 350
Ls 2 0 4 -8 —4 0 2 0
Z 0 0 0O | —-140 | —40 | O —20 | —20000

Tabela 4: Problema do Exemplo 1 em formato de tabela apds a segunda iteracao.

Iteragao 3. Observamos que na linha Z, onde devemos escolher o maior valor, possui

apenas valores negativos ou nulos, este é o caso quando o algoritmo chegou no valor
o6timo para a funcao Z. Este valor 6timo é o que esta na interse¢ao da linha Z e coluna

s, devendo trocar o sinal para obter o valor final de Z. Para saber as configuracgoes

deste valor 6timo, zeramos todas as colunas onde aparecem valores negativos na linha Z,

obtendo a Tabela 5.

X1 X9 T3 Ty Is Te X7 S
Ly|1/4]1/2] 0] 0]0]0]0 125
Ly | —1 0 oOojo0j0|11]0 350
Ls 2 0 410 01010 0

Z 0 0 00110 0] 0 |—20000

Tabela 5: Problema do Exemplo 1 em formato de tabela na terceira iteracao.

Esta Tabela 5 nos dé as seguintes informagoes.

Lol
T T

—T1 + Xg

2351 —+ 41’3
Z

125
350

0
20000

Sabendo que todos os z; (1 = 1,2,3,4,5,6) sao valores ndo negativos, x; > 0, a

equacao (3) nos retorna que x; = x3 = 0, de fato

201 +4x3=0=>2x1 = 2203 =21 =0e 23 =0.
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Assim, das equagdes (1) e (2)
T = 250 e zg = 350.

Além disso, pelo fato das colunas correspondentes serem todas nulas na Tabela 5, isto

significa x4 = 0,25 =0 e z7 = 0.

Portanto, a resolucao deste problema via Método Simplex nos diz que para obter o
lucro maximo de R$20000 (Z = 20000), a fabrica de méveis deve produzir apenas 250
mesas (z2 = 250). Neste caso, ndo se deve produzir escrivaninhas (z; = 0), nem armérios
(3 = 0), nem prateleiras (x4 = 0). Apesar de g = 350, nada influencia no problema,
pois x5, x¢ € 7 sdao varidveis de folga, ou seja, variaveis auxiliares utilizadas na resolucao,

sem significado concreto.

3.1 Problema ilimitado

3

A solucéo 6tima é encontrada quando o critério de parada é satisfeito, ou seja,
quando todos os elementos da linha Z sdo menores ou iguais a zero, isso significa que a
otimizacao foi alcangada. O valor Z atual é a solucdo 6tima do problema, como o caso

visto na Tabela 4.

Existe também o caso da solugao ilimitada que ocorre se toda coluna da variavel x;
escolhida em uma determinada iteracao, tiver suas entradas com valores negativos ou
nulos, um exemplo é mostrado na Tabela 6. Nao ha valor 6timo concreto para a fungao
objetivo, mas & medida que os valores das varidveis sao aumentados, o valor Z também
aumenta sem violar qualquer restricao, podendo aumentar indefinidamente. Este caso

também é um critério de finalizagdo do Método Simplex.

X1 To I3 Tq Iy S

Ly | 2 | —11|—8| 4 | 6 | 125
Ly | 1] 13 | 0 |=5] 0] 350
Z | 2| -2]98]10 [|57]—-100

Tabela 6: Tabela que exibe o critério de parada para o Problema ilimitado.

A escolha a ser feita, na iteracao, na Tabela 6, seria a coluna x3, por ter o maior
valor positivo na linha Z. Entretanto, os valores das linhas na coluna x3 sdo menores ou

iguais a zero, —8 na linha L, e 0 na linha Lo, isto indica que o problema ¢ ilimitado.
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3.2 Loop

O loop é um caso onde o problema entra em um ciclo que se repete indefinidamente.
Quando isto ocorre, temos como critério de parada, a comparagao entre todas as tabelas
geradas em cada iteracdo, se ocorrer de duas tabelas em iteragoes distintas serem idénticas,

significa que o algoritmo entrou em loop e deve ser finalizado.

O problema dado pela Tabela 7 [3] entra em loop na sexta iteragdo, pois a tabela

resultante serd idéntica a Tabela 7.

Z1 T2 xs3 Ty Ts | Tg | S
Ly | -2 | -9 1 9 11010
Loy [1/3| 1 | =1/3| =2 | 0| 1]0
Z] 2 [3] -1 ]-12]0]07]0

Tabela 7: Problema que entra em loop na sexta iteragao.

4 Conclusao

Apresentamos o funcionamento do Método Simplex na resolugdo de um problema
pratico, com algumas limitagdoes nas restrigoes, e também discutimos situacoes que
podem surgir quando da execucdo do método: problema ilimitado e loop. Deixamos
como sugestoes aos interessados, o caso de nao ser necessario a limitagao dos termos
independentes b; > 0 e lidar apenas com as desigualdades do tipo menor ou igual, pode-se
considerar os termos b; de qualquer valor e qualquer tipo de desigualdade, ou igualdade
nas restrigoes; e investigar as formas de burlar quando o algoritmo entra em loop [3].
Existe um aprimoramento do Método Simplex utilizando matrizes, onde menos iteragoes

s@0 necessarias para se chegar ao valor 6timo da funcdo objetivo [3].
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