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O Teorema de Sharkovsky é um dos principais teoremas quando estudamos sistemas dindmicos discretos.
Ele diz respeito sobre a existéncia de pontos periddicos, a partir de um ponto periddico ji existente. O
que ¢é notdvel € que usamos essencialmente uma ferramenta: o Teorema do Valor Intermedidrio. Neste
trabalho, provamos o Teorema de Sharkovsky no caso n = 3 para fun¢des semi-algébricas e continuas
f: R — R, onde R ¢ um corpo real fechado, explorando o fato de que o Teorema do Valor Intermedidrio
ainda € valido para esta classe de fungdes.

Palavras-chave

Sharkovsky, Continuidade, Semi-algébrica, Corpos reais fechados.

1 Introducao

Os Teoremas classicos de andlise (Teorema do Valor Intermediario, Teorema do Valor Médio, etc)
dependem fortemente do ambiente onde as funcdes estdo definidas, que € em intervalos dos nimeros reais.
O que faz o conjunto dos nimeros reais tdo especial é que ele € um corpo ordenado e completo. Neste

artigo, pretendemos apresentar uma classe de corpos onde ainda sdo vélidos estes teoremas.

Ora, note que os teoremas citados acima nao sdo validos para funcdes continuas definidas no conjunto
dos nimeros racionais. Porém, hd uma extensao do corpo dos nimeros racionais, que estd propriamente
contida em R, o corpo dos nimeros algébricos reais: Os racionais podem ser vistos como nimeros
algébricos reais de grau 1, isto €, sdo a solu¢do de um polindmio de grau 1 sobre os nlimeros inteiros.
Um niimero algébrico real de grau n € um niimero real que € raiz de algum polindmio de grau n com
coeficientes inteiros. A colecdo de todos esses nimeros forma um corpo, o corpo dos nimeros algébricos
reais, e possuem uma propriedade interessante: para fungdes que sdo “algébricas” por partes (isto €, os
pontos de seu gréfico sdo as raizes de algum polindmio ndo nulo), definidas neste corpo, vale os teoremas
classicos de andlise.

Relembremos que um passo crucial na prova do Teorema do Valor Intermedidrio (TVI) é a completude
do corpo dos nimeros reais. O que o fato acima nos diz é que podemos enfraquecer a propriedade
topoldgica do corpo (completude), adicionando propriedades algébricas as aplicacdes continuas e ao corpo,
de modo a obter o TVI. Veremos que estas propriedades algébricas adicionadas sdo a do corpo ser real

fechado e das funcdes serem semi-algébricas.

Em sistemas dindmicos, temos o famoso teorema de Sharkovsky. Ele diz que dada uma certa ordem
> nos naturais, a ordem de Sharkovsky, e uma funcéo continua f : [a,b] — [a, b] que possui um ponto
periddico de periodo n para f, entdo para qualquer natural m com n > m existe um ponto periddico de

periodo m para f.

Na prova do Teorema de Sharkovsky, usamos essencialmente o Teorema do Valor Intermediario e
alguma nogdo de completude (vide [1]). Os resultados topoldgicos para fungdes semi-algébricas nos levam

a seguinte
Pergunta: O Teorema de Sharkovsky continua sendo vdlido para esta classe de funcdes?
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Este trabalho uma fornece uma resposta positiva para esta pergunta.

Para este fim, provamos o Teorema do Valor Intermedidrio e alguns coroldrios para fungdes semi-
algébricas e continuas, fornecendo todo o conhecimento preliminar necessario, € em seguida obtemos o

Teorema de Sharkovsky para esta classe de fungdes.

2 Preliminares

2.1 Corpos reais fechados

Seja R um corpo ordenado e P C R o conjunto dos elementos positivos (para a defini¢do de P,
consulte [2], p. 8). R é chamado de real fechado quando

(i) Todo elemento de P possui raiz quadrada,

(ii) Todo polindmio f(z) € R[z] de grau impar possui uma raiz em R.

Quando R € o corpo dos nimeros reais, as propriedades acima sdo consequéncias do Teorema do
Valor Intermedidrio. No caso em que estamos, R é um corpo ordenado qualquer e impomos que estas duas

condigdes sejam satisfeitas.
Exemplo. O corpo R € claramente real fechado, pela discussdo do inicio desta secdo.

Exemplo. Sejar € R. Dizemos que 7 é algébrico sobre Q ou simplesmente algébrico quando existe
um polindmio néo nulo p € Q[z] para o qual p(r) = 0. Denotaremos por Ry, 0 conjunto dos niimeros
reais algébricos. Com as opera¢Oes de soma e produto herdadas de R, pode-se provar que R,¢ € um corpo.
Além do mais, com a ordem que ele herda de R, ele € um corpo real fechado.

No tltimo exemplo, ndo héd nada especial sobre R. Tome R um corpo real fechado. Como ele possui
caracteristica zero,n -1 =1+ 14 ---+ 1 # 0, onde somamos 1 n vezes. Entdo f : Z — R dada por
f(n) = n -1 & um homomorfismo injetivo. Entdo f(Z) é isomorfo a Z. Isto nos permite identificar Q com
{a/bla,b € f(Z),b # 0}. Entdo faz sentido considerar o conjunto dos elementos algébricos de R sobre

Q, R, Esse corpo € real fechado, com as operagdes e ordem herdadas de R.

A seguir, enunciamos algumas equivaléncias a defini¢do acima, que serdo tteis mais a frente. Caso

haja alguma diivida na linguagem, consulte [5], capitulos 2 e 4.

Teorema 2.1. Seja R um corpo ordenado. Entdo as seguintes propriedades sdo equivalentes:

(i) R é um corpo real fechado.

(ii) Existe uma tinica ordem de R cujo conjunto dos niimeros ndo negativos é o conjunto dos quadrados e

que todo polinémio de R[z] de grau impar tem pelo menos uma raiz em R.
(iii) R[z]/(z? + 1) é algebricamente fechado.
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(iv) Ndo existe extensdo algébrica F' O R onde F' é um corpo ordenado.

Observagdo. A partir do teorema 2.1, podemos resgatar o Teorema do Valor Intermedirario, Teorema
de Rolle e o Teorema do Valor Médio para polindmios. Para a prova dessas afirmacdes, verifique [5],

capitulo 5. Estes resultados sdo usados mais a frente, quando tratamos de conjuntos semi-algébricos.

E importante comentar o seguinte fato:

Teorema 2.2. Todo corpo ordenado e completo é isomorfo ao corpo dos niimeros reais.

Ele nos diz que a completude € uma propriedade que apenas R possui. Deste modo, os exemplos
acima, que nao sao corpos ordenados completos, ndo sao isomorfos a R, e a nossa no¢do de um corpo ser
real fechado é de fato mais fraca que o corpo ser completo.

2.2 Conjuntos e fungdes semi-algébricas

Seja A C R® = R X R x --- x R, onde tomamos o produto cartesiano de R n vezes. Dizemos
que A é algébrico quando existe uma familia de polindémios B C R[z1,...,T,] de modo que A = {z €

R|p(z) = 0Vp € B}.Isto é, A é a interse¢do do conjunto solugdo de equagdes polinomiais.

Exemplo. Em R?, podemos tomar polindmios da forma p(z,y) = az® + by? + czy + dz + ey + f,
a,b,c,d, e, f € R. O conjunto solucio deste polindmio é chamado de conica e visto a defini¢cdo acima,

sdao exemplos de conjuntos algébricos.

Por definicdo, a interse¢do de conjuntos algébricos sdo continua sendo um conjunto algébrico. Porém,
no geral a unido e o complementar de conjuntos algébricos ndo sdo conjuntos algébricos. Contudo, hd uma
extensdo a defini¢do de conjunto algébrico, para os quais estas operagdes sdo validas, e vamos apresentd-la

logo em seguida.

Definicdo 1. Seja A C R™ = R x R x -+ X R, onde tomamos o produto cartesiano de R n vezes. Ele é

dito ser semi-algébrico se for da forma

S

UAi7
i=1
onde A; = {& € R"; fi(z) = fa(z) = - fr(z) = 0,g1(z) > 0,...,9m(z) > 0} e
f17"'7fk7g1)"'7gmER[mly"'ymn]-

Isto €, conjuntos semi-algébricos sdo a unido finita de interse¢des finitas de conjuntos algébricos com
conjuntos da forma {f > 0} = {z € R™; f(z) > 0}, f € R[z1,z2,...,Zx].

Ainda mais, conjuntos semi-algébricos podem ser vistos como a unido finita de sistemas de equagdes

e inequagdes polinomiais.

Exemplo. Ha conjuntos semi-algébricos das mais variadas formas. Conforme a defini¢do, eles podem

variar desde curvas até o interior/exterior de bolas, semiplanos, etc. Em geral, a unido finita, intersecao
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finita, e complementar de conjuntos semi-algébricos continuam semi-algébricos. Este € o conteido da

proxima proposi¢do. A prova pode ser consultada em [6], p. 19.

y

Figura 2: Rosto feliz (retirada de [2]).

O rosto feliz é descrito por {(z,y) € R?*|z?/25 + y?/9 < 1,z% + 4z + y* — 2y > —4,2° — 4z +
y? —2y > —4,(2® +y* -2y #8ouy > —1)}.

Proposicio 2.1. Seja w a colecdo dos subconjuntos semi-algébricos de R™. Entdo w é fechado pela unido

finita, interseg¢do finita e complementar.

Quando n = 1, temos o seguinte teorema, cuja prova pode ser consultada em [6], p. 25. N6s usamos
o conceito de interlavo proveniente dos intervalos em R : por exemplo, um intervalo aberto € definido
como a,b € R, (a,b) ={z € R;a <z < b}.

Teorema 2.3 (Classificacdo de conjuntos semi-algébricos de uma dimensdo.). Os conjuntos semi-

algébricos de R sdo exatamente as unioes finitas de pontos e intervalos abertos (limitados ou ilimitados).
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Em particular, todo conjunto semi-algébrico limitado possui supremo e infimo. Recordemos que
isto era verdade para todo subconjunto limitado de R, isto é, R é um corpo ordenado completo, e isto
nos permitia fazer andlise neste corpo. Note entdo que substituimos uma propriedade topolégica por
uma algébrica, mantendo essa propriedade dos supremos em conjuntos semi-algébricos limitados! Por
isso, restringimos a nossa atengdo para tais conjuntos, e vamos ver que podemos desenvolver uma teoria

semelhante ao que tinhamos em anélise real.

Agora, vamos a defini¢do de func¢des semi-algébricas.
Definicdo 2. Seja f : A — B uma fungdo, com A C R™ e B C R™ conjuntos semi-algébricos em seus
respectivos espacos. Dizemos que f é semi-algébrica se o seu grdfico G(f) = {(z, f(z)) e R* ™ ; z €

A} é um conjunto semi-algébrico de R™™™.

Em outras palavras, uma fun¢do é semi-algébrica quando conseguimos escrever seu grafico como o

conjunto solug@o de um ou mais sistemas de equagdes e inequacdes polinomiais.

Exemplo. Fungdes polinomiais sdo exemplos de fungdes semi-algébricas. De fato, seja A = R"
e B = R.seja f € R[zy,...,z,] um polindmio. Entdo G(f) = {(z, f(z))|]z € R"}. Note que
F : R™!' — R dadapor F(z,y) = y — f(z),z € R" ey € R, é um polindmio para o qual
F(z,y) =0 < y—f(z) =0 < y = f(&) < (a,9) € G(f). Logo, G(f) = {F = 0}, que &
um conjunto algébrico e em particular, semi-algébrico. Quando n = 1, temos que fung¢des polinomiais,

isto é, fungdes da forma f(z) = Z a;z’, a; € R, sdo exemplos de fun¢des semi-algébricas.
i=0

n
Exemplo. Seja A= R™ e B = R. Dado um polinémio f(z1,...,Zn) = Z a;z?, com a; > 0 para
=1

1 =1,...,n, temos que a fungdo dada por g(z) = / f(z) (lembre-se, f(z) é um elemento ndo negativo
de R e portanto possui raiz quadrada nao negativa) também é semi-algébrica. De fato, basta tomar o
polinémio F(z,y) = y* — f(z), onde z € R™, y € R. Temos entio que G(f) = {F =0} n{y >0}, 0
qual é semi-algébrico.

A seguir, listamos algumas propriedades das fung¢des semi-algébricas. O primeiro e mais importante
€ 0 que se segue, que diz respeito sobre projecdes. Esta ferramenta nos permitird sair de um espacgo de

uma dada dimensao (o grafico, que aparece na defini¢do) para espacgos de outra dimensdo (o dominio e

contradominio), e é usada na prova das proposi¢des que se seguem.

Proposicio 2.2. Seja S um conjunto semi-algébrico de R™ e m : R™™* — R™ a projecdo sobre as n

primeiras coordenadas. Entdo 7(S) é um conjunto semi-algébrico de R".

Observagdo. A projecio s : R™™* — R™ sobre n coordenadas também é uma aplicagdo semi-

algébrica. Basta projetar coordenada a coordenada e usar s vezes o teorema acima.

Proposicio 2.3. Seja A C R™ e B C R™ conjuntos semi-algébricos.

(i) A composicdo g o f das aplicacdes semi-algébricas f : A — Be g: B — C é semi-algébrica
(C C R* semi-algébrico).
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(ii) O conjunto das fungoes semi-algébricas f : A — R, com as opera¢des usuais de soma e multipli-

cagdo induzidas pelo corpo, forma um anel.

Proposicao 2.4. Seja f : A — B uma funcdo semi-algébrica. Se S C A é semi-algébrico, entdo

a imagem f(8) é semi-algébrica. Se T C B é semi-algébrico, entdo a imagem inversa f~*(T) é

semi-algébrica.

Observagdo. A proposi¢do acima nos diz que funcdes semi-algébricas preservam (pela imagem direta
e inversa) a propriedade de um conjunto ser semi-algébrico. Esta é uma razdo forte para estudarmos esta
classe de fung¢des, tendo em vista a ja destacada importancia dos conjuntos semi-algébricos em nosso

contexto.

2.3 Topologia e conjuntos semi-algébricos

A partir daqui, munimos R da topologia da ordem. Isto é, denotando (a,b) = {z € R|la < z < b}
onde a,b € R um intervalo aberto com extremidades a e b, a topologia em questdo é gerada pela base dos
intervalos abertos com extremidades em R. Abaixo, permitimos que a, b ndo esteja em R, desde que faga

sentido.

Exemplo. Em Ryg, tome os niimeros algébricos 0 e 1. Entdo podemos formar o intervalo (0,1) =
{r € Rqy; 0 < r < 1}. Por outro lado, dados niimeros reais transcendentes 7 e 2, podemos formar um

intervalo em Ry, da seguinte forma: (m,27) = {z € Ryg; ™ < z < 27},

2.3.1 Conexidade

No caso R = R, os conjuntos conexos sdo os intervalos. No caso de R ser um corpo real fechado
qualquer, isto deixa de ser verdade. De fato, tome R = conjunto dos nimeros algébricos sobre Q, entdo
(3,m)U(m,4) = (3,4), uma vez que 7 é transcedental. Contudo, temos a seguinte defini¢do de conexidade,
adaptada para conjuntos semi-algébricos:

Definicdo 3. Um conjunto semi-algébrico A C R™ é semi-algebricamente conexo se para todo par de
conjuntos semi-algébricos e fechados em A, Fy, Fy, disjuntos e F1 U F> = A, devemos ter F; = A ou
F, = A. Caso contrdrio, dado A semi-algébrico, se existem semi-algébricos fechados Fy, Fy em A que

sdo disjuntos e ndo vazios tais que A = Fy U Fy, chamamos chamamos esta unido de cisdo de A.

Com esta defini¢do, temos a

Proposicio 2.5. Todo intervalo da forma [a,b], com a,b € R é semi-algebricamente conexo.

Para a prova da proposi¢@o acima, consulte [6], p. 41.

3 Teorema do Valor Intermediario e seus corolarios

Esta secdo é dedicada a provar o Teorema do Valor Intermedidrio para fungdes continuas e semi-

algébricas em corpos reais fechados. Também provamos alguns coroldrios que serdo uteis na prova do
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Teorema de Sharkovsky.

Teorema 3.1 (Teorema do Valor Intermedidrio, TVI). Seja f : I — R uma fungdo continua semi-
algébrica, onde I = [a,b]. Entdo dado v € R para o qual f(b) > r > f(a), existe b > ¢ > a tal que

fle)=r.

Prova. De fato, como o conjunto das func¢des semi-algébricas € um anel (Proposi¢do 2.3), temos que
f(z) — r também ¢é semi-algébrica; logo, por defini¢do, é semi-algébrico o grifico {(z, f(z) — )|z € I}.
O mesmo € verdade para a intersecéio dos conjuntos semi-algébricos Ag = {(z, f(z) —r)|lz € I} NI %
(—0,0).

Deste modo, considerando a projecdo m; : R X R — R dada por m(z,y) = z, temos que o
conjunto A = m1(Ag) = {z € I;r > f(z)} é semi-algébrico (Proposi¢do 2.2). Além do mais, pela
continuidade de f, A é aberto em /. Pela mesma razdo, B = {z € I; f(z) > r} é semi-algébrico e

aberto. Agora, note que A, B # 0, pois f(a) € Ae f(b) € B. Além disso, AN B = 0.

Deste modo, se néo existisse um ¢ tal como no enunciado entdo A U B = [a, b], 0 que contradiz o

fato de [a, b] ser semi-algebricamente conexo (proposi¢do 2.5).

Logo, existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = r, e o teorema estd provado.

Como aplicagdo, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Seja f : I — R uma fungdo semi-algébrica continua com I = [a,b] e L um intervalo

fechado para o qual f(L) D L. Entédo f possui um ponto fixo em L.

Prova. Seja L = [¢,d]. Como f(L) D L, tome r,s € L de modo que f(r) = ce f(s) = d.
Considerando g : L — R dada por g(z) = f(z) — = e usando que ¢ < r,s < d, obtemos as
desigualdades g(r) = c—r < 0e g(s) =d — s > 0. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢ entre

r e s (e portanto em L) para o qual g(c) = 0, isto é, f(c) = ce f possui ponto fixo em L.
(I

Algumas consequéncias do TVI sdo as principais ferramentas para a prova do teorema de Sharkovsky.
Aqui, seguimos os passos de [4], p.596-697, para os lemas a seguir.

Lema 3.1. Sejam J e L subintervalos fechados e semi-algébricos de I tais que f(J) D L. Entdo existe
um intervalo fechado e semi-algébrico K C J de modo que f(K) = L.

Prova. Seja L = [c,d] e tome p,g € J de modo que f(p) = ¢, f(g) = d. Suponha sem perdas
que ¢ > p. Agora, tome A = f 1(c) N [p, g]. Este conjunto é limitado, fechado e semi-algébrico (por
continuidade e pela proposicdo 2.4). Deste modo, € a unido finita e disjunta de intervalos e pontos, ou seja,

T s
A = (| {p:}) U (| J(a5,b5)), onde pi, a;,b; € I, p; ¢ (a;,b;) para todo j e (a;,b;) N (az, b)) para
i=1 j=1
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todo | # 7 (teorema 2.3). E claro que pode aparecer intervalos da forma [z, y]; na nossa escrita acima,
colocados as possiveis extremidades dos intervalos junto aos p;. Note que os intervalos sio limitados pois

estdo contidos em [p, q].

Ordenando p, > -+ > py > p1, se a; > p; para todo j entdo A possui o menor elemento p;.
Afirmo que isto sempre ocorre. De fato, ordenando a; > -+ > az > ay, se p; > a; para algum ¢ entdo

1
devemos ter, para n suficientemente grande, z,, = a; +— € (a1, b1) e vale f(a;+—) = c. Se f(a1) # ¢,
n n

— 1
temos que por continuidade, dado N € N tal que W > N devemos ter para um certo n € N,

1 1

i > |f(a1) — f(a1 + =)| =|f(a1) — ¢|- Isto nos dd uma contradicdo. Logo, f(a1) = cevalea; € A.
n

Como os intervalos sdo disjuntos, devemos ter a; = p; para algum . Mais daf a; = p; > p1, 0 que

implicaz = 1 e a; = p;. Entdo p; é o minimo.

Analogamente, prova-se que A possui maximo; isto é, fica provado que faz sentido considerar
méximos ¢ minimos em A. Tome entdo u = max{p < z < ¢; f(z) = c}ev = min{u < z <
a: f(z) = d}. Afirmo que £([u, v]) = [c,d] = L.

Ora, como f(u) = ce f(v) = d, pelo teorema do valor intermedidrio vale f([u,v]) D [c, d]. Por
outro lado, se acontecesse [c,d] 2 f([u,v]) entdo existiria z € [u,v] com f(z) > dou f(z) < c. Se
f(z) < centdo por TVI existe u’ € (z,v) tal que f(u') = ¢, ¢ > u; mas isto contradiz a escolha de u,
e dai f(z) > c. Agora, caso f(z) > d, mais uma vez por TVI existiria v' € (u, z) tal que f(v') = d,
v’ < v, e isto contradiz a escolha de v, e portanto f(z) < v.

Logo, [¢,d] D f([u,v]), e fica provado que f([u,v]) = [c, d].

O

Para o préximo teorema, introduzimos a nogédo de ciclo. Dada f : [ — I eI}, I,...,I, C I
intervalos fechados, dizemos que I, I, ..., I, formam uma cadeia e denotamos por I;I5--- I, ou
I - I, = - — I,caso f(I;) D I;;1 paraz = 1,2,--- ,n — 1. Quando isto ocorre, dizemos que a
cadeia tem tamanho n. Caso I,, = I;, chamamos a cadeia de ciclo de ramanho n — 1.

Lema 3.2. Seja f : I — I uma funcdo continua e semi-algébrica. Se JoJ1Ja - - - Jp—1Jg € um ciclo de
tamanho n entdo existe um ponto y € Jo para o qual fi(y) € J;paratodoie f™(y) = y.

Prova. Defina Jo = Q. De f(J,—1) D Jo, tiramos do teorema 3.1 que existe um intervalo fechado
Qn-1 C Jn—1 de modo que f(Qn—1) = Jo = @n. Agora, defina indutivamente @,,—;, C J,_; como

sendo um intervalo fechado de modo que f(Qn—i) = Qn_it1-

Deste modo, £(Qo) = Q1, f*(Qo) = £(Q1) = Qa, e por indugio £(Qo) = Qs- Em particular,
Qo) = Qrn = Jo D Qo, e pelo teorema 3.2 existe um ponto fixo de f™ em Qo C Jo. chamando-o de
y € Qo temos entdo f™(y) = y e pela defini¢do dos Q;, f(y) € @1 C Ji, o que por indugédo implica
fi(y) € Q; C J;. Eisto prova o lema.
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Seja f uma fungdo continua e JoJ; Jo - -+ J,_1Jp um ciclo de f. Dizemos que um ponto p € Jp

segue o ciclo quando f*(p) € J; parai =1,...,n —le f"(p) = p.

O ciclo serd dito elementar quando todo y € Jy que segue o ciclo e f*(y) = y tem periodo n.
Veremos uma condic¢do suficiente para que um ciclo seja elementar quando falarmos sobre o Teorema de
Sharkovsky, na préxima secao.

4 O Teorema de Sharkovsky

Antes de comecar, introduzimos algumas nota¢des a fim de simplificar os nossos argumentos.

Seja X um conjunto e f : X — X uma fungio qualquer. Dado z € X, chamamos o conjunto
O(z) = {f™(z)|z € NU {0}} de drbita de z por f. Dizemos que z é um ponto periédico de f caso
existan € N para o qual f™(z) = z. Caso n for o menor natural com esta propriedade (o qual existe, pelo
principio da boa ordem), chamamos n de periodo de z (em relacdo a f). Quando n = 1, chamamos z de

ponto fixo de f, isto é, quando acontece f(z) = z.

41 Cason =3

Comecaremos provando o teorema de Sharkovsky para o caso mais, simples, n = 3, a fim de exibir
que a sua prova para fungdes semi-algébricas em corpos reais fechados é a mesma que a sua prova usual

em R. Ap6s isto, seguiremos para a prova do caso geral.

Teorema 4.1 (Sharkovsky). Seja f : R — R uma funcdo continua e semi-algébrica. Se f possui um

ponto periddico de periodo 3 entdo f possui pontos periédicos de qualquer periodo.

Prova. Tome a € R um ponto periédico de periodo 3 de f e denote b = f(a), c = f2(a). Vale entio
f(a) =b, f(b) = ce f(c) = a. Temos dois casos: note que b, ¢ também sdo pontos periédicos de periodo
3 e entdo trocando a notagdo, podemos supor sem perda de generalidade que a < b < coua < c < b.
De fato: sendo {ai, az, a3} uma 6rbita de um ponto periédico de periodo 3, com a; < ay < as, vale
f(a1) = ay ou az. Supondo f(a;) = a, temos que f(az) = as, o que implica a; < f(a1) < f%(a1).

Caso contrério, a; < f2(a;) < f(a1). Pondo a; = a, o obtemos o que foi afirmado.

Primeiro, assuma que a < b < c e tome os intervalos Iy = [a,b],I; = [b,c]. Como f(a) = b
e f(b) = ¢, do Teorema do Valor Intermedidrio temos que dado z € Iy, existe y € Iy para o qual
f(y) = z.Isto é, f(Ip) D I;. Da mesma forma, notando que f(b) = ce f(c) = f*(a) = a, temos que
f(I1) D Iy U I. Note que em particular f(I;) D I; e dai f tem um ponto fixo em [; pelo teorema 3.2.
Além do mais, f?(a) = ce f2(b) = a, e devemos ter f2(Iy) D Io. Isto é, f2 tem um ponto fixo, o qual é

ponto periddico de periodo 2 de f em Ij.

Agora, para k > 4, podemos formar o ciclo [y — I; — --- — I; — Iy, onde o intervalo I; aparece
k — 1 vezes. Pelo teorema 3.2, existe p € [a, b] de modo que fi(p) € I; para0 < i < ke f*(p) = p.
Afirmo que p tem periodo k& com respeito a f. Primeiro, note que p # b, pois b tem periodo 3 e p, periodo
k > 4. Agora, se ft (p) = ppara0 < 2 < k, terfamos que p € I; pela conclusdo do lema 5; masp € Iy e
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I; N Iy = {b}, onde jd observamos que b # p.

Logo, tal z ndo existe e 0 menor inteiro positivo que fixa p por f € k. Isto &, seu periodo € k, tal como

queriamos provar.

Agora, assuma que a < ¢ < be defina Iy = [a,c], I1 = [¢,b]. Por TVI, note que f(Iy) D
[f(c), f(a)] = [a,b] = Io U I; e que f(I1) D [a,c] = Io. Deste modo, similar ao que foi feito no caso
anterior, temos que f(Iy) D Io e dai f possui um ponto fixo em Io, e f2(I1) D f(Io) D Iy Uy D I, e

f? possui um ponto fixo em I; isto é, f possui um ponto periédico de periodo 2.

Agora, para k > 4, forme o ciclo Iy — Iy — Iy — --- — Iy — I, onde Iy aparece k — 1 vezes e

dai existe um ponto periddico de periodo k£ em I, por uma prova analoga ao caso anterior.

Isto é, em todos os casos, encontramos pontos periddicos de qualquer periodo, e estamos feitos.

4.2 Caso geral

O caso geral do teorema de Sharkovsky requer mais argumentos que o caso anterior e para entendé-lo

precisamos relembrar a ordem de Sharkovsky, definida a seguir.

Definicao 4. Considere a seguinte ordenacdo dos niimeros naturais:

3- 57> - 2m+1= %>

2:3=2:5»2-7T»--2-2m+1)>--»
2".3-2".5=2". 72" 2m 4 1) = - >

L R . SRS

isto é, dados m = 2%mg e n = 2°ng dois naturais distintos com mdc(myg, 2) = mdc(ng,2) = 1,

temos

quando a < b,
m>n:
oua=>bemg < ng.
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A esta ordem damos o nome de ordem de Sharkovsky.

Finalmente, estamos preparados para enunciar e provar o caso geral do teorema de Sharkovsky. A

prova a seguir segue as mesmas linhas de [1], adaptadas ao caso semi-algébrico.

Teorema 4.2. Seja f : R — R uma funcdo continua e semi-algébrica. Se f tem um ponto periédico de

periodo m e m > n entdo f possui um ponto periodico de periodo n.

Note que 3 é o maior elemento de N segundo a ordem de Sharkovsky. Entdo o que foi provado na

subsecdo anterior € um caso particular deste teorema mais geral.

Para provar o teorema acima, mostraremos que existem ciclos de intervalos de tamanho n com
extremos na 6rbita do ponto periddico de periodo m para todo m > n. O Teorema 3.2 nos fornecerd um
ponto y para o qual f™(y) = y. Em seguida, mostraremos que n é o periodo de y. A construcéo destes

ciclos a partir de um pré-existente justificara a ordem de Sharkovsky.

Para organizar as ideias, seja f uma fun¢do que satisfaz as hipéteses do teorema e seja  um ponto
periddico de periodo m. Seja O = {z1, ...,z } a 6rbita do ponto p, onde nomeamos os elementos da
6rbita de modo crescente, isto é, de modo que z; > x; sempre que 7 > j. Como prometido, exibiremos

agora uma condicdo suficiente para garantir que um ciclo seja elementar.

Lema 4.1. Seja f uma funcdo continua e Jo — Ju — Jo — -+ = Jp_1 — Jo um ciclo com
extremidades em O (isto é, 8J; C O paratr = 0,1,...,n — 1). Entdo todo ponto periddico p que segue o

ciclo tem periodo n quando p ¢ O e int(Jo) N J; = @ paratodoi =1,...,n — 1.

Prova. Como p ¢ O devemos ter p € int(Jy). Como int(Jy) N J; = @, ndo pode ocorrer f*(p) = p
paral < i < n — 1 pois por um lado p € int(Jy) e por outro f*(p) € J;. Pela definicdo de periodo, o

periodo de p é n.

Como corolario, todo ciclo que cumpre as hipdteses do lema acima € elementar.

A seguir, provamos o teorema no caso particular em que m é impar. Antes disso, precisamos de
algumas notacdes e defini¢des. Dado ¢ € R, note que pela tricotomia, para qualquer v € R vale v < ¢,
v = cou v > c. Em vista disso, definimos:

Defini¢do 5. Seja ¢ € R. Dizemos que um ponto v € R\{c} estd do lado esquerdo de c caso v < c, e que
estd do lado direito de c caso ¢ < v. Dizemos que v troca de lado em relagdo a c quando f(y) estd no

lado oposto de vy, isto é, quando v < ¢ < f(v) ou f(v) < ¢ < v.

Para ¢ € R, note que se m é impar entdo algum ponto de O ndo troca de lado em relacdo a c. De fato,
do contrério, sendo O; = {z € Olz < c} e O3 = {z € O|c < z}, entdo f mandaria bijetivamente O
em O, donde a quantidade de elementos de O seria igual a duas vezes a quantidade de elementos de O1,

o que € um absurdo pois m é impar. Isto &, se todos os pontos de O trocam de lado entdo m € par.
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Teorema 4.3. Seja f : R — R uma funcdo continua e semi-algébrica. Se f tem um ponto periédico de

periodo m impar e m > n entdo f possui um ponto periodico de periodo n.

Prova. Seja O = {z1,...,zm} a 6rbitade p por f, onde z; < -+ < Ty, € considere os intervalos
[z;,2i11],2 = 1,...,m — 1. Note que f age em O por permutagdo: De fato, f(O) = O. Entéo estd
bem definida e é sobrejegdo f|lo : O — O. Como o dominio e o contradominio possuem a mesma
quantidade de elementos, f|o é bijecdo. Além do mais, f(z;) # z; parat = 1,...,m. Do contrério,
tem-se z; = f(z;), paraalgum ¢ = 1,2,..., m. Deste modo, temos f**1(p) = f*(p), por inducdo. Em
particular, f™ (p) = f™(p) = p, absurdo: m é o periodo de p por f. Entdo f(z;) # z; para todo 1.
Como z,, é o maior elemento de O, segue da nossa observagio anterior que f(z,,) < Zm, € pelo fato
de ser bijecdo segue que o conjunto {3 € {1,...m}|f(z;) > z;} é ndo-vazio. Tome z; como sendo
o maior elemento com k neste dltimo conjunto. Note que 1 < k < n e ponha I; = [z, Zg41]. Pela
escolha de k, temos zx < f(zg), Txt+1 > f(zx41). Dai, como z;41 > z; paratodot = 1,...,m — 1,
f(zg) > Try1 > T > f(@q1). Por TVL f(I1) D Ih.

Seja ¢ € wnt(I1) o ponto fixo garantido pelo teorema 3.2. No que se segue, trocar de lado sempre
serd em relagdo a este ponto ¢. Ponha yg, y; como sendo 0s zx, Zg41 que satisfaz f(y1) # yo. Se isto for
verdade para ambos os casos, simplesmente ponha yg = Tx € Y1 = Tx41. Definimos a sequéncia (ys)s
da seguinte forma: Suponha que y; estd definido. Seja L, o intervalo fechado de extremos y; e c. Caso
todos os elementos de O N L trocarem de lado, defina ys11 como sendo o elemento de f(Ls) N O, mais
distante de c. Isto é, olhamos para as imagens de O N L por f e vemos quais delas estd mais distante de
c:Yst1 € f(Ls) N Oétal que |ys+1 —c| > | f(z) — ¢| paratodo z € O N L.

Para evitar perigo de confusio, denote z por a e zx+1 por S. Entdo I; = [, f].

Utilizaremos estes y, para formar os extremos dos intervalos dos ciclos. Antes disso, mostramos que

a sequéncia acima € finita e que todos os termos sao distintos entre si.

Tome a sequéncia (ys)s definida como acima. Afirmo que os pontos de O N L sempre trocam de lado
e estdo do mesmo lado. De fato, que trocam de lado, segue da construcdo indutiva. Provamos por inducgio
que estdo todos no mesmo lado. Para s = 0, caso yg = z temos Lg = [zx, ¢, donde Lo N O = {zx}.
Pela escolha de z, temos que z; < f(zx), donde f(zx) > zx > c. Isto é, todos os pontos em Lg N O
trocam de lado. Agora, suponha que y; € y,41 estdo definidas e assuma a hipétese de indug@o. Deste
modo, todos os pontos de Ly N O estdo do mesmo lado e trocam de lado, pela hipétese de indugdo e
juntamente pela construgdo indutiva dos ys, donde f(Ls) N O estéo do mesmo lado. Como ys+1 é 0 mais

distante de c e estd em f(Ls) N O, temos que Ls 1 N O estdo do mesmo lado. E a afirmagio estd provada.

Deste modo, dados s, ys1 consecutivos, verifica-se ¥ys; < ¢ < Ys41 0U Ys41 < ¢ < Ys. Isto &, estdo
em lados opostos. Em particular, os termos yg, Y2, .-, Y2s,--- € Y1,Y3,---,Y2s—1, ... estdo em lados
opostos. Segue que y; # y; caso ¢ e j tenham paridades distintas. Verificaremos agora que y; # y;

quando ¢ e 7 possuem a mesma paridade.
Afirmo que y; > estd mais longe de ¢ do que y;, isto é, que |y;42 — ¢| > |y; — ¢|. Em particular,
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como estdo no mesmo lado, isto implica que y;42 < ¥; < couc < y; < Y;42. A prova é como se segue:
Paraz = 0, como y2 = f(y1) # yo € Y2 troca de lado, entdo y2 < yo < ¢, €aso Yo = Tk, ou ¢ < Yo < Y2
caso Yo = Tp+1. Agora, suponha ¢ > 1. Pela defini¢do dos ys, vale que f(L;) N O C L;y1 N O. Dai,
fA(L;) N O C Liz3 N O. Como f é bijecio em O, f? também é (a composicio de bijecdes é uma
bijecdo). Entdo a inclus@o acima nos diz que L;;» N O tem pelo menos a quantidade de elementos de
L; N O. Como estdo do mesmo lado, isto quer dizer que y;42 < y; < couc < y; < y;42. Suponha,
sem perda de generalidade, que vale a primeira desigualdade. Afirmo que y;12 < y;. Caso valesse a
igualdade, entdo y; = y; 2 implicaria que L; = L; 2. Mas como f(L;1 1 N O) C Lgy 5 N O, terfamos
f(Liz1N O) C LyN O, donde f((L; N O)U (Li11 NO)) C (LiNO)U (Liy1 N O), e f determinaria
uma bije¢do nesta unifio. Mas esta unidio nio pode ser o conjunto todo, pois nem todos os elementos de O
trocam de lado (por construgio, todos os elementos da unifo trocam de lado). Isto é um absurdo: f age em
O por um tnico ciclo; se a bijecdo acima existisse, entdao decomporiamos a ag¢do de f em ciclos distintos
nesta unido, o que nos daria duas formas de escrever f em ciclos disjuntos. Como a decomposi¢do de uma

permutacgdo em ciclos disjuntos é Gnica, chegamos em um absurdo. Logo, y; # yi+2. E acabou.

Desta forma, todos os elementos da sequéncia sdo distintos e em cada subsequéncia dos pares e dos
impares, ela é crescente ou decrescente. Em particular, como O ¢ finito, a sequéncia deve terminar em um
Yk, para k < m : de fato, comegamos nossa sequéncia em zero, de sorte em Yo, Y1, - - ., Ys temos s + 1

termos da sequéncia. Em particular, por nossas observacdes, k +1 <m — k< m.

Agora, formaremos uma classe intermedidria de intervalos que servird de apoio para a constru¢ao dos

intervalos que vdo compor o ciclo, todos com extremidades em {yo, ..., yx} C O.

Para 1 < k, defina J; como o menor intervalo que contém I; N O e as extremidades de [;. Ora,
caso y; < ¢, Ji = [s,Y1] caso yo < Y1 ou [y;, Yo] caso y1 < yo. De maneira simétrica, caso ¢ < y;,
Ji = [Yo, yi] caso yo < 1 € [y1,¥:] caso y1 < yp. Parat = k, defina J; como sendo o menor intervalo

com extremos em O que contém L N O. Nestas condic¢des, vale o seguinte:

(1) J1 = Jy;
2) J; = Jita;

(3) Jk — kal~

De fato, (1) é verdade pois J; = [, 8] = I1 e ja provamos que f(I1) D I1. (2) E vélido pela escolha
dos y; : Seja z; € L; N O o ponto para o qual f(z;) = y;+1. Suponha, sem perda de generalidade, que
Yo < y1. Caso ¢ = 2s, Entdo zo5 < yo < y1 e dai J; = [yas,y1] D [225,¥1], onde Jir1 = [Yo, Y2s+1] =
[0, Yit1]- Por TVIL, f(J;) D f([22s,¥1]) D [Yo,¥i+1] = Jit+1, que é o que queriamos. O caso em que
1 € impar é lidado de maneira semelhante. (3) Também é verdade: Como a nossa construgao parou em
Yk, isto significa que algum ponto de Ly N O troca de lado (lembre-se que como m é impar, este ponto
sempre existe: vide a observacido que segue a definicdo 5). Seja z tal ponto. Além disso, como notado
anteriormente, Lg_o N O C Lx N O. Entdo zx_» € Li N O. Desta forma, segue mais uma vez por TVI

que f(Jx) D Jr_1 (pois os extremos e [1 e yx_1 vao estar compreendidos entre f(z) e f(zx_2) = Yr_1).
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Note que podemos fazer ciclos com estes intervalos, mas ndo garantiremos que os pontos periédicos

obtidos terdo a ordem que queremos. Por isso, refinamos nossos intervalos trocando os y; por z;.

Para ¢ < k, seja I; o menor intervalo com extremidades em O que contém z; definido anteriormente
e ambos yg, ¥1 (as extremidades de I1; note que para z = 1, iste I; coincide com o I; ja definido). Mais
uma vez, supondo sem perda de generalidade que y; < c temos I; = [2;, yo] caso y1 < Yo € I; = [2;, Y1)
caso contrario. Para ¢z = k, ponha I como sendo o menor intervalo com extremidades z e zx_». Pela
escolha dos z; e observando a prova de (1), (2) e (3), é imediato ver que I; C J; e Iy — J; D Iy,
I; = Jiv1 D Liz1 eIy = Jg—1 D Ix—1. Além disso, como Jx_1 — I; (por construcdo!) e y; estd mais

distante de c que y;_o, temos as inclusdes Jx_1 D Jx_3 D --- , donde

@ I = I,
SO L —-I— I, > I,e

©) Iy = I_1,Ix—3...

Com relagdo a estes intervalos, temos que I; N znt(lx) para todo 7 < k. Para que o argumento fique
claro, suponha, sem perda de generalidade, que yg < y;. Primeiro, note que z estd no mesmo lado que
Yr—2. Afirmo que estd mais distante de c do que yx_o estd de c. Do contririo z € Lg_5 N O (de fato, se
k=2sentioyy 2 <2<y; = 2z € Ly_oNOecasok =25—1,yYg < 2 < Yp_a — 2 € Ly_>Nn0O)
e entdo z trocaria de lado, o que ndo acontece. Suponha primeiro que kK = 2s, isto é, que k & par.
Disso temos que z < Yg-2 < 2x2 < Yo < Y1, donde o interior de I = [z, zx_2] é disjunto de
Iy 5 = [2k_2,y1]. Ainda temos z < zx_ 2 < Yo < y1 < 2x_1 < Yg_1, donde I 1 Nnt(lx) = 0.
Finalmente, dado quaisquer z < k, temos que I; C J; C Jx_o casoz sejapare [; C J; C Jg_1 casot seja

fmpar, donde ainda teremos I; N int(Ix) = 0. O caso em que k € impar é lidado de maneira semelhante.

Deste modo, conseguimos montar os ciclos

(N I = I,
® Iy—>I) -1 »--+— I - I, > --- — I, onde I; aparece j vezes, e
O Iy = In—q—1) = Te—q—2) = Tg—1-- — I, 1 < Kk par.
Podemos aplicar o teorema 3.2 para obter pontos peridédicos. Para verificar que o periodo tem o

mesmo tamanho do ciclo, basta verificar que cada ciclo é elementar. Ora, este € o caso pelo lema 4.2 e

pela observagdo que fizemos antes, nos segunintes casos:

e De (7), obtemos um ponto fixo pelo teorema 3.2 (o qual ja temos!).

¢ De (8), obtemos pontos periédicos de periodo j + k, para 7 > 2 : De fato, note que I; aparece
pelo menos tré€s vezes. O ciclo ndo produziria um ponto periddico de periodo 7 + k caso este ponto
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estivesse em O. Para isso, seja z € Iy, tal ponto periédico. Entdo terfamos f(z) € I, f(z) € I,
e f3(z) € I. Mas como I possui apenas dois pontos de O, deverfamos ter f(z) = f*(z) ou
f(z) = f3(z), donde f(z) = z ou f?>(z) = = (lembre-se que f é uma permutacio em O!), o que

ndo pode acontecer. Logo, z ¢ O e o ciclo gera um ponto periddico de periodo 7 + k.

¢ Ainda de (8), para 7 = 1 obtemos um ciclo de tamanho k£ < m, e portanto obtemos um ponto

periddico de periodo k.

¢ O dltimo caso de (8) é quando 7 = 2. Caso £k = m — 1 ( 0 caso maximal) obterifamos um ponto
peridédico de periodo m, o que ndo faz diferenga pois ja o temos. Para k < m — 1, obtemos pontos
periddicos de periodo k + 2.

¢ De (9), obtemos pontos periddicos de periodo par para todo par menor que k.

Por fim, note que m é impar entdo m > n quando m < noun < m e n é par. Como k < m, vemos
que do argumento acima obtemos pontos periddicos de periodo n para qualquer m > n, o que encerra a

prova deste caso.

Na prova acima, o Unico passo onde usamos que m € impar foi para garantir que pelo menos um
ponto de O nio troca de lado. Deste modo, acabamos de provar o teorema para o caso de f ter um ponto
periddico de periodo m de modo que O nio troca de lado. De fato: obtemos os pontos periddicos de
periodo menor que m na ordem de Sharkovsky e alguns a mais, o que € suficiente para o teorema. Caso
todos os pontos de O trocam de lado, entdo m € par.

Antes de ir para este caso, provamos um lema. Ainda usamos as notacdes da prova do teorema
anterior: temos f : R — R uma fung¢fo continua e semi-algébrica, p um ponto periédico de periodo m e
O a 6rbita de p por f. Ainda temos aquele I; que definimos e ¢ € I; o ponto fixo; deste modo, usamos o
conceito de trocar de lado em relagdo a c. Agora, sejae = min O e d = max O. DefinaO, = L., N O e
O4 = LiN O. Note que O, U Q4 = O e esta unido é disjunta.

Lema 4.2. Suponha que todos os pontos de O trocam de lado. Entdo f estabelece uma bijecdo entre
Qe e O4. Em particular, f2 fixa ambos O, e O4 e age como um ciclo neles. Dado m /2 > k e um ciclo
elementar de tamanho k com relacdo a f* onde os intervalos do ciclo tenham extremos em Og4 entio

obtemos um ciclo elementar de tamanho 2k em relacdo a f, onde os intervalos tém extremidades em O.

Prova. Que ¢ bijecio, basta notar que f(O,) = Oq e vice-versa. f2 é ciclo em cada O, e Oy, pois f

é cicloem O.

Sejaagora Jg = J1 — -+ = Jk—1 — Jp (¥) um ciclo elementar por f2 onde cada J; tem extremos
em O4. Seja J; o menor intervalo de extremos em O que contém f(J; N ©). Como os J; tém extremos
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em O, devemos ter J; D f(J; N O) = f(J!) D f3(J;) D Jiy1. Além disso, pela escolha minimal de
Ji, devemos ter f(J;) D J;. Agora, como cada J; estd a direita de ¢, cada J; estd a esquerda de c. Deste

modo, obtemos um ciclo

Jo=Jy—= = J = = Ty = T — Jo. (%)

Este ciclo é elementar. Ora, seja ¢ um ponto que acompanha o ciclo acima. Temos f 2"(q) € J; para
cadaz =0,...,k, donde f também acompanha o ciclo (*). Suponha por absurdo que o periodo de p por
f seja menor que 2k. Note que seu periodo tem que ser da forma 2v, v < k, pois p estd do lado esquerdo
dece f° (p) fica alternando entre o lado esquerdo e direito de c. Mas isto nos daria que g ¢ um ponto
periédico de periodo v de f2, v < k, o que contradiz o fato de (¥) ser elementar. Logo, o periodo de p é

2k e o ciclo (**) € elementar.
O

Por fim, vamos aos tltimos casos. Provaremo-nos por indugdo (seguindo a ordem de Sharkovsky).

Teorema 4.4. Caso O tenha m elementos entdo existe um ciclo elementar de tamanho | onde cada

intervalo tem extremidades em O para cadal com m > [.

Prova. Para m = 1 ndo hd nada o que fazer, pois o conjunto dos naturais ! com 1 > [ € vazio.

Suponha que vale para todo m com m' > m. Caso m' seja impar, niio ha o que provar. Suponha
entdio que m’ & par, com m' = 2"q e q impar maior que 1. Se algum ponto de O nio trocar de lado, ndo
h4 o que provar. Caso troque, f2 age como um ciclo em @, e o periodo de p por f2 é 2"~ *q. Por hipétese
de inducdo, existe um ciclo elementar de tamanho k com relacio a f2 com extremidades em @, para cada
k comm'/2 = 2" 1q > k. Pelo lema 4.2, existe um ciclo elementar de tamanho 2k com extremidades
em O com relagdo a f. Variando k com m'/2 > k, obtemos todos os ciclos de tamanho [ com m’ =l e

[ = 2k, o que prova este caso.
O

Como cada ciclo elementar de tamanho ! nos d4 um ponto periédico de periodo [, o Teorema de
Sharkovsky no caso semi-algébrico estd provado nos casos acima.

Note que falta o caso m = 2™. Vamos prové-lo por indugéio em n, conforme [3], p. 65. Paran = 1,
ndo hd o que fazer: a discussido de antes mostra que f possui um ponto fixo. Suponha agora que o
Teorema de Sharkovsky vale para poténcias de 2 menores que 2™, e tome f continua e semi-algébrica
que possui um ponto periédico p de periodo 2™. Tome & < n e considere g = f2k71. Temos que

@) = g gn—k+1

indugdo, g possui pontos periddicos de periodo 2,0<i<n—k+1 Em particular, possui um ponto

(p) = p e é facil ver que é o periodo de p por g. Pela hipétese de

periédico de perfodo 2, g. Desta forma, ¢ = g%(q) = fgk (), e 2% é o periodo de g por f. Como k foi
tomado arbitrariamente, fica provado por indugdo este caso, e finalmente concluimos a prova do Teorema
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de Sharkovsky.

5 Contra-exemplos

O Teorema de Sharkovsky € o melhor que podemos obter, no geral. Isto €, dadom € Nem > n,
existe uma fung@o semi-algébrica e continua que possui um ponto peridédico de periodo de periodo m, mas
nao possui ponto periddico de periodo n. Também estudaremos nesta se¢do a necessidade de uma funcio

ser semi-algébrica no Teorema de Sharkovsky.

5.1 Teorema da Realizacio de Sharkovsky

Vale a reciproca do Teorema de Sharkovsky: dados naturais m,n com m > n, existe uma funcio
continua que possui um ponto periddico de periodo n mas que ndo possui periodo m. A seguir, exibimos
tal fung@o para o caso em que m = 3 e n = 5. O exemplo foi retirado de [3], p.66-67. Considere a

seguinte funcio:

z=y
4
3
2
1
X
0 1 2 3 4

Figura 3: Grifico de f.

Ela é claramente continua e semi-algébrica, pois o é em cada intervalo [z,7 + 1], = 0, 1, 2, 3. Note
que f(0) =2, f(2) =3,f(3) =1, f(1) =4, f(4) = 0, o que mostra que 0 tem periodo 5. Procuremos
por pontos periédicos de periodo 3. Note que isto equivale a procurar pontos fixos de f2 que ndo sdo
pontos fixos de f. Ora, note que £3([0,1]) = [1,4], £3([1,2]) = [2,4], f3(3,4]) = [0, 3], e portanto nio
possui pontos fixos nestes intervalos. Contudo, £3([2, 3]) = [0,4] D [2, 3] e pelo teorema 3.2 f* possui
pelo menos um ponto fixo em [2, 3]. Afirmo que este ponto € Unico e portanto também & ponto fixo e f
(note que o tnico ponto fixo de f estd em [2, 3]). Ora, note que f : [2,3] — [1, 3] é decrescente, assim
como f : [1,3] — [1,4] e f : [1,4] — [0, 4]. Logo, a composicio delas que nos dd f° : [2, 3] — [0, 4]
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€ decrescente. Em particular, o ponto fixo de f € tinico, e portanto tem que coincidir com o ponto fixo de

f previamente conhecido.

5.2 Continuidade e semi-algébrico: Condicoes necessarias

Em R, existem fun¢des continuas que ndo sdo semi-algébricas (fungdes transcedentais). Isto &, a
versdo do teorema que provamos, quando enunciada em R, € mais fraca, ou melhor, pode ser melhorada.
Contudo, ndo podemos esperar algo melhor que este teorema no caso geral: Isto é, ha corpos reais fechados
onde a condicdo da funcdo ser semi-algébrica é fundamental: nem o teorema do ponto fixo € vélido caso
a retiremos. Isto acontece porque corpos reais fechados que ndo sao isomorfos a R possuem “buracos”
(isto €, ndo sdo completos). O exemplo abaixo nos mostra um caso onde isso ocorre (fung¢éo continua

cumprindo as condi¢des do teorema 3.2 menos a condi¢do de ser semi-algébrica).

Seja Ry1¢ 0 conjunto dos niimeros algébricos reais. Este corpo € real fechado, conforme comentado na
secdo de corpos reais fechados. Como Q C Ry, R, € denso em R. Além disso, como Ry, é enumerdvel,
conjunto dos nimeros transcendentes, R\Ralg, ¢é denso em R também. Por conveniéncia, dado A C R,

denotamos A, = {a € A|a é algébrico}.

Tome ! um nimero transcendente qualquer, com 0 < I < 1.

1. Pela densidade dos nimeros algébricos, existe uma sequéncia crescente (s, ), com s; = —1, s,

algébrico paran > 2,elims, = 1.

2. Mais uma vez por densidade, existe uma sequéncia crescente de nimeros algébricos (¢, ), tais que

t; > —1lesy1 < tp, <l. Note que pelo teorema do confronto, lim¢,, = I.

De 1. e de 2., definimos uma funcdo f : [-1,l]ye — [—1,]a, da seguinte forma: em cada

[Sns Snt1lag, € 0 segmento de reta que liga (sn,tn) a (Snt1,tnt1). Mais explicitamente, temos que
f(z) = S"Jrii_sn(z —5,) 1, paraz € [Sp, Snt1lae- A fungdo estd bem definida: em cada intervalo, a
fungédo é unrga fung:%o afim, e para cada z € [—1, /]y existe um tinico n € N para o qual € [Sn, Snt1]asg-
Além do mais, é continua: em cada [s,, snﬂ]alg ela um polindmio, donde continua, e os limites laterais

em cada s,, coincidem.

Podemos extender f para [—1, 2], definindo-a em [[, 2],, de maneira similar:

3. Por densidade, existe uma sequéncia decrescente de ndmeros algébricos (s}, ), com s; = 2, lim s}, =
L.

4. Mais uma vez por densidade, existe uma sequéncia decrescente de ndmeros algébricos (£, ), tais que
t; <2ety, < s, . Note que pelo teorema do confronto, lim¢,, = I.

tl _
Imitando a definigfo de antes, definimos f(z) = 37_774'1 (x—sp,41)+tp g paraz € [s;, 1,8y Jag-
n n+1
Ela estd bem definida, pois dado z € [I, 2], algébrico existe um tinicon € N parao qual z € [s, | 1, 57, ]

Revista de Matemadtica da UFOP (2237-8103):  v.3 pp:51-55 2023 51



Revista de Matematica da UFOP (2237-8103): 2023

e em cada intervalo deste tipo ela é uma funcéo afim com coeficientes em IR,;,. Como antes, f é continua

em [, 2],,. Logo, é continua em [—1, 2],j,.

-1

Figura 4: Graéfico de f.

Note que f nao é semi-algébrica: como lim s,, = lim¢,, = [ o0 qual é transcendente, precisariamos
de uma quantidade infinita de equacdes e inequagdes polinomiais (no nosso caso, equagdes lineares) para
descrever seu grafico.

Além disso, a funcdo f também ndo possui ponto fixo. De fato, para z < [, existe n € N tal que
Sp < & < Spt1. Logo, f(z) > t, > sny1 > z, donde z ndo pode ser ponto fixo. Ademais, para z > I,
existe um tnicon € N para o qual s, ; < z < s,,. Desta forma, f(z) <, < s,,,; < z. Logo, z ndo
pode ser ponto fixo, o que encerra a exposicao do exemplo.

Reforcando o que foi comentado no inicio da se¢do, definindo f em R da mesma forma que fizemos
antes para os nimeros algébricos, obtemos uma fungdo f continua que nio é semi-algébrica (em R) e
que possui um (tnico) ponto fixo I, pois f(I) = :101_11»11 f(z) =lim f(s,) = lim¢, = I. O que nos permitiu
remover este ponto fixo no caso do corpo dos nimeros algébricos, foi que eles formam um corpo real

fechado mas que ndo é completo.

Podemos generalizar o que provamos acima: Dada uma fungéo continua f : R — R que possui um

ponto de periodo m, ela pode ndo ter um ponto fixo. Exibiremos uma construgdo para m = 3.

Tome —1, 1,2 e considere uma fung@o, afim por partes (e portanto continua), tal que f(—1) = 1,
f(1) =2e f(2) = —1. E claro que —1,1 e 2 sdo pontos periédicos de periodo 3. Contudo, podemos
construir f de modo que seu suposto ponto fixo seja transcendente: na parte tracejada, a fungao € afim por

(infinitas) partes, e [ é transcendental. Veja o grafico na préxima pagina.

Agora, tome m > 2 e escolha os nimeros 1, 2, ..., m. Construa uma fung@o afim por partes de modo

que f(k) =k + 1, parak < m — le f(m) = 1. Onde ela teria um ponto fixo, se ele for transcendente,
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-1

Figura 5: Fungdo continua em Ry, de periodo 3 mas sem pontos fixos.

deixe como estd. Caso for algébrico, tome um transcendente perto dele e faca a construg@o acima, de modo

a obter este transcendente como ponto fixo.

Isto é, no caso geral, ndo podemos retirar a hipétese da fun¢do ser semi-algébrica. Uma vez que
tiramos a completude da reta, devemos impor alguma condig¢ao sobre o corpo e a fung¢do a fim de ser vélido
o Teorema de Sharkovsky.

5.3 Completude de um corpo em termos de pontos fixos

Vamos mudar um pouco o nosso foco. Vimos que a condi¢do de ser semi-algébrica é suficiente
para valer o Teorema do Valor Intermedidrio, o teorema que garante pontos fixos, € consequentemente o
teorema de Sharkovsky. Pergunta: existe um corpo real fechado que nao seja isomorfo a R de modo que
para toda fung¢do continua f : I — R vale o Teorema do Valor Intermedidrio? A resposta é ndo. Caso

isto aconteca, temos necessariamente que R = R, a menos de isomorfismos.

Antes, vamos lembrar a defini¢do de um corpo ser completo. Seja F' um corpo ordenado. Dizemos
que A C F'é limitado superiormente quando existe ¢ € F para o qual a < ¢ paratodo a € A. O elemento
¢ é chamado de cota superior de A. Uma cota superior s é chamada de supremo do conjunto limitado
superiormente A quando dada qualquer outra cota superior ¢ de A ocorre s < c. Isto é, o supremo é
a menor das cotas inferiores. Dizemos que o corpo ordenado F' é completo quando todo subconjunto

limitado superiormente possui supremo.
Voltamos a nossa questao.

Lema 5.1. Seja R um corpo real fechado, ou apenas ordenado, que ndo é completo. Entdo existe uma

fungdo continua f : R — R para a qual ndo vale o Teorema do Valor Intermedidrio.
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Prova. Como o corpo ordenado ndo é completo, existe um subconjunto A C R limitado superiormente
mas que néo possui supremo. Agora, defina f : R — R definida por partes via a relagdo: f(z) = 1 caso
z seja cota superior de A e f(z) = —1 caso contrdrio. Note que esta fung¢do ndo possui a propriedade
do Valor Intermedidrio: de fato, qualquer valor entre —1 e 1 ndo € atingido, pois a imagem da funcao é
composta de apenas dois elementos, 1 e —1.

Nos resta provar que f é continua. Isto é dadoa € Ree > 0, existe § > 0 de modo que
z € (a—6,a+d8) = f(z) € (f(a)—¢, f(a)+e¢). Tomando € < 1, vale (f(a)—¢, f(a)+€) = {f(a)}
e daf queremos 6 > 0 parao qual z € (a — §,a + 0) implica f(z) = f(a).

Primeiro, suponha que a néo seja cota superior. Como A ndo possui supremo, existe b > a para
o qual b ndo é cota superior. Claramente, nenhum elemento de (—o0,b) é cota superior de A, donde

b—
f((—o0,b)) = f(a) = —1. Em particular, tomando § = Ta, o resultado segue.

Agora, suponha que a seja cota superior. Mais uma vez, como A nfo possui supremo, existe d < a

a p—
que é cota superior, donde f((d, c0)) = 1. Tomando § = , 0 resultado segue novamente.

Concluindo, f € continua mas nao possui a propriedade do Valor Intermedidrio, tal como queriamos

provar.
O

Em termos de contrapositiva, acabamos de provar que o Teorema do Valor Intermedidrio ser valido

para toda funcao continua implica que R é completo, o que nos dd um critério de completude para R.

Com este resultado, conseguimos outro critério de completude, em termos de pontos fixos.

Teorema 5.1. Seja R um corpo real fechado (ou apenas ordenado). Caso toda funcdo continua f : I — I
possua ponto fixo, onde I um intervalo limitado e fechado com extremidades em R, entdo R é um corpo

ordenado completo.

Prova. Raciocinamos em termos de contrapositiva. Suponha que R ndo seja completo. Entdo
existe A C R limitado superiormente sem supremo. De maneira similar ao que fizemos antes, escolha
k1,ks € R, k1 > 0e ko < 0. Definimos f : R — R pondo f(z) = k; caso z ndo seja cota superior de
Ae f(z) = ks caso contrédrio. Note que f é continua (uma prova similar a de antes funciona para este

caso). Tome g : R — R dada por g(z) = f(z) + z, que é continua pois é a soma de fun¢des continuas.

Afirmo que existe um intervalo limitado e fechado I com extremidades em R para o qual g(I) C I,
para alguma escolha de k; e ko. De fato, tome ¢ € R que nao é cota superior de A e d € R uma cota
superior de A. Forme o intervalo I = [¢,d] = {z € R|c < z < d}. Agora, escolha d; < d cota superior de
A (que pode ser escolhida pois A ndo possui supremo) e ¢ < ¢; que ndo € cota superior de A (mais uma vez,

ele existe pois A ndo possui supremo) e ponha k; = L > 0eky = ca < 0. Deste modo, dado
d+d
z € [c, d] que ndo é cota superior, f(z) =z +k; > ceg(z)=2z+k <d < z<d—k; = -2 Ly

. . ~_ 2 . 1, . o .
onde essa desigualdade vale pois = ndo € cota superior e d; < ¢ cota superior. Similarmente, para
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z € [c, d] cota superior de A, g(z) € [c,d].

Entao faz sentido considerar g : I — I (estamos fazendo um abuso de notacdo aqui). Deste modo,
g(z) =z < f(z) =0, onde a tltima igualdade ndo se verifica, pois a imagem de f é composta de

dois elementos, k1, k2 # 0. Isto é, g ndo possui pontos fixos. E este é o exemplo que procurdvamos.
O

Como um tltimo comentério, recordamos que existe um tinico corpo ordenado e completo, a menos
de isomorfismos, que € o conjunto dos nimeros reais R. Entdo acabamos de provar que, dado um corpo
ordenado R para o qual toda fungéo continua f : I — I possui ponto fixo, onde I € intervalo limitado e

fechado com extremidades em R, devemos ter que R é completo, isto é, que R ¢ isomorfo a R.

6 Conclusao

Conforme ensejado, vimos que o teorema de Sharkovsky continua sendo valido para fungées continuas
e semi-algébricas definidas em corpos reais fechados. Enfatizo que este resultado € inédito nestes corpos,
com excec¢do de R. Vimos também que, quando ndo estamos em R, ndo podemos retirar a hipdtese da
funcao ser semi-algébrica, pois o teorema deixara de ser valido, e mais: pela dltima sec¢do, s6 podemos

esperar que o resultado seja valido para fungdes continuas apenas no corpo real fechado R.
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