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Resumo
Neste trabalho, apresentaremos um teorema provado inicialmente por Marshall Hall [1947], que
permite-nos conectar certos problemas tipicos de Teoria dos Numeros a problemas tipicos de
Sistemas Dinamicos.

O Teorema de Hall nos diz que todo nimero real pode ser escrito como soma de um nimero

inteiro mais dois nimeros cuja expansdo em fragdes continuas nio contém digitos maiores que 4.

Aqui, daremos uma prova desse teorema utilizando o Gap Lemma de Newhouse, que apareceu
pela primeira vez em um trabalho de S. Newhouse no contexto de dinamica hiperbdlica, e
nos dé condigdes suficientes para que a intersecio de dois conjuntos de Cantor seja ndo vazia.
Relacionaremos esse resultado com a soma de conjuntos de Cantor.

Por fim, usaremos o Teorema de Hall para mostra que o Espectro de Lagrange contém o intervalo

[6, +00).
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1 Introducao

Alguns conjuntos de Cantor tém a propriedade de que parte pequenas dele se parecem em um
sentido explicado no texto, com o proprio conjunto. Essa aparente similaridade permite-nos
obter muitas propriedade do mesmo. O conhecido Conjunto de Cantor Terndrio, K, formado
pelos nimeros cuja expansdo na base 3 possui apenas os digitos 0 ou 2 € um exemplo disso. Em
nosso trabalho, estudaremos o conjunto C'(N), formado pelos nimeros reais cuja expansio em
fracdes continuas ndo possui quocientes parciais maiores que N. Este conjunto tem propriedades
similares ao Conjunto de Cantor Terndrio, por exemplo, ambos sdo conjuntos perfeitos e possuem
medida nula. Em 1917, Hugo Steinhaus [6] mostrou K + K = [0, 2], existiria um resultado
similar para C(N) + C(N)?

Ao estudarmos a soma C(N) + C(N) nem sempre obtemos um intervalo de comprimento maior
que 1, por exemplo, para N = 3 isto ndo € valido e para N = 2 sequer € sabido se essa soma

contém um intervalo. Para o caso N = 4, Marshall Hall provou, em 1947, que
C(4)+C4) = [V2 - 1,42 — 4]

e, como esse intervalo tem comprimento maior que 1, qualquer nimero real pode ser escrito
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como soma de um niimero inteiro e dois nimeros em C'(4), isto &,
Z+C4)+C(4) =R

A demostragdo dada por Marshall Hall pode ser vista em [3].

Aqui, daremos uma prova para o Teorema de Hall usando o Gap Lemma de Newhouse, que nos
da condigdes suficientes para que a interse¢@o entre dois conjuntos de Cantor, que chamaremos
de regulares, seja ndo vazia, e com isso, encontraremos condi¢des suficientes sob as quais a soma
de dois conjuntos de Cantor € igual a soma de seus fechos convexos.

Iniciaremos apresentamos a expansdo em fragcdes continuas de um nimero real, que serd obtida
pela iteragdo da Transformacdo de Gauss, e apresentaremos algumas propriedades desta expansao
que serdo uteis no decorrer do texto.

Na terceira se¢do, falaremos um pouco sobre conjuntos de Cantor regulares, mostrando alguns
exemplos desse tipo de conjunto. Definiremos também conceitos importantes, como o de
espessura e provaremos o Gap Lemma de Newhouse. Ainda nesta se¢do, vamos construir o
conjunto C'(N) e estudar algumas de suas propriedades.

Na quarta secdo, voltaremos nossa atengdo para o caso N = 4, provando algumas propriedades
adicionais que nos fardo concluir o Teorema de Hall, que serd provado nesta mesma secao.

Por fim, traremos na quinta se¢do um breve comentario sobre o espectro de Lagrange. Nesta
se¢do, vamos apresentar o espectro de Lagrange e, em seguida provar, como consequéncia do

Teorema de Hall, que o espectro de Lagrange contém o intervalo [6, +00).

2 Fracoes Continuas

Iniciaremos nosso trabalho estudando um pouco sobre a expansido em fragdes continuas de um
nimero real. Esta expansdo possui propriedades particularmente interessante, por exemplo, ela
nos fornece boas aproximacdes de niimeros reais por nimeros racionais, além de caracterizar
tais nimeros (0s racionais) por possuirem expansao finita. Um outro fato interessante é que os
nimeros com expansdo periddica sdo exatamente as raizes de equagdes do segundo grau com
coeficientes inteiros (a prova desta propriedade pode ser encontrada em [8]).

Aqui, estudaremos esta expansao dinamicamente, através da iteracdo da Transformacdo de Gauss,
mas antes veremos sua defini¢do recursiva.

Definimos a expansdo em fragdes continuas de um nimero real z através da seguinte sequéncia

T = Tg,an = |Tn] € S€ Gy # Ty, definimos z,1 = % obtendo
n n
1
T = 2o =ag+
1
ai +

1
ag + ———
1

a3+7
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para simplificar nossa notagdo, escreveremos ¢ = [ag; a1, a2, a3, ...] COMO a expansio em fracdes
continuas de z, mostraremos mais tarde que esta expansio estd bem definida. Chamamos os a;s
da expansdo de quocientes parciais.

Esta mesma expansao pode ser obtida através da iteracdo da Transformagdo de Gauss, que
apresentaremos a seguir.

Defina T : [0,1) — [0, 1) por

0, z=0
Figura 1: Grifico de T'(z)
Entdo se z € (0,1) é tal que z = [0; a1, az, as, ...|, temos
1 1 1
a; = | — Ay = | =~ |,y On = | =———<
1 z y U2 T(m) y ey Yn Tn71($)
e segue que
T(z) = [0;az,as,...], T?(z) = [0;as,a4,...], ..., T™(z) = [0;ani1, Ania,...]

deste modo, obtemos a expansdo em fragdes continuas de qualquer z € [0, 1) através da iteracdo
de T'(z).
Para a expansdo em fra¢des continuas de qualquer z € R basta fazermos, como antes, ag = |z],
obtendo

1 1 1
_ =gyt —————— = ... =ag+
ar+T(z) 1 ° 1

- a1+

T =ag+

a2+

Assim, ¢ = [ag; a1, @z, ..., an + T7(z)].

1 .
Exemplo 2.1. Acharemos a expansdo em fracdes continuas de (arazdo 4urea). Seja
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5
T = \[2+ temos, |z] = 1, assim,
1 ! 1 ! 1 !
=1+ =1+ =14+ —
1 VB -1 z
— T
HERC IR

consequentemente, a expansao serd dada por

1
=14 — =[1;1,1,1,..]

1+
1
14+ —

Observe que z é um ponto fixo para a Transformagdo de Gauss, isto é, T'(z) = z, uma vez que
suas iteracdes "apagam"os digitos da expansdo em fra¢des continuas.

Exemplo 2.2. Construiremos um ponto de periodo 2 para a Transformacdo de Gauss, isto €, um
ponto z tal que T2 (z) = z. Basta tomarmos o nimero z € [0, 1) cuja representagio em fragio

continuas é dada por z = [0; 1, 2]. Temos entdo

g=—=2=v3-1
1

1
+2+ac

Ou seja, ¢ = V/3 — 1 satisfaz a propriedade desejada.

Se z € (0, 1] possui expansdo finita, ou seja, z = [0; a1, ag, ..., @y, temos T™(z) = 0 de modo
que z € Q. Usando o algoritmo da divisdo podemos mostrar que também vale a reciproca. Segue
que, z é irracional se e, somente se 7" (z) # 0 para todo n > 1. Neste caso, denotaremos
z =[0;a1,az, ...].

A . . . Dn
Definicdo 2.1. Seja z = [ao; a1, az, ...] um niimero real. Definimos, para cadan > 0, — =
dn
[ao; a1, a2, ...an] € 0s chamamos de convergentes de ordem n da fragdo continua de z.

. - . Dbo .
Estudaremos os convergentes com a seguinte construcao recursiva: ag = —, dai, pg = ag €

do
go = 1. Agora,
1 aiag+1 p1
[ag;a1] = a0+ [0;a1] =ag+ —= — = =—=
ai a1 q1
e temos p; = aiag + 1 e g1 = a;. Continuando,
1 azaiag +ag+ay P
[ag; a1,az2] = ap + [0;a1,a2] = ap + = ==
1 aza; +1 gz
ai + —
as
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de modo que p; = az(ajag + 1) + ag € g2 = aza; + 1.

Indutivamente, [ag; a1, @z, ..., Gp] = &, onde
dn
Pn = anPn—1+Pn—2€qn = AnQn—1 + gn—2 (1)

Algumas vezes, é conveniente considerar os convergentes de ordem —1, definindop_; :=1e
Q1= 0.
As relacdes acima sdo uma consequéncia da seguinte proposi¢ao:

Proposicio 2.1. Seja z = [ag;a1,az2,...,8n_1,Zn], Tn > 1, entdo, para todon > 1, ¢ =
TnPn—1 +pn72

Tndn—1 + gn—2 .

Demonstragdo. Provaremos a proposi¢do por indugdo sobre n. Para n = 1, temos

lag; z1] = ag + i = 2160 + 1 = Z1Po + P-1
' z T3 2190 + 41

Paran = 2,

[ag; a1, 2] = [ag; a1 + —]
T2

e usando o caso anterior,
1
1 (a1 + g)ao +1 _ z3(aga1 +1)+ag  zop1 + po

a’O.a1+7 = = =
[2o; wz] ai + é Tza; +1 Z2q1 + 4o

Suponhamos agora que

TnPn—1 + Pn—2

[ao; ai, az, ---an—l,ﬂ?n] =
Tnqn-1+tqn-2

entdao [ao;al)G’Z: -~-:an71;an;$n+l] = [a0§a11a2;~-~,anfl,an +

]. Usando a hipétese
Tn41
de indugdo,

[ + ] (an + ﬁ)pn—l +pn—2
ap,a1,09,...,Apn_1,0a =
' ' TR Tpt1 (an + #)anl +qn-2

Tn+1

Tn+1(anPr_1 + Pn_2) + Pn_1
:EnJrl(ananl + Qn72) + dn—1
Tn+1Pn + Pn—1
Tn+19n + dn—1

E a proposi¢do estd provada. O

n ™ n—
Corolario 2.1.1. Paratodon > 1,z = IH_—(:E)pl
an + Tn(-'r)anl
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Demonstragdo. Como
z = [ao;a1,a2, -y Gn-1,Tn] = [A0; A1,a2, -y Gn—1,an + T"(z)]

Temos z,, = a, + T™(z), usando isso, segue da proposi¢do anterior que

(an +T™(2))Pn 1+ Prn 2 _ Pn + T (z)pn—1
(an + Tn(m))Qn—l + Gn—2 gn t Tn("r)q"_l

E temos o requerido. O

As duas proposi¢des a seguir nos dao propriedades tteis satisfeitas pelos convergentes, mas ndo
serdo demonstradas aqui, o leitor interessado pode consulti-las em [8].
Proposic¢io 2.2. Para todo n > 0 temos pp_1qn — Pndn—1 = (—1)". Em particular, p, e qn

sdo primos entre Si.
qn—1

Proposicio 2.3. Temos, para todon > 0, = [0; @n, An—1, .-y @1]-
. . . n .
A préxima proposicdo nos fala sobre a diferenca entre fragdes continuas e serd de particular
importancia em contas posteriores.
Proposi¢io 2.4. Sejam [ag; a1, ..., Gn, p1] € [ao; @1, ..., G, p2] duas expansées em fracoes con-

tinuas que coincidem nos n primeiros quocientes parciais, entao

(p2 — pa)(=1)"
K2Gn + Gn—1)(K1gn + @n—1)

[aO; ai, "')aniﬂl] - [ao;alv "'vanv/J’Q] = (

A prova dessa proposi¢do ¢ obtida escrevendo as fragdes como na proposi¢do 2.1 e calculando
sua diferenca com o auxilio da proposicdo 2.2.

O coroldrio abaixo também serd importante em resultados posteriores. Ele nos permite ordenar
os nimeros observando sua expansdo em fragdes continuas.

Corolario 2.4.1. Sejam 1 = [ag;a1,...,Qn, Y1] € Tz = [ag;a1,...,an, K] onde 1 < po.
Entdo se n é par z1 > x5, sen é impar 1 < T».

O seguinte resultado mostra que a sequéncia formada pelos convergentes da expansao em fracdes
continuas de um nimero real z converge de fato para z.

Proposicao 2.5. Sejaz € Re Pn a sequéncia dos convergentes da sua expansdo em fragcoes
n

. ~ 1. DPn
continuas, entao ].].m — = .
n—roo qn

Demonstragdo. Basta calcularmos

— Pn _ Tn+1Pn + Pn—1 _ Pn
an Zpt1qn + Qn—1 an
4n(Zn+1Pn + Pr1) = Pn(Tni19n + Gn-1)
I (Trni1qn + @n-1)
(=1)"

QA (Tny1 + q;:)
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Dai,
1

T B @ + B

Como api1 < Tpy1 + dn—1 < ap41 + 2 temos
an

1
(ant1+2)g2

1

an+lq%

<‘3:—pn
qn

<

Por outro lado, de ¢, = angn_1 + ¢n_2, SEEUE quE,
<G <@p<.<g,<..

ou seja, lim g, = oo, de modo que
n—oo

lim — ==z
n—oo qn

O

Ao analisarmos a representacdo decimal de nimero real conseguimos facilmente localiza-lo na
reta, dividindo-a em intervalos convenientes e analisando cada um dos digitos desse nimero.
Veremos agora como fazer essa mesma andlise usando sua expansio em fragdes continuas e a

Transformacdo de Gauss.

o0

1 1

Escrevamos (0,1) = U I onde, I, = |——, — |, entdo os extremos de cada [ sdo exata-
et k+1'k

mente os pontos de descontinuidade de T'(z), quando desconsideramos a origem.

Teremos entao que

1
meIw:»{J:al:k
T

T(.’L‘)Efk<:>{ :azzk

1
T(z)
De modo geral, temos

T™(z) € I & {TT}@)J =an =k

Assim, para localizamos os nimeros, basta estudarmos os iterados da Transformacgao de Gauss.

Esta andlise é particularmente qtil para o estudo das expansdes infinitas.

3 Conjuntos de Cantor Regulares

Nesta secao, estudaremos os conjuntos de Cantor regulares voltando nossa atenc¢ao para alguns
exemplos interessantes desses conjuntos.
Iniciamos com o Conjunto de Cantor Terndrio K, obtido ao restringirmos os digitos da expansio

na base 3 de um nimero z € [0, 1] ao conjunto {0, 2}.
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Para sua construc¢do, tomamos o intervalo [0, 1] C R. A primeira etapa da construgdo consiste em

remover os nimeros cujo primeiro digito na base 3 € 1, ap6s esta remogao restam os intervalos
1 2

Io = |:0,3:| CIQ = |:3,1:|.

Na segunda etapa removemos os nimeros cujo segundo digito da expansdo € 1, restando os

1 21 27 1
intervalos Ing = |0, = |, Iopa = | =, = |, loo = |z, = | e [o2 = | =, 1].
mtervalos Lgo { ,9}, 02 {9,3], 20 [3,9]6 22 {8’ ]
Na n-ésima etapa removemos os niimeros cujo n-ésimo digito da expansdo nabase 3é 1. K éo
conjunto obtido ao repetirmos esse processo indefinidamente.

Agora, veremos uma constru¢cdo dinamica para K. Para isso, consideramos a aplicagcdo ¥ :

1 2 .
[0, 3] U [3, 1] — [0, 1], definida por

w
8

8

m
o

Figura 2: Grifico de ¥(z)

Observe que o dominio de ¥ € a primeira etapa da construgdo de K, isto &, Io U I».

, 1 2 _ _ ) >\ ay
Agora, sejaz € |0, 3 U 3 1| cuja expansdo nabase 3é z = Z — = 0,a1a2a3... temos

k
k=1 3
¥(z) = Z agil = 0, axazay... ou seja, ¥ "apaga"o primeiro digito da expansao.
k=1
NP 12 78 , )
Como ¥ o ¥ = ¥* n3o estd definida para z € 3% U 3'9) o conjunto onde ¥ e ¥

estdo bem definidas corresponde aos z € [0, 1] que néo possuem o primeiro ou segundo digito de
sua expansdo na base 3 iguais a 1, isto €, Jog U Igz U Iog U I55.

Seguindo este argumento, o conjunto dos pontos onde ¥¥* estd bem definida, 1 < k < n
(o]

corresponde a n-ésima etapa da construgio de K, de modo que, K = m U (I U I).

n=0
Esta segunda forma de obter K explica a defini¢do de conjunto de Cantor regular ou conjunto de

Cantor dinamicamente definido.

Observe que o comportamento de ¥ sob iteracdo quando observado na base 3 é similar ao
comportamento de 7' quando observamos a expansao em fracdes continuas, ambas apagam um
digito da expansdo. Mais especificamente, ¥ e T' se comportam como um shift, de fato, elas
sdo conjugadas a shifts adequados. Este tipo de representacdo simbdlica auxilia no estudo dos
conjuntos de Cantor como os que veremos abaixo. O leitor interessado em mais detalhes pode
consultar [4].

Definiciio 3.1. Seja X C Re f : X — R de classe C*. Dizemos que f é expansora se existe \
tal que |f'(z)| > A > 1 paratodo z € X.
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Agora, daremos a definicdo de conjunto de Cantor regular.

Definicdo 3.2. Sejam I1,...,I, intervalos compactos disjuntos, I = I, U ... U I, e conv(I) o
fecho convexo de I. Seja f : I — conv(I) um mapa expansor de classe C* k> 1, tal que
F(Ix) é o fecho convexo de uma unido de intervalos I, para 1l < k,j < n, e além disso, para
cadal < k < nexistem > 1tal que f™(I) D I, entdo dizemos que Ky = ﬂ F™(I) éum

n>0
Conjunto de Cantor Regular (ou Dinamicamente Definido). Se m = 1 para qualquer k, dizemos

que Ky é um Conjunto de Cantor Regular do Tipo Bernoulli. Chamamos R = {I1, I, ..., I, }
uma Partigdo de Markov e I um Dominio de Markov associados a K.
Observe que K, o conjunto de Cantor Terndrio, € do tipo Bernoulli. Veremos um exemplo de

conjunto de Cantor regular que ndo possui esta propriedade.

1 23 4
Exemplo 3.1. Seja f(z) uma fungio f : [0, 5] U [5, 5] U [5, 1} —10,1],

6 2 3 /
=3z —_ =
f(z) - TE 5,5]
17 4
-3z + — -1
$+5, :I)€|:5,:|

Figura 3: Gréfico de ¥(z)

1 2 3 4
entdo |f'(z)| > 1, logo, f é expansora. Fazendo I; = [O, 5}, I, = [5, 5], I; = [5, 1], seja
I =1, U I,U I3, temos
f(I) D conv(I)
f(Iz) = conv(IyULy) = f?(I2) D conv(I)
f(Is) = conv(I;UI3) = f3(I3) D conv(I)

Segue que Ky = ﬂ f7™(I) é um conjunto de Cantor regular que ndo € do tipo Bernoulli.
n>0

3.1 O Gap Lemma de Newhouse

Agora, estamos interessados em estudar a soma de conjuntos de Cantor, mais precisamente,
derivaremos condic¢des sob as quais a soma de tais conjuntos se reduz a soma de seus fechos
convexos. Iniciaremos com algumas defini¢des.

Definicao 3.3. Seja U um gap de um Conjunto de Cantor K, isto é, uma componente conexa de
seu complementar, e u € OU, chamamos de ponte entre K e u ao intervalo maximal que contém
u em sua fronteira e separa U de um gap maior mais proximo a ele. Para cada gap teremos duas

pontes, uma a esquerda Ey e outra a direita Dy, como ilustrado abaixo.
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Ul U2 U3
— — — ——
— ) (
Ey, Dy,
D
Definicio 3.4. Seja U um gap limitado de um Conjunto de Cantor K, definimos Tp(U) = ||UE]||
E

etp(U) = ||UE]|| Chamamos Tp(K) = inf{7p(U); U é gap limitado de K} a espessura direita

de K, similarmente, Tg(K) = inf{7g(U); U é gap limitado de K} ¢ a espessura esquerda de
K. 7(K) = min{tp(K), 75(K)} € a espessura de K.

Agora estamos prontos para enunciar o principal resultado desta sec@o.

Teorema 3.1 (Gap Lemma). Sejam K, Ko conjuntos de Cantor. Se (K1) - T(K2) > 1, entdo
ou K estd contido num gap de K5 ou K, estd contido num gap de Ky ou K1 N Ko # 0.

Demonstragdo. Suponha que K ndo estd contido num gap de K> e que K> ndo estd contido
num gap de K, mostraremos que K; N Ky # 0.

Como nenhum deles estd contido num gap do outro, existe um par de gaps (U, Us), com
U, € K; e Uy € K se intersectando, podemos supor, sem perda de generalidade a configuragdo

abaixo.

Ux
K

—~
o

Us

K

~
-

Como 7(Ky) - 7(K3), temos

|EU1| X |DU2|
Ul U2

>1= |EU1| > |U2| ou |DU2| > |U1|

entdo By, N 8U, # B ou Dy, N AU, # 0.
Suponhamos, sem perda de generalidade, o primeiro caso. Seja u € Ey, N 0Us, se u € K,
temos K1 N Ky # 0, uma vez que 8U> C K». Se u ¢ K, entdo existe um novo gap Ul1 tal que
u € U7, neste caso repetimos a construgdo para (U7, Uy).
Fazendo isso sucessivas vezes construimos uma sequéncia de gaps (U7, UJ") convergindo para
um ponto de acumulacdo de K; N K5, como este ponto esta na fronteira de uma sequéncia de
gaps, ele deverd pertencer a ambos os conjuntos de Cantor logo, K1 N Ky # 0.

O

O Gap Lemma de Newhouse nos d4 condi¢des sob as quais a intersecio entre dois conjuntos de
Cantor é ndo vazia.
Buscaremos relacionar o fato de a intersecdo entre dois conjuntos de Cantor ser nio vazia e sua

soma. Faremos isto na proposi¢ao abaixo, que € um coroldrio do Gap Lemma.
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Proposic¢io 3.1. Sejam K, e K, conjuntos de Cantor tais que T(K1)T(K2) > le I, I, os
fechos convexos de K, e K», respectivamente. Suponhamos que, I, tem comprimento maior
que qualquer gap de Ks e que I tem comprimento maior que qualquer gap de K, entdo
K+ Ky, =1 + L.

Demonstragdo. Consideramos os Conjuntos de Cantor K7 e K3, cujos fechos convexos corres-
pondem a I; e I, respectivamente.

Tome k € I; + I, entdo k — K; ainda é um conjunto de Cantor e sua espessura é preservada,
uma vez que comprimentos de intervalos sdo invariantes por transla¢do e esta propriedade seguird
para seu infimo.

Como 7(K1) - 7(K3) > 1, temos 7(k — Ky) - 7(K2) > 1. Além disso, os gaps de K1 e k — K
possuem o0 mesmo comprimento, segue que £ — K7 nao estd contido em qualquer gap de K>, e
K nio estd contido em qualquer gap de k — K.

Usando o Gap Lemma, temos (k — K1) N K5 # 0, dai k € K1 N K. Como k € arbitrdrio em
I + Iy, temos K; + Ky = I1 + Is. O

3.2 A Construciao de C(N)

Finalizamos esta se¢do com a construgdo combinatorial de C(N). Antes disso, daremos sua
definicio.

Definimos o conjunto C'(N), onde N > 2 é um niimero inteiro por
C(N)={z=[0;a1,as,..] € R;1<a; < NVi>1}

Para sua construc¢do,primeiro acharemos o maior e menor elemento neste conjunto, isto €, 0 maior
e menor elemento cuja expansdo em fracdes continuas ndo contém digitos maiores que N.

Pelo lema 2.4.1, o maior elemento sera

max(C(N)) =[0;1,N,1,N,..] =[0;1, N]

e 0 menor elemento

min(C(N)) =[0; N,1,N,1,..] =[0; N, 1

—

Na primeira etapa da construgdo, removemos de J = [[0; N, 1],[0; 1, N]] os ndmeros cujo

segundo digito da expansdo é maior que N. Restardo entdo os intervalos

[0;N,1,N]  [0;N,N,1]  [0;2,1,N] [0;2,N,1] [0;1,1,N] [0;1,N,1]
)} (
e ) {

~

JN J2 Jl

que formam a primeira etapa. Na segunda, removemos os niimeros cujo terceiro digito da
expansdo é maior que N. Para visualizarmos estes intervalos, a imagem abaixo ilustra os

intervalos remanescentes em J; apds esta etapa.
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J1

[0;1,1,N,1] [0;1,1,1, 1,N] [0;1,N,N,1] [0;1,N,1, N]

2
)

)1] [0; 1,

2,
(
AN

J11 J12 Jin

De modo geral, os intervalos remanescentes da n-ésima etapa sdo da forma

Jalag...an = [[O: ay, @z, ..., 0n, N1 1]) [01 ay,as,...,0n, 11 N]]

se n é par, ou da forma

J0102~~~an = [[0) a1,0a2,...,0an, 1v N]v [0) a1,0a2,...,an, Nv 1]]

sen éimpar,onde 1 < a; < N,z2=1,2,..,n.

C(N) é o conjunto de pontos obtidos ao repetimos as remogdes indefinidamente.

Agora, vamos construir C(N) dinamicamente definido, a partir da Transformagio de Gauss, a
aplicagio ® : J; U J; U ...U Jy — [[0; N, 1],[0; 1, N]],

1
7—1, IDEJl
T

®(z) =1
1
——N, zely
T

Seja @1 (z) a restrigdo de ® ao intervalo Ji. Temos que $x(z) € expansora, de fato, | (z)| =

1 1

- — ———— > 1. E,paracadal < k < N, &,(J;) = ®x([[0; %, 1,4],[0; k,4,1]]) =
- 5|2 G > L Ee <k <N, @4(Jk) = (04, 78], [0,£, 5 1)
[(0;1,4],[0; 4, 1]].

Observamos que o dominio de € corresponde aos intervalos da primeira etapa da construcio de
C(N).

De modo similar, o conjuntos dos pontos para os quais ®(z), ®(z) estdo bem definidas corres-

ponde aos intervalos da segunda etapa da constru¢do de C'(N). Continuando este argumentos,
concluimos que C'(N) é o conjunto dos pontos para os quais ®"(z) estd bem definida para todo
n > 1.

Segue que C(N) = ﬂ & "(J; U...U Jy) é um conjunto de Cantor regular.
n>0
C(N) possui propriedades interessantes que seguem da sua construgio e o leitor pode verificar

facilmente. A primeira delas é que em C(N), T é topologicamente conjugado ao shift em
N simbolos. Além disso, C(N) é um conjunto perfeito e possui medida nula. Esta dltima
propriedade nos diz que C(N) é um conjunto pequeno, porém, como N > 2, a conjugacdo com

o shift nos diz que C'(N) é nfio enumeravel.
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4 O Teorema de Hall

Na secdo anterior citamos algumas propriedades de C(N) que seguem da sua construcdo, agora
veremos uma propriedade menos geral.

A soma C(N) + C(N) é particularmente interessante no caso N = 4, pois Marshall Hall provou
que C(4) + C(4) = [V/2 — 1,4+/2 — 4], e por consequéncia temos, Z + C(4) + C(4) =R. O
mesmo ndo vale para o caso N = 3 (como pode ser visto em [1]). Isso nos diz que, neste aspecto,
o Teorema de Hall € o melhor que podemos obter, e torna N = 4 um caso especial. Vamos focar

em C'(4) a partir de agora.

4.1 O Conjunto C(4)

Iniciaremos visualizando geometricamente uma etapa qualquer da construgio de C'(4). Fixaremos
ai, a9, ..,a,coml <a; <4,:=1,2, ...,n,de modo que Jgz,q,. 4, € um intervalo da n-ésima
etapa da construcao.

Se n € par

Jalaz...aﬂ = [[0; a1,02, ... a’nv4v 1]) [0) a1,0a2, ..., An, 1v4]]

e a proxima etapa da construcgdo terd a forma

‘]E
) (O —————
Ja,4 03 Ja3 O; Ja.2 O; Jal
Onde
Jau = [[0;a,1,1,4],[0;a,1,4,1]] Oé = ([0;a,2,4,1],[0;a,1,1,4])
Jg2 = [[O;Qa2;1:4]a[0;gv2a4; 1]] Oé = ([O:Qv3a4, 1]’[0’Qv2v1’4])
Jg3 = [[0;27'?):174]’[01(11374; 1]] O; = ([0121 474> 1]1[012131174])
Jg‘l = [[Oxgy 47 17 4]: [O)Q) 47 47 1]]

se n é impar

Jalaz...aﬂ = [[0) A1,a2,...,an, 1)4]) [07 A1,02, ...y an)4) 1]]

e a proxima etapa da construgdo terd a forma
Ja

Jal Oi JQQ 02 JQS (93 Jg4

Onde
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Jau = [I0;a,1,4,1),[0;a,1,1,4]] 0y = [0;a,1,1,4),[0;a,2,4,1
Jaz = [[0;2,2,4,1],[0;a,2,1,4]] 0 = [0;a,2,1,4],[0;a,3,4,1]
Jaz = [0;a,3,4,1],(0;a,3,1,4]] 0 = [0;a,3,1,4],[0;a,4,4,1]
Jau = [0;2,4,4,1],[0;a,4,1,4]]

A préxima proposi¢do nos permitird ordenar os gaps duma determinada etapa da construgao.
Observe que este resultado independe da paridade da etapa.

Proposiciio 4.1. Os intervalos removidos satisfazem |O3| < |O2] < |Og].

Demonstragdo. Primeiro, calcularemos o comprimento de cada um desses intervalos. Fagcamos
V2 +1
pw=[14]= 9

, € entdo podemos escrever

1 1

Oz = [0ia,2,4u],[0;a,1,4]] = [[0;a,2+ -],[0;a,1+ —
A [[0;a,2,4u], pll =10 4#] [ #]]

1 1

Oz = 0;0’73)4 ) 01212: = 07273_‘_7 ) 012:2_}_7
a [0;a,3,4ul, [ ull =10 4#] [ #]]

1 1

OZ = 0;0’74)4 ) 01213: = 07274_‘_7 ) 012:3_}_7
M [0; a, 4, 4u], [ pll =10 4#] [ #]]

Os comprimentos destes intervalos sdo dados por

Ol = 2+ ) 1+ - 4i = 2 1 ;ni : I 1
)0+ qnfl)(l + ) tano1) B2+ 4 B+ L+ 5
1 1
|O;| = 3+ ) ot - ’ 45 = 2 1 ;ni : 1, Gn1
i @n +qn-1)(2+ u)qn‘i‘Qn—l) g2(3+ m + an )2+ m + an )
1 1 3
IOil = ((4+L) 3+H : 45 = 2 1 ;n; : 1 O
au an + Qn—l)(3+ H)qn + qn—l) qn(4+ 4 + Gn )(3+ u + an )

Como todos possuem o mesmo numerador, a desigualdade entre os denominadores nos dd o

resultado requerido. O

Temos uma relagdo entre os tamanhos dos gaps. Nossa préxima proposi¢éo nos dd uma relacio
entre os tamanhos dos intervalos remanescentes em cada etapa. Sua demonstracio € similar a
dada na proposi¢do anterior e serd deixada para o leitor.

Proposiciio 4.2. Os intervalos remanescentes em cada etapa satisfazem | Jaa| < |Jaz| < |Ja2| <
| al |

Agora, apresentaremos um resultado que relaciona o tamanho dos gaps com o tamanho dos
intervalos remanescentes em cada etapa. As contas utilizadas em sua demonstragdo serdo

importantes no cdlculo da espessura de C'(4), que faremos mais tarde.
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Proposicio 4.3. Os intervalos satisfazem |Oé| < |ail, 2 = 1,2, |O;| < il i =23
03] < [ail, i = 3,4

_V2+1

Demonstragdo. Suponhamos, sem perda de generalidade n par. Tomando p = [1,4] = ,

2
1 1 2-1
nos serd conveniente observar que — = 4y — 1 = 2v/2—2e - w—1= f2 . podemos
escrever K H
1 1
Ja4 = [[0721 41 ]-a 4]1 [O!Q’ 41 41 1]] = [[01Qa 4+ 7]7 [01Qa 4+ 7]]
- Iz 4p
1 1
Ja3 = [[0721 31 ]-a 4]1 [Oagi 31 41 1]] = [[01Qa 3+ 7]7 [01Qa 3+ 7]]
- Iz 4p
1 1
Ja2 = [[0721 21 ]-a 4]1 [Oagi 21 41 1]] = [[O1Qa 2+ 7]7 [01Qa 2+ 7]]
- Iz 4p
e temos
" g1 =
ad = e e = n— n—
“ G+ + 5+ 4+ 57 G+ i+ 5@+ 4+ 57
" 43} =
a3l = I n I 1y I ne I e
G+ L+ 5B+ +57) @B+ +EHB+ 4L +57)
24 L o1 =3
Jeal = ot = =

G2+, + 5+ 5 G+ L2 g + )

|Jg4| |J23| |Jg2|

Abaixo, acharemos o valor minimo de , e
031" 0g] ~ 104]
—3 1 dn— 1 dn—
[asl _ zu(+ g+ GG+ +70T)
02 (G- D@+ g + 50+ o+ 5)

2

(=22)(2v2+1+ =)

(2522 +2v2+ %)

ecomo 0 < In—1

< 1, podemos olhar essa expressdo como uma fun¢éo em z e encontrar seu
dn
minimo em [0, 1] que serd alcangado em 0, dado por

—3v3
F(0) = (sﬁ J2v2+1) >1,300... > 1

(2372)(2 +2v2)

asl 2B+ + B2+ L4 22

O~ G -DE+ 4+ 56+ 5
O (ER)(evE+ )
(33=8)(1+2v/2 + 2=2)

3)
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cujo valor minimo em [0, 1) que serd alcancado em 0, dado por

3-3v2)3./2
(*=2)2v2 >1,212...> 1
(323=2)(1+2V2)

Vazl | o2+ + ) (141 + 22

O8] (& - D@+ 4 + 5@+ 5+ 57)
L (EEE)V2-1+ 22
C(EE)(2v2+ )

que terd seu valor minimo em [0, 1) alcangado em 0, dado por

“)

(52)(2v2 - 1)
(23-5)2v2

>1,060... > 1

Com as contas acima e as desigualdades entre os intervalos remanescentes, temos

|Jaz| > [Jaal > |Og|
|Ja2| > |Jas| > |Oz|
|Jar| > |Ja2| > |Oé|

como queriamos. O

4.2 O Teorema de Hall

Finalmente, chegamos ao nosso resultado principal.

Teorema 4.1 (Teorema de Hall). Qualquer niimero real pode ser escrito na forma a +
[0;b1,b2,...] + [0;c1,c2,...], onde 1 < bj,¢c; < 4ea € Z. Em outras palavras R =
Z+ C(4) + C(4).

Para provar o Teorema de Hall mostraremos que C'(4) tem espessura maior que 1. Iniciaremos
identificando as pontes de cada gap.

Fixada uma etapa n, com n {mpar, o comprimento do maior gap da (n + 1)-ésima etapa é dado

por
1 1 3
oL = lti—2-% _ !
(2 )t F )L+ D) n Fan) G2+ g+ (L L+ )
dn+1 — q dn—1

—1 .
1+ ““~~. Lembramos ainda que =

Sabemos que g¢p1 = @y + @n—1, assim,

n dn n
[0;an,an_1,-.., a1], pela constru¢do das etapas, cada um destes elementos estdo entre 1 e 4,
dn—1

como n é impar, o maior valor possivel para serd alcancado quando

n

[0) Any Gpn—1, -+ al] = [0) 1)4) EAEE) 1:47 1] > [0) 1)4]
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dn—1
e o0 menor valor para
dn

[0) An41yQny eevy al] S [01 4) 1]

assim, o menor valor para —— It Gerg alcancado em % + [0; 4, 1].

Com estas informagdes acharemos as pontes da etapa fixada. Inicialmente, devemos encontrar os

gaps maiores mais proximos

Oa | Gl )t i)
|Oai | G+ 4+ 50+ +52)
2 (3+V2 n _ n
_ (qn+1) (= +qn+1).(2\/§ 14 &)
n (73+2W+L;n1) (2v2 -1+ 2-1)

> 1,44-1,051-1 061 = 1, 605

|O2| = qi+1(2 + 4# + qqil)(l + + qqil)
|Oa2| ﬁ@+%ﬁJLH@+7+@4)
3+\/> dn dn
_ (anrl)Q.( +q+1)'(2\/§_1+q+1)
In (B2 4 &=ty (2v2+ 222
> 4,840-0,731-0,696 = 2.462
|03 _ 2+ £ 4# + qqil)(1+ + qjjl)
[0%] @aA+ 4+ N0+, + 22
2 (3+v2 In _ In
— (QH-H) ( +4+1).(2\/§ 1+Q+1)
n (Lf + 2ot (2v2+ 1+ &-2)

> 10,240 0,561 0,518 = 2,975

O3 _ Galt gl 4 )
|Oa4 G4+ + 5B+ + 5
3+f n n
_ (qn+1)2.( +ai) (@V2-1+gm)
In (T2 4 2=t (2\/§+1+q’;—nl)

> 17,64-0,561-0,518 =5,126

Concluimos entdo que o maior gap a direita mais préximo de Og; € O}. Para o gap maior
a esquerda, o qual denotaremos por U, temos U, # Oal, Oal, pelos resultados obtidos na
proposi¢do 4.1, fazendo a' = a;...a,,_1, entdo se a,, = 1, 0 préximo gap sera (’)2, e pelas contas
acima,

0| > [Ogi1| = [Og| > |Og4]|

e obtemos Eoll = Jy12 U 031 UJaiz U of‘;l U Jya € a ponte a esquerda, e DO11 =Js1éa
a —_ —_ —_— = _— g -

ponte a direita. Além disso,

B, Ja13 U O3 U Jars Eos, = Jais

DO§1 = ngg DO3 = Jalg

al
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Os demais valores de a,, nos ddo conclusdes similares.
Para O,, temos que Oé ¢ o gap maior a direita mais préximo e Oé 0 gap maior a esquerda mais

proximo, segue que

Eoi, = Ja2U 02, U Jaz3 U O3 U Ja2s Doz = Juz
Doy, = Jam Bo:, = Jaza
Eoéz = ngg U (922 U J524 Dogz = Jao3

Para O3 0 gap maior a esquerda mais préximo € 02, enquanto  direita é O3, e temos

Eoés - Jggg U 0;3 U J233 U 023 U JQ34 D(f)g3 - Jggz
Dois = JgSl E(Dzs = Jazs
EOEB = J233 U (923 @) J234 DOES = Jas3

1

Finalmente, para O, 0 gap maior a esquerda mais préximo € (’);, para o gap a direita, fazemos,

novamente, a’ = a1...ap_1, €, S€ ay, = 4,

|Ogss| > |02'4| = |Oi| > |Oé4|

dai,

Eoi, = Jaaz U 02, U Jaa3 U O34 U Jaus Doz, = Jasa
Doy, = Jan Boz, = Jau
EBoz, = JaazUOZ, U Joas Des, = Jass

Proposicio 4.4. C(4) tem espessura maior que 1, ou seja, T(C(4)) > 1.

Demonstragdo. Seja n um nimero natural impar fixado e a = ajas...a,

_ 1 1
Ja1 =[[0;a,1,1,4],[0;a,1,4,1]] = [[0;a,1 + ;], [0;a,1+ @]]
€ temos
=3
|Jarl = 2(1+l+qn714§b(1+i_|_Qn71)
dn M qn 4p dn
=3 _
|Ja2UOgU‘]a3U02U‘]a4| = n‘{“ n—
S A+, + 212+ 4+ 5
-3
= -
|Ja3 U Os @) Ja4| = e ne
eoTenTe G+ 5B+ 4+ 57

usando isto podemos calcular as espessuras. Minimizando os quocientes entre as pontes € 0s

gaps, obtemos
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| Jai | > 2,999 5
jog = #7 ©
|Ja2 U O2 U Ja3 U O3 U Ju4|
BTC > 2,621... (6)
|Jg2|
o > 2,384... (7
|Ja3 U O3 U Jya|
T > 2,508... 8)
| Jas| > 2,152 9
CH ®

Pelas equacdes 5 e 6, as espessuras de O}, sio dadas por

| Jgiz U (’);i U Jgiz U Ogi U Jgial

TE‘(Oéi) = oL > 2,621..
Jai )
0(0g;) = ||O“1f| > 2,099...

Assim, 7(0g;) > 2,621....

Usando as equagdes 7 e 8, as espessuras de O2, serdo dadas por

|Jgi3 U Ofii U Jgi4|

2 a
5(0%) = o, > 2,508...
Jai
m(03%) = % > 2,384...
- |Ogi

E temos T(O;i) >2,384...

Por fim, usando as equagdes 2 e 9, as espessuras de O3, sio dadas por

Ja,i
m2(0%) = | 734| > 1,300...
- |Ogi
J .
m(03,) = | 9;3" > 2,152...
- |ogi
E obtemos 7(0%;) > 1,300..., de modo que 7(C(4)) > 1,300... O

Agora, a prova do teorema estd pronta.
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Demonstragdo do Teorema de Hall. Usando as proposigdes 3.1 e 4.4,
C(4)+C4) = [V2 - 1,42 — 4]

Assim, C(4) 4+ C(4) cobre um intervalo de comprimento maior que 1, logo, todo nimero real

pode ser escrito na forma
a+[0;b1,bs,..] +[0;c1,¢2,...], 1 < bj,c; <4, a€Z

como queriamos. O

Concluimos que 7(C(4)) > 1, 300... e isto é suficiente para provar o teorema. De fato, temos
7(C(4)) = 1,300..., mas isso ndo serd provado aqui, o leitor interessado pode consultar [1].

No texto referenciado encontramos ainda que 7(C(3)) = 0, 822, usando isso
7(C(3)) - 7(C(4)) > 1

como a intersecdo entre tais conjuntos é claramente nio vazia, podemos aplicar argumentos

similares aos feitos anteriormente, € obtemos
Z+C(3)+C(4) =R

Percebemos entdo o quio interessante € analisar o que acontece para diferentes valores de N.
Nosso objetivo com esses comentdrios € incentivar a continuidade da leitura, por isso ndo traremos

maiores detalhes no texto.

5 Um Pouco Sobre o Espectro de Lagrange

Nesta secdo, derivaremos um resultado sobre o espectro de Lagrange que € uma consequéncia do

Teorema de Hall. Primeiro apresentaremos o problema proposto.

. ) . . . p
Seja o um nimero irracional, a desigualdade |a — —
q

1 . e
< — tem uma quantidade infinita
q

~ . . P , . .. ,
de solucdes racionais —. Este resultado é conhecido como teorema de Dirichlet, e € uma

q
consequéncia da proposicdo 2.5.

Fixando «, estamos interessados em encontrar todos os k tais que a desigualdade |a — p‘ <
q

1 o ~ L .

Ta? tenha infinitas solugdes racionais B. Vamos denotar por k(a) a maior constante com tal
q q

propriedade, entdo

1
k(a) = limsup (‘D
() p.a€7q—00 \| (g2 — P)

onde k(a) € RU {+00}. Os casos de interesse serdo aqueles onde k(a) < 400, isto &,

L = {k(a);x € R\Q, k(a) < +00}
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este conjunto é chamado Espectro de Lagrange.

Seja o = [ap; a1, ag, ...], sabemos que
‘ Pn 1
a— ===
dn @2 (0tnt1 + Pnt1)

onde an, = [an; Gnt1, Anta, -] € Brn = [0;Gn_1, ..., a1].

Obtemos entdo uma férmula para k(a), seja Ap (o) = an + Br

k(a) = limsup A, (a)

n—oo

paran € Z, onde a, = [@n;ni1, Gni2, -] € Pn =[0;8n_1,8n_2,...,a1].

Esta férmula nos permite concluir que k(o) < +00 se, e somente se (a,) é limitada, onde (a,,)
¢ a sequéncia dos quocientes parciais de c.

Usando o Teorema de Hall podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 5.1. O espectro de Lagrange contém [6,+00).

Demonstracdo. Suponhamos A > 6, pelo Teorema de Hall
A =a+[0;b1,bs,...] +[0;c1,C0,...] 1< bjc <4
Uma vez que A > 6, temos a > 5. Definimos
0 = [bry; by —1y ooy 01,8, C1y woey Chiy 3 Dk D1, @y €1,y oony Chyy @y -] = [a0; 01, a2, -]

onde k,, é uma sequéncia qualquer estritamente crescente de inteiros positivos. Temos que

k(a) = limsup A, (@)

n—sco
o lim sup serd alcangado quando a,+1 = a > b nestes casos
An =a+[0;b1,...,bx, ]+ [0;c1, ...y Ck,. ]
como k, é estritamente crescente, quando n — oo temos A, — A, logo
E(a) =X

ou seja, A € L, segue que [6, +00) C L. O

6 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos o Teorema de Hall, que aborda um problema inicialmente numérico
(a soma de niimeros cujos quocientes parciais da expansido em fracdes continuas ndo excede 4), e

o conecta com o estudo de conjuntos de Cantor.
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Estudamos C(4) como um conjunto de Cantor regular, isso nos permitiu provar o Teorema de
Hall usando o Gap Lemma de Newhouse, este resultado trata da interse¢do de conjuntos de
Cantor regulares, aqui o utilizamos para obter resultados sobre a soma destes conjuntos.

Ao fim, utilizamos o Teorema de Hall para provar um novo resultado, que trata sobre o Espectro
de Lagrange, tema de grande importancia na teoria dos nimeros.

O problema de soma de conjuntos de Cantor regulares, espectro de Lagrange e demais conceitos
aqui apresentados sdo de grande relevancia, e problemas similares sdo ainda hoje temas de

pesquisas.
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