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Resumo

O objetivo desse trabalho é apresentar alguns resultados necessdrios para a compreensdo do comportamento
assintdtico dos processos multiplicativos aleatdrios. Estes processos tém sido relativamente pouco estudados,
devido a ndo existir teoremas de limite regendo sua distribuicdo, em comparacdo com os processos aditivos que
estdo sujeitos, dentro de certas condicées, ao Teorema Central do Limite. Vamos focar o estudo nos processos
multiplicativos binomiais e, mais geralmente, nos processos multiplicativos multinomiais. Uma proposta de
atividade para ser realizada em sala de aula serd discutida. Essa atividade visa levar os alunos a perceberem o
comportamento extremo que os processos multiplicativos podem ter.

Palavras-chave: Processos Multiplicativos Aleatdrios, Passeio Aleatdrio, Teorema Central do Limite.

1. INTRODUCAO

O passeio aleatério € um modelo probabilistico que descreve a trajetéria de uma particula
ap6s uma sequéncia de passos aleatorios. Em um passeio aleatério (que é um processo aditivo),
com um numero suficientemente grande de variaveis aleatérias, podemos aplicar, dentro de
determinadas condicdes, um teorema fundamental da teoria das probabilidades, o Teorema
Central do Limite (TCL) (JAMES, 1996), e inferir sobre o comportamento assintotico dessa soma
de variaveis aleatérias. Assim os processos aditivos, em geral, sdo tema de vérios estudos
(REDNER, 1990).

Por outro lado, os processos multiplicativos, apesar de importantes, tém sido pouco estu-
dados, pois ndo possuem uma versao do TCL que permita estudar seu padrao assintoético e fazer
inferéncias. Nota-se, entretanto, que processos multiplicativos surgem de modelos matematicos
simples, tais como equacoes de recorréncia a tempo discreto da forma

Yi+1 = A;Y;

onde y; € a sequéncia a ser determinada e a; € uma sequéncias de variaveis aleatorias, para
1 =0,1,.... Asolucdo da equacao no tempo n fica

n—1

Yn = Hai Yo

=0
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em que se observa o produto das variaveis aleatorias.

Esse tipo de processo multiplicativo aleatério, com um nlimero grande de variaveis aleato-
rias, pode conter sequéncias “pouco provaveis” mas com valores extremos. Essas sequéncias
tendem a influenciar demasiadamente o valor médio do processo. Uma estratégia para tentar
entender o comportamento de y; é calcular seu logaritmo, assim In y; se torna um passeio
aleatério. Porém, mesmo que possamos aplicar o TCL para inferir sobre o comportamento
do In y;, ha uma perda de informacdes sobre os momentos mais extremos dos produtos e o
comportamento do processo frente a eventos raros fica ofuscado. Essa abordagem foge do
escopo do trabalho, para mais detalhes ver na referéncia (REDNER, 1990).

Esse trabalho almeja apresentar alguns resultados necessarios para a compreensao do
comportamento assintético dos processos multiplicativos aleatérios. Vamos focar o estudo
nos processos multiplicativos binomiais e, mais geralmente, nos processos multiplicativos
multinomiais.

Para desenvolver o trabalho, na Secao 2 apresentamos alguns conceitos matematicos
basicos necessarios para o desenvolvimento do tema principal, tais como, analise combinatoria,
espacos de probabilidade e o teorema central do limite. Na Secdo 3 discorremos sobre a
distribuicao binomial e a relacionamos com um passeio aleatério. Também abordamos a
distribuicado multinomial. Os processos multiplicativos aleatérios sao apresentados na Secao
4, onde o enfoque sdo os processos multiplicativos binomiais. Sdo deduzidas algumas de suas
propriedades estatisticas tais como a média e a moda, além de ser abordada a generalizacdo
para os processos multiplicativos multinomiais. Na Secao 5 sugerimos uma proposta de atividade
para ser trabalhada em sala de aula envolvendo um processo multiplicativo aleatério. Essa
atividade visa levar os alunos a perceberem o comportamento extremo que esses processos
podem ter. As consideracoes finais do trabalho estdo na Secao 6.

2. CONCEITOS BASICOS

Nessa secao vamos revisar alguns conceitos basicos necessarios para a compreensao do
desenvolvimento dos temas abordados nesse trabalho. Se leitor desejar aprofundar-se nos
contelidos podera consultar as referéncias (DANTE, 2012; JAMES, 1996; MAGALHAES, 2006;
MORETTIN, 1999; OLIVEIRA; SILVA, 2018).

2.1. Notacoes

N denota o conjunto dos nimeros naturais {1, 2, ...}.

R denota o conjunto dos nimeros reais.

Z denota o conjunto dos nimeros inteiros {..., —1,0,1,2,...}.

E[X] denota o valor esperado da variavel aleatéria X.

M(X') denota a moda da variavel aleatéria X.

[P(A) denota a medida de probabilidade do evento A.

P(A, B) denota a probabilidade da intersecdo dos eventos A e B, isto é, P(A N B).

[X < a] denota o evento {w € ©; X (w) < a}. Notagdes similares podem ser usadas para os
eventos [X = a], [X < al, etc.
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i! denota o fatorial de i € N, isto é, i(¢ — 1) - - - 2 - 1. Convenciona-se que 0! = 1.

N . n!
(7}) denota a combinacao de n elementos, tomados i a i, isto é, ﬁ
il(n —1)!

2.2. Analise combinatoria

Permutar é o mesmo que trocar elementos de posicdo. Se uma dada colecdo de objetos
possui n elementos diferentes, o nimero de agrupamentos ordenados distintos que podemos
obter pela permutacao dos elementos é dada por

P, =nl. (1)

Quando numa colecao de objetos ocorrem elementos repetidos, o nimero de agrupa-
mentos ordenados distintos que podemos obter pela permutacdo dos elementos é dada pela
formula da permutacdo com repeticao

o n!
PRyt = (2)
112020 . . U
onde n € o nimero de objetos, k£ é o nimero de elementos distintos e n = i1 + @5 + - - - + i,
sendo 7; a quantidade de vezes que o primeiro objeto se repete, i, a quantidade de vezes que o
segundo objeto se repete, e assim por diante.
Em particular, no caso em que k£ = 2, ao fazer ¢; = ¢, temos

ini n! _(n
PR = i!(n—i)!_(z’) )

O desenvolvimento do Bindmio de Newton e o caso geral do Teorema Multinomial serdo
usados na Secao 3.

Teorema 2.1 (Teorema multinomial). Se 1, xo, ...,z sGo k numeros reais e n € um ndmero
natural, entéo

(w1 +mp+ - )" =

n n—i1 n—i1——%g_2 |
DIDIEEEEDD -
. X
il el (n— iy — - — )]
=i WLy nle k—1!( 1 k—1)

i1 o Ig—1 M—i1——lg_1
A ) (4)

Ver a demonstracao na referéncia (OLIVEIRA; SILVA, 2018).
Quando k£ = 2, temos o caso especial do Binomio de Newton:

(@+y)" =) t) ey (5)

1=0 Z
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2.3. Probabilidade

Diversos aspectos rigorosos da Teoria de Probabilidade necessitam do emprego da Teoria
da Medida para serem definidos ou demonstrados. Contudo a Teoria da Medida foge do escopo
deste trabalho e nio sera abordada. O leitor pode consultar (JAMES, 1996) para detalhes que
nao serao apresentados aqui.

Para definir o que é um espaco de probabilidade, precisamos primeiramente definir o que
sao espaco amostral, o-algebra e a medida de probabilidade.

Ao realizar um experimento, podemos considerar um conjunto nao vazio que contém todos
os possiveis resultados deste experimento.

Definicao 2.1 (Espaco amostral). O conjunto ndo vazio €2 de todos os resultados possiveis de um
experimento aleatorio é chamado de Espaco Amostral.

De acordo com a referéncia (MAGALHAES, 2006), o espaco amostral pode ser classificado:

¢ finito, se puder ser colocado em correspondéncia bi-univoca com um subconjunto
finito de N;

¢ infinito enumeravel, se puder ser colocado em correspodéncia bi-univoca com N;
e nao enumeravel, caso ndo atenda a nenhuma das duas condicoes anteriores

Exemplo 2.1. Considere um experimento aleatdrio dividido em dois ensaios repetidos identica-
mente, sendo que em cada ensaio podemos obter dois resultados distintos b; ou b,. O espaco
amostral desse experimento é dado por

Q = {(b1,b1), (b1, b2), (b2, b1), (b2, ba) }.

Definicao 2.2. Uma classe de subconjuntos de €2, representada por F, € uma o-dlgebra se e
somente se F possui as seguintes propriedades:

a Qe F;
b. Se A € F entdo A® € F;

c. Se A, € Fparan =1,2,...entdo UAi e F.

=1

Os elementos da o-algebra F sao chamados de eventos e somente a eles atribuimos uma
medida positiva chamada probabilidade.

Exemplo 2.2. Uma o-digebra F associada ao espago amostral €2 do Exemplo 2.1 pode ser dada
por

(bb bl)? (b2> bl)}’ {<bh bl)? (b2> 62)}7 {(blv b2)7 (b2> bl)}> {(bh b2)7 (b27 b2)}>
(bQ’ bl)? (b27 bQ)}v {(blv bl)’ (bh bQ)v (bQ’ b1>}’ {(bh bl)? (blv b2)’ (b2> bQ)}:
(

bla bl)? (b2> bl)v (b27 b2)}7 {(bb 62)7 (bQ7 bl)? (b2> 62)}7 Q}

Fo= {wv{(blabl>}a{(blbe)}v{(bQ;bl)}v{<b2,62)}7{(b17b1)7(blab2>}a
{
{

{



RMAT V. 1,N.1 | 2024

Definicao 2.3. Uma medida positiva P definida na o-dlgebra F é denominada medida probabi-
lidade, se atende aos axiomas:

b. Para Ay, As, - - - € F eventos disjuntos, isto é, A, N A; = 0, se i # j, entdo

o (00) - S

Definicao 2.4. Um espaco de probabilidade é uma trinca (2, F, IP), formado pelo espaco amos-
tral ), uma o-dlgebra F em (2, e a medida de probabilidade P.

Exemplo 2.3. Com relacdo aos exemplos 2.1 e 2.2, podemos definir a medida de probabilidade
P, que satisfaz

P, sei=j=1,

P{i,0))}) = p(L—p), sei#j
(1-p)?, sei=j=2,
para algum 0 < p < 1. A trinca (), F,P) € um exemplo de espaco de probabilidade.

Defini¢do 2.5. Sejam (2, F,P) um espaco de probabilidade e A, B € F comP(B) > 0. A
probabilidade condicional de A dado B é definida por

P(AN B)

P(AIB) = 55

Definicao 2.6. Sejam ({1, F,P) um espaco de probabilidade e A, B € F. Os eventos A e B sdo

independentes se
P(AN B) =P(A)P(B).

2.4. Varidveis aleatodrias e esperanca matematica
Frequentemente precisamos indicar uma caracteristica numérica para uma dada amostra
w € (). Isto é feito por meio de uma funcao de €2 em R chamada de variavel aleatéria.

Definicdo 2.7. Seja (2, F,IP) um espaco de probabilidade. Denominamos de varidvel aleatdria
qualquer funcégo X : 2 — R tal que

X' ={weQ: X(w)el}eF, (6)
para todo intervalo I C R.

Pela definicao, para uma variavel aleatéria X podemos dizer, entao, que aimagem inversa de
intervalos I C R pertencem a g-algebra /. Em linguagem comum, uma variavel aleatéria é uma
funcao do espaco amostral {2 nos nimeros reais, para a qual é possivel calcular a probabilidade
de ocorréncia de seus valores.
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Exemplo 2.4. Para o espaco de probabilidade do Exemplo 2.3, podemos definir uma varidvel
aleatdria que conta as vezes que b, foi obtido como resultado do experimento.

2, ser =75 =1,
X ((bi, b)) =4 1,  sei#j
0, set=75 =2,

Um tipo especial de variavel aleatéria é a funcao indicadora de um dado conjunto. Definimos
I, como a funcao indicadora do conjunto A € F, da seguinte forma

1,sewe A
I4(w) = (7)
0,sew¢ A

paraw € (.

A cada variavel aleatéria em um dado espaco de probabilidade, podemos associar uma
funcdo de R em [0, 1] denominada Funcéo de Distribui¢do Acumulada (ou simplesmente Fungao
de Distribuicdo).

Definicdo 2.8. Sejam (2, F,P) um espaco de probabilidade e X uma varidvel aleatdria. A
Funcdo de Distribuicdo Acumulada Fx € a fungdo Fx : R — [0, 1] dada por

Fx(z)=P([X <z]) =P{{w € Q: X(w) < z}), (8)
para cada x € R.

E comum escrever-se I, omitindo o subescrito X em Fx quando se tem clareza que F é a
distribuicdo de X. Em geral vamos utilizar a notacao simplificada P(X < z) para representar
P([X < z]). O mesmo vale para casos analogos, tais como, P(X = z), P(X < x), e assim por
diante.

A seguir listamos algumas propriedades que a funcdo de distribuicao F' obedece (ver (JAMES,
1996; MAGALHAES, 2006)):

e lim F(z)=o0e lim F(z)=1;

T—r—00 Tr——+00
e [ é continua a direita;
e [ é nao decrescente.

A variavel aleatéria é dita discreta quando sua imagem for um conjunto finito ou infinito
enumeravel. Se {xy, z,, ...} for o conjunto discreto de valores assumidos por X, podemos
definir a funcao de probabilidade

p(z;) = P(X = ;).

Se existir uma funcao positiva f tal que F' possa ser escrita como

Fa) = [ " fw)dw, (%)

para todo x € R, a variavel aleatéria X é dita (absolutamente) continua e a fungao f é denomi-
nada funcdo densidade.
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Definicao 2.9 (Esperanca Matematica). Se X for uma varidvel aleatdria discreta assumindo os
valores 1, xo, x3, . .. e se p(-) for sua funcdo de probabilidade, a esperanga matemadtica de X é
definida pela série

E[X] = ifﬂzp(%) (10)

Se X for uma varidvel aleatdria continua e se f for sua fungdo densidade, a esperanca
matemadtica de X é calculada pela integral

[e.e]

E[X] = / o f (@)dz (1)

—00

A esperanca de uma variavel aleatéria também pode ser chamada de média ou valor
esperado.

Exemplo 2.5. A varidvel aleatdria X definida no exemplo 2.4 tem média dada por
E[X] =2 x p®+1x 2p(1 —p) = 2p.

Utilizando o conceito de probabilidade condicional podemos definir a funcao de distribuicdo
condicional e a esperanca condicional associadas a uma variavel aleatéria.

Definicdo 2.10. Seja X uma varidvel aleatdria sobre um espago de probabilidade (), F,P). A
distribuicao condicional de X dado o evento A € F é

F(z|A) = P(X < z|A), (12)
para x € R.

Se X for uma variavel aleatéria discreta, a esperanca condicional de X dado A é
E[X|A] =) aip(ai|A), (13)
1=1

onde p(z;|A) = P(X = x;|A).
A Moda de uma variavel aleatéria X informa o valor mais frequente (ou mais provavel)
dentre os possiveis valores que X pode assumir.

Definicao 2.11. Se X for uma varidvel aleatdria discreta assumindo os valores x1, xs, ... e se
p(+) for sua fungdo de probabilidade, a Moda de X é dada por,

M(X) = arg rglng{p(xi)h (14)

ou seja, pelo valor x; que maximiza a fungdo p(-). Se X for uma varidvel aleatdria continua com
funcao densidade f,

M(X) = arg max{f(z)}, (15)

isto €, o valor x que a varidvel aleatdria X assume que maximiza f.
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Note que a moda depende apenas da distribuicdo e nao dos valores que a variavel aleatéria
assume.

A Variancia fornece uma medida para o grau de dispersdo (ou concentracio) de valores X
em torno do valor esperado. Se E[X] = p for o valor esperado da variavel X entao a variancia
de X é

VAR(X) = E[(X — u)?]. (16)
Desenvolvendo esta expressao podemos escrever também que
VAR(X) = E[X?]— (u)* (17)

O desvio padrao o de uma variavel aleatéria X com média 1. é definido como a raiz quadrada
davariancia de X

o = /VAR(X). (18)

O k-ésimo momento de uma variavel aleatéria X ¢ definido por E[X™"].
A Covariancia entre duas variaveis aleatérias X e Y mede o quanto estas variaveis se
apresentam relacionadas. Se E[X| = ux e E[Y]| = puy, entdo a covarianciaentre X e Y é

COVAR(X,Y) =E[(X — pux)(Y — uy)]. (19)
Desenvolvendo esta expressdo, podemos calcular a covariancia entre X e Y também por
COVAR(X,Y) =E[XY]| — pypux. (20)

A demonstracdo pode ser consultada na referéncia (OLIVEIRA; SILVA, 2018).

Definicao 2.12. Considere duas varidveis aleatdrias X e Y assumindo valoresem1 C R. Dizemos
que X e Y sao identicamente distribuidas se

PX <z)=PY <x),Vr el
Definicao 2.13. Sejam X1, ..., X,, varidveis aleatdrias sobre (). Se
P(X;€ A, Xo€Ay,.. X, €A)=P(X;€A)...-P(X, € 4,), (21)
para cada A; € F, entdo dizemos que X1, ..., X, sao independentes.

Uma sequéncia de variaveis aleatorias é independente e identicamente distribuida se
cada variavel aleatoria tiver a mesma distribuicao de probabilidade das outras e todas forem
mutuamente independentes.

2.5. Distribuicdo Normal e Teorema Central do Limite

Uma variavel aleatéria continua X tem distribuicdo normal (ou Gaussiana) se sua funcao
de densidade de probabilidade for dada por

1 1 (fx—p 2
x) = exp | —= , T € (—00,00), (22)
() Wplz(a)] (~00,50)
onde i = E[X] e o = /VAR(X) sao, respectivamente, a média e o desvio padrdo de X.

Usamos a notagdo X ~ N(u, 02) para indicar que X tem distribuicao normal com média 11 e
variancia o?.
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2.5.1Teorema Central do Limite

Considere uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes X, Xs, .. .. Existem dois
teoremas fundamentais relativos ao comportamento de tais sequéncias: o teorema central
do limite e a lei dos grandes nimeros. A lei dos grandes nimeros nao sera abordada nesse
trabalho, para mais detalhes consultar a referéncia (TOME; OLIVEIRA, 2001).

O teorema central do limite (TCL) € um dos resultados mais importante da probabilidade
e da estatistica. Ele é muito Gtil na inferéncia estatistica, cujo objetivo é fazer afirmacoes a
respeito de uma populacao através de uma amostra, pois pode ser interpretado como afirmando
que a medida que o tamanho da amostra de uma populacado vai aumentando, a distribuicao
amostral da sua média vai se aproximando de uma distribuicio normal, independentemente da
forma da distribuicao da populacdo. Dessa forma é usado, por exemplo, para estimar a média
populacional através da média amostral ou também o desvio padrao da média populacional
através do desvio padrdo da média amostral dessa populacdo (COLUCCINI, 2017).

No presente texto, o teorema sera Gtil para tecer consideracées sobre o comportamento
de sequéncias de variaveis binomiais na secao 3.

Teorema 2.2. [Teorema central do limite] Sejam X, X5, ... uma sequéncia de varidveis aleato-
rias independentes e identicamente distribuidas, onde cada varidvel possui média (. e variancia

n
g%, emque( < o2 < 0. Seja S, = ZX,-, entdo
=1

Sp —np
o\/n

converge em distribuicdo para uma varidvel normal com média 0 e variancia 1 quando n — oc.

(23)

Demonstracdes para esta e outras versoes do TCL podem ser vistas em (BORGES, 2014;
JAMES, 1996; TOME; OLIVEIRA, 2001).

2.5.2Passeios aleatorios

Para dar continuidade ao tema do trabalho é importante relacionarmos passeios aleatérios
(processos aditivos) e o teorema central do limite. Caso o leitor deseje aprofundar-se no assunto,
podera consultar as referéncias (BORGES, 2014; TEODORO; SILVA, 2018; TOME; OLIVEIRA, 2001).

A seguir apresentamos uma definicao geral de passeio aleatorio baseada na de Kallenberg
(KALLENBERG, 2002).

Definicao 2.14. Sejam X, X5, ... varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribui-
das. Seja Sy = C, onde C' é uma constante e

Sp =S+ Y Xi, (24)
1=1
para cadan > 1. O processo {S,,,n > 0} é chamado passeio aleatdrio.

Notamos, entdo, que se num passeio aleatorio as variaveis X; possuirem média e variancia
finitas, podemos aplicar o TCL e inferir as propriedades assintéticas de S,,.
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Exemplo 2.6. Vamos ilustrar um passeio aleatdrio unidimensional de uma particula sobre a reta
numeérica, considerando as seguintes condicées: a posicao inicial da particula serd o ponto zero;
o deslocamento serd constante e igual a 1; o deslocamento pode ocorrer para a direita (+1)
ou para a esquerda (—1); para definir o sentido do deslocamento da particula serd realizado o
lancamento de uma moeda honesta (no caso de cara se deslocard para a direita e no caso de
coroa se deslocarad para a esquerda).

A posicdo da particula depois de n lancamentos da moeda serd soma dos resultados obtidos
nos n deslocamentos.

e Apdso 1° lancamento, a particula poderd estar localizada no ponto +1 ou —1, havendo
apenas uma chance de resultar em +1 e uma chance de resultar em —1.

e Apds o 2° lancamento, a particula poderd estar localizada nos pontos +2, 0 ou —2,
havendo uma chance de resultar em +2, uma chance de resultar em —2 e duas
chances de resultar em Q.

e Apds o 3° lancamento, a particula poderd estar localizada nos pontos +3, +1, —1 ou
—3, havendo uma chance de resultar em +3, uma chance de resultar em —3, trés
chances de resultar em +1 e trés chances de resultar em —1. E assim por diante.

A Tabela 1 mostra as possibilidades de deslocamentos da particula até o 5° lancamento. Como
podemos notar, as possibilidades de posicionamento sGo numeros binomiais e formam um
triangulo de Pascal. A posicdo Z da particula serd descrita no Exemplo 3.1, apds a apresentacdo
da Distribuicégo Binomial.

TABELA 1.
Possibilidades de deslocamentos da particula até o 5° lancamento.
Posicao na reta numérica
Lancamento | -5 | -4 | -3 | -2 | -1 0 |4+1 | +2|+3 | +4 | +5
0 (inicial) 1

1° 1 1

2° 1 2 1

3° 1 3 3 1

4° 1 4 6 4 1

5° 1 5 10 10 ) 1

Como acabamos de ver, o passeio aleatério do exemplo exibe caracteristicas relacionadas a
uma distribuicao binomial. A seguir, portanto, veremos a formalizacdo do modelo de distribuicdo
binomial e de sua generalizacdo, o modelo multinomial.

10
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3. DISTRIBUIGOES BINOMIAL E MULTINOMIAL

3.1. Distribuicao Binomial

A distribuicao binomial pode modelar um experimento que é dividido em n ensaios re-
petidos identicamente, em cada um dos quais podemos obter sucesso (com probabilidade p)
ou fracasso (com probabilidade 1 — p). O objetivo é contabilizar a quantidade de sucessos no
conjunto de ensaios.

Vamos definir o espaco de probabilidade. Fixe um nimero n € N, n # 0, um conjunto
binario B = {b1, b2}, e um nimero real p, 0 < p < 1. Aideia subjacente é ter um modelo em
que b; ocorra com probabilidade p, e by, com probabilidade 1 — p.

O espaco amostral sera o conjunto €2 de todas a n-uplas (w1, . .. ,w,) em que w; € B. Note,
portanto, que €) = B" é discreto com cardinalidade 2".

O espaco de eventos F sera dado pela colecao de todos os subconjuntos de (2, isto é, F é
o conjunto das partes de (2, também simbolizado por F = 2.

A medida de probabilidade IP sobre F sera a funcao

P:F —[0,1],

dada da seguinte forma. Fixe w = (w1, ...,w,) € €2 e suponha que b; ocorra i vezes em w
(consequentemente b, ocorre n — ¢ vezes). Entio

P({w}) = p(1 —p)"~.

Agora vamos definir a variavel aleatéria S : 2 — R, que paracadaw = (wy,...,w,) conta
o0 numero de vezes que b; ocorre em w, isto é,

S(w) = Zl{bl}(wz‘),

lembrando que I4 é a funcao indicadora do conjunto A.
O evento [S = i] significa o conjunto de todas as n-uplas em que b, ocorre i vezes, logo

contém (n elementos. A distribuicao de S é dada por
1

P(S =1i) = (Z.l)pi(l -p)", (25)

paracadai € {0,1,...,n}.
A variavel aleatéria S portanto tem distribuicio binomial.
O valor esperado de S é dado por

E[S] = np,

e a variancia, por
VAR(S) = np(1 - p),

(as demonstracdes podem ser vistas na referéncia (OLIVEIRA; SILVA, 2018)).
Precisamos saber como encontrar a moda de S, para isso, temos a seguinte proposicao.

"
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Proposicao 3.1. A moda de S € dada pelo menor inteiro i* tal que i* > np — ¢, onde ¢ = 1 — p.

Demonstracdo: De inicio, note que S tem funcao de probabilidade dada por

Vamos supor que o maior valor da funcdo p(-) ndo ocorra nos extremos. Para0 <i <n — 1
defina

p(i+1).

Tiid1 = —p(l) (26)

Observe que r( ; sera maior do que 1 e r,,_; ,, sera menor do que 1. Assim queremos 0 menor ;
que faz com que r; ;11 se torne menor do que ou igual a 1. Temos

Pioory = (iil)piﬂ(l —p)t _ il(ln—1)lp _n -1 p
o (Dpi(1 —p)n G+D)ln—i—DI(1—p) i+11—p

2

Para que 7; ;4 seja menor do que ou igual a 1, devemos ter

n—1i p

FanE] Tp <1 (27)

que implica em
i>np—(1-—p). (28)
O

Podemos observar que
E[S] —M(S) =np —i* <q.
E util podermos definir uma sequéncia de variaveis aleatérias em €2 da seguinte forma. Para

cadam € {1,...,n}, sejaS,, : ? — R afuncio que conta o nimero de vezes que b; ocorre
nos primeiros m ensaios, isto é,

Sm(w) = Z Ly, (wi)-

O evento [S,, = 1] significa o conjunto de todas as n-uplas em que b; ocorre i vezes nas primeiras
m coordenadas. A distribuicdo de S,,, é dada por

(29)

m . . )
(.)p‘(l—p)m ‘osei<m
i) = v
0, ser>m
paracadai € {0,1,...,n}. Noteque S,, = S.

12
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Uma analise importante que podemos fazer a partir da definicdo da sequéncia (Sy, ..., S,)
é sobre probabilidades condicionais da forma

P(S, =ilSm =17),

isto é, a probabilidade de que b; ocorra i vezes em n ensaios dado que ja ocorreu j vezes nos
primeiros m ensaios. Se ¢ < 7, esta probabilidade é zero. No caso em que i = j, entdo do
ensaio m + 1 até o ensaio n ocorre somente by, logo a probabilidade é (1 — p)"~™. Finalmente,
se 1 > 7, a probabilidade sera igual a probabilidade de b; ocorrer i — j vezes nos n — m ensaios
restantes. Vamos resumir estas informacoes na proposicao seguinte.

Proposicio 3.2. Param € {1,...,n}ei,j € {0,...,n}, temos que

0, sei < j
P(S, = ilS, = j) = S\ »
(n. m)pz](l o p)nfm71+]7 sei 2 ]

t—=17

(30)

Um outro conjunto de variaveis aleatérias que podem ser definidas sobre €2 é a sequéncia

(X1, ..., X,), em que cada variavel X, indica se b; ocorreu no m-ésimo ensaio, isto é
Xm<w) = I{b1}<wm) (31)
paracadaw = (wi,...,wy)-
Decorre que, por serem 0s ensaios independentes, as variaveis X7, ..., X,, sao indepen-
dentes. Temos por exemplo,
P(X; =a,X; =b) = P(Ipy(w) = aIpy(w;) =b)
= Py (wi) = )P,y (w)) =)

— P(X = a)B(X; = ),

paracadaa,b € R.
Além disso, paratodo a € R,

Ou seja, &; e X; tém a mesma distribuicao.
De forma geral, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.3. As varidveis X1, ..., X, sao independentes e identicamente distribuidas.

Note que as sequéncias {S,, } e {X,,,} se relacionam:

Sm - Sm—1+Xm; (32)
ou ainda,
Sm o= Y X (33)
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Isso mostra que {S,,,} é um passeio aleatério.
Vemos, além disso, que a média e a variancia de X sdo dadas, respectivamente, por

EX)] = p (34)
VAR(X;) = p(1—p), (35)

para cada ¢ > 1. Logo podemos aplicar o Teorema Central do Limite'(Teorema 2.2) para obter o
padrdo assintético da sequéncia {S,, }, pois a sequéncia {X;} é independente e identicamente
distribuida pela Proposicao 3.3. Consequentemente,

S, —np
np(l — p)
tem distribuicdo normal com média 0 e variancia 1, quando n — oc.
Em particular o comportamento de S,, para n grande é normal com média np e variancia

np(1 — p). Lembrando que, numa variavel normal, a média e a moda sao iguais, entao, paran
grande a moda de S,, é np.

Exemplo 3.1. A posicdo da particula no Exemplo 2.6 apds o n-ésimo lancamento da moeda pode
ser indicada por uma varidvel aleatdria Z cuja distribuicdo depende de S. De fato, defina

Vi = 2X;,—1, parai =1,2,... (36)
zZ = > (37)
=1

Vemos que os valores de Y; sGo +1 ou —1. Vamos supor que a probabilidade da moeda dar cara
seja p, entdo a particula anda para a direita com probabilidade

p=P0Qi=+1)

e apods n lancamentos a posicao da particula serd dada por Z. Note que

n

Z:iyi:Z[QXi—l]:28—n. (38)
=1

i=1
Além disso, a distribuicdo de Z é

P(Z=m) = P2S=m+n)
m+n
pr— ]P p—
(s-157).
para cada m € Z.

Em particular, Z € um passeio aleatdrio, e

E[Z] = 2np—n=n(p—q), (39)
VAR(Z) = 4np(1—p). (40)

Note também que a moda de Z é n(p — q).

1 Formalmente seria necessario considerar o espaco amostral {2 = B> formado por sequéncias infinitas, porém o
detalhamento do espaco de probabilidade decorrente foge ao escopo do texto.

14
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3.2. Distribuicao Multinomial

A distribuicao multinomial generaliza o desenvolvimento da binomial, podendo modelar
um experimento também dividido em n ensaios repetidos identicamente, mas neste caso em
cada um dos ensaios podemos obter £ resultados distintos (cada um com probabilidade p; de
acontecer, 1 < < k).

Para definir o espaco de probabilidade, fixe um conjunto M com k elementos, M =
k

{my,ma, ..., my}, bem como fixe k nimeros reais p;, 0 < p; < 1, tais que ij =1.0
j=1
espaco amostral serad o conjunto 2 de todas a n-uplas (wy,...,w,) em que w; € M. Note,

portanto, que 2 = M™ é discreto com cardinalidade k™. O espaco de eventos F sera dado pela
colecao de todos os subconjuntos de €2, isto é, F = 29,

A medida de probabilidade P sobre F sera dada da seguinte forma. Fixe w = (w1, ...,w,) €
() e suponha que m; ocorra i; vezes, ms ocorra i, vezes, e assim sucessivamente. Entao

P ({w}) = pipk -+ pit.

Para cada j tal que 1 < j < £, definimos a variavel aleatéria S; : 2 — R, que para cada
w = (wi,...,w,) conta o nimero de vezes que m; ocorre em w, isto &,

Si(w) = 3 Tpn (@)

O evento [S; = i1, ..., Sk = ix] significa o conjunto de todas as n-uplas em que m; ocorre
i1 vezes, my ocorre i, vezes, e assim por diante. A distribuicdo de (S, . .., S;) é dada por

n!

21!22!"'Zk!

O vetor aleatério (Sy, . . ., S;) tem distribuicio multinomial. O valor esperado de gj é dado
por

E[S;] = np;,

a variancia, por B
VAR(S;) = np;(1 — p;),

e a covariancia entre §u e :SVU, por
C@VAR(gu, §v) = —NPuPo,

(ver (OLIVEIRA; SILVA, 2018)). Note que cada §] tem distribuicao binomial.

4. PROCESSOS MULTIPLICATIVOS ALEATORIOS

Nesta secdo vamos apresentar algumas propriedades estatisticas do produto de n variaveis
aleatérias. Esse € um dos temas abordados no artigo (REDNER, 1990).

15
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Como vimos na subsec¢ao 2.5.1 o TCL, dentro de determinadas condi¢ées, pode ser utilizado
para se apreender o padrao assintético da soma de varidveis aleatorias. Decorre que os processos
aditivos estdo cercados de vérios estudos. Por outro lado, os processos multiplicativos, apesar
de importantes, tém sido pouco estudados, pois ndo possuem uma versao do TCL que permita
estudar seu padrao assintotico e fazer inferéncias.

Uma forma de tentar entender o comportamento assintético da distribuicao do produto P,
de n variaveis é analisando o logaritmo do produto, In PP,,. Este processo transforma o produto
de variaveis aleatérias numa soma dos logaritmos destas variaveis. Porém, mesmo que esta
soma atenda as condicoes de alguma versao do TCL, hd uma perda de informacoes sobre os
momentos mais extremos dos produtos e o comportamento do processo frente a eventos raros
fica ofuscado.

Muitos modelos mateméticos sdo dados em termos de equacoes de recorréncia a tempo
discreto (JESUS, 2016). Quando os coeficientes sdo aleatérios, podemos ver que a solucio é um
processo multiplicativo. Considere, por exemplo, a equacao a tempo discreto

Yiy1 = a;y; + by,

onde y; € a sequéncia a ser determinada, a;, b; sao em geral sequéncias aleatorias de numeros
reais, parat = 0, 1, . ... A solucdo da equacao no tempo n + 1 pode ser escrita como

Ynt1 = Hai yo+z Hai bj—1,
i=0 j=1 Li=j

em que se observa o produto de variaveis aleatorias.

Um exemplo especifico de aplicacdo deste modelo é o fracionamento de rochas (REDNER,
1990). Neste caso, ponha b; = 0 e considere que y; € o tamanho de uma rocha no i-ésimo
estagio de sua fragmentacdo. Entao a; é o fator de reducao da rocha entre os estagiosie + 1
e o tamanho da rocha na n-ésima iteracao fica dado por

n—1
Yn = H a; | Yo-
i=0
Uma outra questao que pode surgir é reiniciar o processo multiplicativo para gerar distri-
buicdes estacionarias (MANRUBIA; ZANETTE, 1999). Como ja abordado, o processo ;.1 = a;¥;
permite, dentro de determinadas condicoes, que se conclua sobre a convergéncia de In y; para
uma distribuicdo log-normal? porém dependente do tempo, ou seja, ndo estacionaria. Contudo,
considerando que o produto acumulado y; 1 possa ser reiniciado, isto é, a cada etapa do pro-
cesso, Y;11 = Yo com probabilidade q ou ;.1 = a;y; com probabilidade 1 — ¢, entdo o sistema
pode desenvolver uma distribuicao estacionaria. Esse modelo de processo multiplicativo, com
possibilidade de reinicio, sera tema para pesquisas em trabalhos futuros.
A seguir iremos focar o estudo nos processos multiplicativos binomiais e em seguida gene-
ralizar para os processos multiplicativos multinomiais.

4.1. Processo multiplicativo binomial

Fixe um namero n € N, dois nimeros reais distintos by, by, > 0 e um numero real p,
0 < p < 1. Defina também ¢ = 1 — p. Estabelecemos o espaco de probabilidade (2, F,P),

2 Uma variavel aleatdria X tem distribuicdo log-normal se Y = log(X') tem distribuicdo normal.

16
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onde () é o conjunto de todas a n-uplas (wy, . ..,w,) em que w; € {b;, by} e F é a colegio de
todos os subconjuntos de 2. A medida de probabilidade IP sobre F é dada da seguinte forma.
Fixew = (w1, ...,w,) € Q esuponha que b; ocorra i vezes em w (consequentemente b, ocorre
n — 1 vezes). Entao definimos

P ({w}) = p'(1—p)"~".
Agora vamos definir a variavel aleatéria P : 2 — R, que para cada w = (wy,...,wy)
calcula o produto wyws . . . w,, isto €,

Vamos calcular a distribuicio de P. Note que o evento [P = b’b5 "] representa as amostras
w € {2 em que by ocorre i vezes. A quantidade dessas amostras é, portanto, (n) Logo

7
n

pP =ttty = ()

Assim como na Secao 3.1, podemos definir a variavel aleatéria S que conta a quantidade de
vezes que by ocorre. Sendo assim, a distribuicado de S é dada por

P(S =1i) = (7?>p"(1 —p)" . (42)

1

Vemos, portanto, que P e S tém a mesma distribuicido e as duas variaveis se relacionam
pela equacao

b S
P =S = (b—;) by (43)

No entanto, claramente seus valores esperados sao diferentes. De fato, vamos calcular o valor
médio do produto P. Temos, por definicao,

E[P] = > biby P(P =0ib;")
=0
_ Z bzlbg—z ( ‘>pzqn—z
i=0 v
n n . .
= 3 (1) o) ey

=0

Pelo Teorema do Bindmio de Newton temos que
E[P] = (pb + qb2)", (44)

que difere de E[S] = np.
E facil de ver que o k-ésimo momento de P decorre de uma simples generalizacdo do
procedimento anterior. Temos
E[PY = > (bibs ) P(P = b5 )
i=0
= (pby + qb5)".

17



RMAT V. 1,N.1 | 2024

Em particular o segundo momento é dado por
E[P?] = (pbf + qb3)", (45)
e a variancia,
VAR(P) = (pbi + qb)" — (pbr + qba)™". (46)

A Moda de P é obtida observando-se a distribuicdo dos valores de P e identificando o
valor que tem maior probabilidade de ocorrer, assim como acontece com a varidvel S. Como
M(S) = i* entdo, pela equacéo (43) temos

M(P) = b by (47)

Lembrando, agora, que no final da Secao 3.1 utilizamos o TCL para aproximar a moda de S por
np, entdo podemos dizer que, para n grande,

M(P) = bi"by". (48)
Vamos resumir estas propriedades em uma proposicao.

Proposicao 4.1. A média, a varidncia, o k-ésimo momento e a moda de P sdo dados, respecti-
vamente, por

E[P] = (pbi+ qb2)" (49)
VAR(P) = (pb; + qb3)" — (pb1 + qbs)*" (50)
E[P*] = (pby + qbb)" (51)
M(P) = b7"by". (52)
Observacio 4.1. E interessante notar que
E[P] = E["7] (53)
M(P) = eFin7) (54)

A primeira igualdade é dbvia. Jd a segunda surge porque In P representa a soma de n varidveis,
cada uma com média pIn b, + ¢ In by. Ou ainda visto de outra forma, pela equacdo (43) temos
que

InP=8n (2—;) + In(b3). (55)
Calculando a média temos
E[lnP] = E[S]In (Z—;) + In(b5), (56)
0 que acarreta
E[lnP] = n(plnb; 4+ glnbs). (57)

Desta expressdo calculamos a exponencial e obtemos

eE[ln Pl en(p Inbi+qlnbo)

6ln b?p—i-ln b;lq
nping
bl b2 )
0 que corresponde a moda de P.

18
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Exemplo 4.1. Considere dois jogadores disputando uma sequéncia de n partidas do jogo Par ou
impar. Existem apenas dois resultados possiveis: ganhar ou perder. A cada partida, o ganhador

multiplica sua pontuacdo por 2 e o perdedor multiplica sua pontuacéo por 3 A pontuacdo inicial
1
de ambos é 1. Vamos colocar, entdo, by = 2 e by = 5 e, supondo que a probabilidade de sair

. . . 1
par ou sair impar € a mesma, entao teremosp = q = —.

A pontuacao do primeiro jogador depois de n partidas serd o produto P referente aos seus
ganhos ou perdas nas n partidas.

1
e Apds a 1¢ partida, seu ganho serd 2 ou o havendo apenas uma chance de resultar

1
em 2 e uma chance de resultar em 5

1
e Apds a 2% partida, seu ganho serd 4, 1 ou T havendo uma chance de resultar em 4,

1
uma chance de resultar em 1 e duas chances de resultar em 1.

1 1
e Apds a 3“ partida, seu ganho serd 8§, 2, 5 ou 3’ havendo uma chance de resultar em {,
1
uma chance de resultar em 3 trés chances de resultar em 2 e trés chances de resultar

1 . .
em 5 E assim por diante.

A Tabela 2 mostra as possibilidades de atingir os ganhos para o primeiro jogador até a 6* partida.
Analogamente ao Exemplo 2.6, essas possibilidades estao relacionadas a numeros binomiais.

TABELA 2.
Numero de possibilidades de atingir certos ganhos para o primeiro jogador.

Ganho
I T TTTTTT1

Partida almlslzsl il 11214 |8]16|32|64
0 (inicial) 1

14 1 1

2¢ 1 2 1

3¢ 1 3 3 1

4° 1 4 6 4 1

5% 1 5 10 10 5 1

6" 1 6 15 20 15 6 1

19



RMAT V. 1,N.1 | 2024

O valor médio do produto fica

EP] = (p-bi+q-b)"
(L 1y
2 2 2

5 n
— (Z) — en~ln(%)‘

Jd a moda (ou valor mais provdvel) € dado por

M(P) = (b1b3)"

Em geral, o ganho P é dado por
P — 228—71, — 22
para Z como no Exemplo 3.1.
Observacgao 4.2. E[P] cresce geometricamente com n sempre que pb; + (1 — p)bs > 1, ou seja,

quando
1—by

by — by

p>

1
Exemplo 4.2. Note que no casoem que b; = 2e by = oL como no Exemplo 4.1, basta que p seja
. 1 . "
maior do que 3 para termos E[P] com crescimento geométrico com n.

1
Quando observamos a Moda, no caso em que by = 2 e by = oL temos

n—p
M(P) =2 (%) = on(=1),

1
Assim a Moda serd menor do que 1 no caso em que p < 3
Em vista do valor de p podemos classificar o comportamento do experimento em funcgdo de
n crescente. Veja a Tabela 3.
Observe a regido de valores para p entre 3 €5 onde o comportamento de E[P] e M(P) sdo

dispares. Como M(P) representa o valor mais provdvel, uma pequena amostra do experimento
possui grande chance de conter as sequéncias que decrescem geometricamente, porém a medida
que a amostra cresce o efeito das sequéncias pouco provaveis mas com valores extremos se
acentua e comecga a interferir em E[P].

20
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TABELA 3.
Comportamento do experimento em funcio de . grande.
E[P] M(P)
0<p< % decresc. geom. | decresc. geom.
p= % constante decresc. geom.
% <p< % cresc. geom. | decresc. geom.
p = % cresc. geom. constante
% <p<1/| cresc.geom. cresc. geom.

4.1.1Esperanca condicional

Agora vamos definir uma sequéncia de variaveis aleatérias em €2 que representam os
produtos parciais dos w; nos m primeiros ensaios. Paracadam € {1,...,n},sejaP,, : 2 - R
a funcdo dada por

Pm(w) = ﬁwia
=1

paracadaw = (wy,...,w,). Seemws - ...-w,, ovalor de b; ocorrer i vezes e o valor b, ocorrer
m — ¢ vezes, entdo

P (w) = bib5 .
O evento [P,, = b.b5"] significa o conjunto de todas as n-uplas em que b; ocorre i vezes nas
primeiras m coordenadas. A distribuicao de P,,, é dada por

o (.)p’(l—p)m ', osei<m
P(Py = by ) = ¢\ (58)
0, sei>m
paracadai € {0, 1,...,n}. Note, portanto, que P,, e S, (definido na Se¢ao 3.1) tém a mesma

distribuicdo. Além disso observe que P,, = P.
Estamos interessados no comportamento de P,, condicionado ao que sabemos sobre P,,,,
param < n. Paraisso vamos calcular

E[Pol P = 065 ~7) = 3 0565~ P(P,, = b3 [P, = blby ) (59)
=0

Como P,, e S,, tém a mesma distribuicio, entdo os eventos [P,, = b/b5" 7] e [S,, = j] sd0
iguais. Assim

i=0
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Aplicando a Proposicao 3.2 temos

n—m-4j
i m—j ign—i (VT MY 4 n—m—i+j
B[P P = b1 7] = > biby (l ,)p i(1-p) +i
i=j

—J
N pitggneiog (=M —m—i
= Zb1+Jb2 J( . >p2(1 _p>n m—i
=0
'mf'n_m n—m i n—m-—i
SN U o (g [ALRS
=0

= Wby [pby + (1 — p)ba]™ ™

Dai vemos que E[P,|P,, = bjb,"’] sofre maior influéncia de pb; + (1 — p)b,, quando n cresce.
Para ilustrar a conclusao deste resultado, vamos fazer um exemplo numérico.
1

. 1
Exemplo 4.3. Fixeb; = 2, by = 3 ep= 5

E P,

m—j
P =2 (1) ] = E[Pu|Ppn =277

2
_ o (2}
4

Ocorre que, ndo importa o valor inicial ao qual 'P,, esteja condicionado, o valor esperado cresce
exponencialmente com n.

Com isso ilustramos o fato de sequéncias pouco provaveis influenciarem sobremaneira a
média, e como o processo multiplicativo em si pode ocasionar valores extremos.

Observacao 4.3. Note que a varidvel In P apresentada na Observacao 4.1 e calculada a partir
da equacao (55) tem distribuicdo normal com média dada pela equacédo (57) e variancia dada
por

2
VAR(InP) = np(1 — p) {ln (%)} . (61)
2
Além disso, como In P resulta de um passeio aleatdrio, entdo podemos utilizar o TCL para inferir
sobre o comportamento assintético de In P para n grande. Porém, a informacdo obtida para
In P a partir do TCL ndo contém os efeitos que sequéncias pouco provdveis com valores extremos
tém sobre o produto P. Para mais detalhes sobre o efeito dos eventos raros sobre os momentos
de P, ver (REDNER, 1990).

4.2. Processos multiplicativos multinomiais

Finalizando esta secao, vamos tracar agora as linhas gerais dos processos multiplicativos
multinomiais, comentando sobre o comportamento do produto P frente sua média e moda.
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4.2.1Processo multiplicativo trinomial

No caso de um processo multiplicativo trinomial, fixamos trés nUmeros distintos mq, msy, mg >
0, bem como 3 nameros reais 0 < p1, ps, p3 < 1, tais que p; + p2 + p3 = 1. No modelo, m;
ocorre com probabilidade p;, para: =1, 2, 3.

Fixe n € N. O espaco amostral serad o conjunto € de todas a n-uplas (wy, . ..,w,) em que
w; € {my, ma, m3}. O espaco de eventos F serad dado pela colegao de todos os subconjuntos
de Q, isto é, F = 2. A medida de probabilidade PP sobre F sera dada da seguinte forma. Fixe
w= (wy,...,w,) € esuponha que m; ocorra i, vezes, mao, iz Vezes € mg, iz vezes. Entdo

P ({w}) = pipip¥,

onde iy + i3 + i3 = n.
De forma analoga ao processo multiplicativo binomial, vamos definir a variavel P que
retorna o produto aleatério de my, my € ms. Se w = (wy, . .., w,) entdo

P(w) = wiws - - - wp.

O evento [P = mi'msmy}| significa o conjunto de todas as n-uplas em que m; ocorre i, vezes,

mae, iy VEZES € M3, 13 vezes. No total ha n-uplas nesse evento. Portanto

111i9043!

P(P = mi'mimg) = ———— PRERIAY VLR (62)
11:12:13:
Para calcular o valor médio do produto, E[P], calculamos a média sobre todos resultados
possiveis:
n n—1i
E[P] = 3> mimymy T PP = mitmimy )
11=012=0

n n—i

. i1 4o M—i1—io 91 i n—i]—is
- E E e : — P P5 DS mi.mg.my
i1lig!(n — 11 — ia)!

11=0 i12=0

n n—ij

) . . o
= Z Z — F(p1ma )"t (pama)™ (p3ms)™ ™" 7,
11:192. )

(’I’L-Z&-ig

11=0 i2=0
e pelo Teorema Multinomial (Teorema 2.1) obtemos
E[P] = (p1m1 + pama + psms)". (63)

Para calcular a moda de P (ou o valor mais provavel do produto de n fatores), observamos
qgue P pode ser escrito como

P = m{'mS*mse.

Sendo o valor mais frequente de :S’VJ igual a np;, entdo

M(P) = mil mi i = (! mfmb?)”. (64)
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Exemplo 4.4. Vamos considerar a seguinte situacdo: dois jogadores estédo disputando uma
sequéncia de partidas do jogo Pedra, Papel e Tesoura. Existem 3 resultados possiveis: ganhar,
empatar ou perder. O jogador multiplica sua pontuacao por 2 quando ganha, multiplica por

1
5 quando perde e, em caso de empate, multiplica sua pontuacdo por 1. Considere m; = 2,

1
my=1lems= 5 Supondo que as probabilidades de ganhar, perder ou empatar sao iguais,

. 1
entao p; = py = p3 = 3

O valor médio do produto serd

E(P) = (pimi + p2.ma+ psms)"

- 12+11+11n
— \37 "3 32

7 n
- (§) —ev

que cresce geometricamente com n. O valor mais provavel serd

J— P1 p2 p3\n
M(P) = (mi'my*m3?)
1 n
1\ 3
2
Vemos, assim, que os eventos pouco provdveis afetam muito a média.

4.2.Processos multiplicativos multinomiais

Neste caso generalizado, fixe k£ nimeros distintos my, mo, ..., my > 0, bem como k£ nime-
k

rosreais 0 < py,...,pr < 1, tais que ij = 1. Neste modelo, m ocorre com probabilidade
7=1

p1, Ma, com probabilidade p, e assim por diante. O espaco amostral sera o conjunto 2 de todas

an-uplas (wy, ..., w,) emquew; € {my, ma, ..., my}. Amedida de probabilidade IP sera dada

da seguinte forma. Fixe w = (wy, ..., w,) € € e suponha que m; ocorra i; vezes, ms, 0COrra is

vezes, e assim sucessivamente. Entao

P ({w}) = pips - - pi.
Definimos a variavel aleatéria P por
Pw) =wi...wy,

sendo que o evento [P = m7' ... m}], que reline todas as n-uplas em que m; ocorre i, vezes,
Moy 0COrre i, vezes, e assim por diante, tem probabilidade

n!

o i1 T\ 01,02 e ik
P(P=mi...m}) = il!igl-”ik!pl Dy Dy - (65)
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O valor médio do produto P é
E(P) = (pimq+pamg+ -+ ppmy)"” (66)
e o valor mais provavel é

M(P) = miP'miP . i = (mlme . ml )", (67)

5. PROPOSTA DE APLICACAO EM SALA DE AULA

Nessa secao apresentamos uma proposta de atividade para ser desenvolvida em sala de
aula a partir do 7° ano do Ensino Fundamental, pois os alunos deverao ter uma prévia nocido de
probabilidade. A atividade terd como base o jogo do Par ou impar apresentado na referéncia
(BORGES, 2014). O sistema de pontuacao terad um processo aditivo e um processo multiplicativo
para que os alunos possam observar principalmente o comportamento extremo que o processo
multiplicativo pode ter, atingindo valores extremamente altos (ou extremamente baixos).

5.1. Jogo do par ou impar

Essa atividade sera dividida em algumas etapas e em cada etapa faremos sugestoes de
guestionarios que poderao ser aplicados aos alunos complementando a atividade.

5.1.1.1* etapa (processo aditivo):

Os alunos serdo informados sobre as regras do jogo e em seguida responderao ao questio-
nario inicial (opcional).

Regras do jogo:

e A turma deverd ser dividida em duplas para a realizacao das atividades.

e Os jogadores deverao escolher entre par ou impar e a escolha nao podera ser alterada
durante a realizacdo das partidas do jogo.

e O jogo terd um total de 25 partidas (ou mais). Em cada partida, os jogadores deverao
indicar, com os dedos, os nimeros de 1 a 5. Se a soma dos nimeros indicados
pelos jogadores for par, ganhara a partida o jogador que escolheu par, caso contrario
ganhara o jogador que escolheu impar.

e Cada jogador terd uma pontuacao inicial, por exemplo igual a 10. Em caso de vitoria,
o jogador somara 1 ponto a sua pontuacao. Em caso de derrota, o jogador perdera 1
ponto de sua pontuacao. Utilizar as tabelas da Figura 1 para anotar a pontuacao no
decorrer do jogo.
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Jogo do Par ou impar
Jogadores Partidas
Inicio 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10 11 12
10
10
Jogo do Par ou impar
Jogadores Partidas
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Figura 1. Tabela para anotag¢oes da pontuacao de cada jogador

e O vencedor do jogo sera o jogador que obtiver a maior pontuacao ao final das 25
partidas.

Sugestoes de perguntas para o 1° questionario:

a. Alguma vez vocé ja jogou par ou impar onde nao era permitido indicar o nUmero 0?

b. Vocé acha que o fato de ter excluido o “zero dedos” das opcdes muda a probabilidade
de sair par ou sair impar?

c. Se vocé acha que as probabilidades de sair par ou sair impar sao diferentes, entao
qual das opcdes tem maior probabilidade?

5.1.22° etapa (processo multiplicativo):

Para a segunda etapa, havera apenas uma alteracdo nas regras do jogo (sobre a pontuacio).

Regra especifica da 27 etapa:

e Cadajogador tera uma pontuacao inicial, por exemplo igual a 10. Em caso de vitéria, o
jogador multiplicara sua pontuacdo por 2. Em caso de derrota, o jogador multiplicara
sua pontuacado por um meio.

Sugestoes de perguntas para o 2° questionario

a. Vocé acha que esse sistema de pontuacao apresentado (dobrar ou dividir por 2) é
bom para os jogadores?

b. Se vocé pudesse escolher entre o sistema de pontuacao apresentado na 1* etapa ou
o sistema apresentado na 2? etapa, qual vocé escolheria?
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5.1.3Etapa final

Depois que os alunos concluirem as duas etapas do jogo do par ou impar sera realizado
o questionario final, caso o professor tenha optado pela realizacdo dos questionarios. Em
seguida o professor podera realizar os calculos das probabilidades de sair par ou de sair impar
juntamente com os alunos.

Sugestoes de perguntas para o questionario final:

a. O vencedor do jogo escolheu par ou impar?

b. Apoés jogar as 25 partidas, vocé acha que o fato de ter excluido o “zero dedos” das
opcoes mudou a probabilidade de sair par ou sair impar? Vocé conseguiria calcular
essas probabilidades?

c. Depois da experiéncia, vocé acha que esse sistema de pontuacio apresentado (dobrar

ou dividir por dois) € bom para os jogadores? Por qué?

5.1.4Cdlculo da probabilidade do Jogo par ou impar excluindo “zero dedos”

Resultados possiveis: C ={(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (3,
1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5)}.

Podemos verificar que dos 25 resultados possiveis 13 sao pares e 12 sdo impares. Ou seja,

13 12
a probabilidade de sair par é de % ou 0, 52 e a probabilidade de sair impar é de % ou 0, 48.

Suponha que estejamos analisando o ganho do jogador que escolheu par durante todo o
jogo. Apébs n partidas, na etapa 1, seu ganho serd Z + 10, sendo o valor médio igual a moda e
ambos iguais a

E[Z 4+ 10] = n(0,52 — 0,48) + 10 = 0,04n + 10.

Na etapa 2, o ganho sera 10P. O valor médio sera
1 n
E[10P] = 10 (0, 52 X 240,48 x 5)
= 10(1,28)"

e a moda,

0,487 ™
M(10P) = 10 [20752 (%) ]

= 10.2%0",
O sistema de pontuacao na 2¢ etapa é muito mais vantajoso para o jogador que escolheu

par, pois os ganhos tendem a ser muito altos em média, apesar do valor mais frequente ser
decrescente com n.
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6. CONCLUSAO

Nesse trabalho discutimos o comportamento assintético dos processos aditivos aleatoérios
e dos processos multiplicativos aleatérios. Sobre os processos aditivos mostramos a relacao
entre passeio aleatério e o Teorema Central do Limite. Sobre os processos multiplicativos,
especificamente os binomiais e multinomiais, desenvolvemos algumas propriedades estatisticas
importantes como a média, a variancia, o k-ésimo momento e a moda, enfatizando a influéncia
de eventos extremos.

Elaboramos, também, uma atividade para ser trabalhada em sala de aula, que contém
um processo aditivo e um processo multiplicativo. A atividade foi pensada em ser aplicada a
partir do 7° ano do ensino fundamental e exige apenas conhecimentos basicos como adicao de
ndmeros inteiros, multiplicacdo de nimeros racionais e calculo de probabilidade. A atividade
tem como base o jogo do par ou impar, mas com dois diferenciais: (1) os jogadores ndo poderiam
jogar com o “zero dedos” a fim de que as probabilidades de vitéria fossem diferentes de 0,5; (2)
haviam dois tipos de pontuacoes, um envolvendo um processo aditivo e outro envolvendo um
processo multiplicativo. A atividade, que deveria ser realizada de forma presencial, ndo pode
ser executada devido a ocorréncia da pandemia de Covid-19, obrigando as aulas do ano letivo
de 2020 serem remotas.
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