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Resumo

Este trabalho é baseado na dissertacdo de mestrado de Nathdlia Cdssia Leal de Deus, defendida pelo Mestrado
Profissional em Rede Nacional no Campus Alto Paraopeba da UFSJ, PROFMAT/CAP, em setembro de 2023 (DEUS;
OTTONI; OTTONI, 2023). O presente artigo tem como objetivo apresentar a dlgebra dos nimeros terndrios, um
conjunto numeérico tridimensional andlogo ao conjunto dos niimeros complexos. Primeiramente sdo relembradas
algumas estruturas algébricas elementares como grupos, subgrupos, anéis, ideais e corpos. A seguir, apresenta-se
0s huiimeros complexos com suas propriedades bdsicas, e verifica-se a estrutura algébrica dos mesmos. Apds um
breve estudo sobre os numeros complexos, sGo apresentados os numeros terndrios, onde € utilizada a analogia com
o conjunto dos nimeros complexos para facilitar a leitura e apresentacdo do tema. Para um maior aprofundamento
do estudo do conjunto dos numeros terndrios, € estudada a estrutura algébrica desse conjunto, a fungGgo mddulo
cubico e a propriedade de composicédo desse mddulo, a forma normal e uma representacdo matricial dos terndrios,
e sdo analisadas algumas propriedades de um curioso polinémio de terceira ordem intimamente relacionado a este
conjunto. O ultimo capitulo trata de uma atividade aplicada e outra atividade proposta para a utilizacdo de temas
de dlgebra abstrata para alunos de Ensino Médio. Finalmente, uma conclusdo e algumas perspectivas futuras
sobre o trabalho sdo apresentadas.

Palavras-chave: Estruturas Algébricas, Niimeros Complexos, Niimeros Terndrios, Mddulo ctibico, Algebra abstrata
no Ensino Médio, Polinémio 23 + y® + 23 — 3xyz.

1. INTRODUCAO

O processo que levou a introducao de um ponto de vista verdadeiramente abstrato em
algebra teve inicio em 1815, quando varios mateméticos da Universidade de Cambridge, como
Charles Babbage (1792-1871), George Peacock (1791-1858) e John Herschel (1792-1878) fundaram
a Analytical Society, uma sociedade cuja finalidade imediata era reformar o ensino do calculo,
adotando as notacoes em uso no continente. Porém, sua contribuicdo fundamental foi repensar
e discutir os fundamentos da algebra.

Séculos antes, quando a ciéncia europeia ainda discutia a possivel validade do emprego
de nimeros negativos ou irracionais, apareceram no mundo matematico os nimeros que hoje
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chamamos de complexos. Rafael Bombelli introduziu procedimentos matematicos que usavam
a raiz quadrada de menos um de maneira a resolver equacoes de terceiro grau em seu trabalho
LAlgebra, de 1572, apds os contatos iniciais de outro matematico italiano, Gerolamo Cardano
com os nimeros complexos, no seu Ars Magna, de 1545.

Em 1830, Peacock publicou seu Treatise on Algebra onde tenta dar a esta disciplina uma
estrutura l6gica comparavel a dada a geometria nos Elementos de Euclides; isto é, apresenta-la
como o desenvolvimento abstrato das consequéncias de um certo conjunto de postulados. A
obra, que fora ampliada a dois volumes até 1845, marca o verdadeiro inicio do pensamento
axiomatico em algebra. No primeiro volume, Peacock tenta exibir as leis fundamentais da arit-
mética, trabalhando apenas com niimeros e dando aos simbolos + e — apenas o seu significado
ordinario. Augustus de Morgan e outros matematicos do século XIX também apresentaram
enormes contribuicoes para o inicio do pensamento algébrico abstrato, porém William Rowan
Hamilton, inspirado pela beleza e poder da analise complexa recentemente desenvolvida, pro-
curava por algum tipo de “nimero complexo generalizado”, que poderia descrever de maneira
natural a matematica e a geometria dos espacos tridimensionais, papel equivalente ao dos
numeros complexos com o espacgo bidimensional. Hamilton perseguindo esse objetivo, através
do desenvolvimento dos quatérnions, um novo conjunto numérico quadridimensional, onde a
multiplicacdo ndo é comutativa, leva a algebra abstrata mais além (POLCINO, 2004). Cerca de
dois meses apds receber uma carta do Hamilton, anunciando a descoberta dos quatérnions,
em 1843, o matematico John Graves descobriu os nimeros octodimensionais denominados
octonions, que nao obedecem a propriedade da associatividade da multiplicacdo. Os octonions
foram redescobertos por Arthur Cayley em 1845.

Ainda que o trabalho de Hamilton com os quatérnions tenha levado a uma ampliacao da
investigacao e do estudo de estruturas algébricas mais abstratas, sua meta inicial fora frustrada
por pelo menos um ponto essencial: Se sdo os quatérnions andlogos multidimensionais dos
complexos, a dimensionalidade ndo muda de duas para trés dimensées, mas de duas para
quatro!

Acontece que, como acabou por ser visto, ha uma maneira natural de se construir versoes ge-
neralizadas dos nimeros complexos em espacos reais de n dimensdes (FLEURY; TRAUBENBERG;
YAMALEEV, 1993; FLEURY; TRAUBENBERG; YAMALEEV, 1995) sem perder certas propriedades
basicas, como a comutatividade e associatividade, ao custo de outras, como a divisibilidade. O
caso mais simples dessas generalizacdes ocorre paran = 3.

Os chamados numeros ternarios, ou tricomplexos, ou complexos ternarios; nimeros com-
plexos de trés dimensodes, foram introduzidos em uma série de estudos relativamente recentes
(LIPATOV; TRAUBENBERG; VOLKOV, 2008; OLARIU, 2000), embora os primeiros passos nessa
direcdo tenham sido dados ha muito mais tempo. Por exemplo, como primeiro passo em direcao
a uma extensao dos nimeros complexos, em uma série de artigos, os matematicos estudaram
um espaco tridimensional com comprimento de arco dado pela férmula clbica definida por
d?s = d3x + d3y + d*z — 3dxdydz. Esse estudo foi iniciado pelo matematico francés P. Appell
(APPELL, 1877b; APPELL, 1877a), escrito em 1877, onde ele introduz uma certa generalizacao das
funcdes trigonométricas usuais relacionadas com esse comprimento de arco. Entdo décadas
depois, as propriedades geométricas desses espacos tridimensionais foram primeiro estudadas
por P. Humbert em uma série de artigos (HUMBERT, 1942; HUMBERT, 1940; HUMBERT, 1949)
e por J. Devisme (DEVISME, 1933; DEVISME, 1929), entretanto todos esses resultados foram
obtidos sem o uso explicito de algum tipo de extensao de niimeros complexos, com excecao de
uma pequena observacao feita pelo proprio Appell, em seu primeiro artigo (APPELL, 1877b).
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Os nimeros ternarios estao sendo investigados na Fisica Teérica nos Gltimos anos porque,
aparentemente estao relacionados com algumas simetrias da fisica de alta energia, possibilitando
uma maneira diferente de compreender fendmenos que envolvem os problemas dos chamados
nameros quanticos de cor, que sdo trés, e das trés geracoes, ou familias de particulas elementares
do Modelo Padrdo (KERNER; SUZUKI, 2014; KERNER, 2017; KERNER, 2018a; KERNER, 2018b;
KERNER, 2019; KERNER, 2023; KERNER; LUKIERSKI, 2019; KERNER, 1991; KERNER, 2010; KERNER,
1992; ABRAMOV; KERNER; ROY, 1997).

O presente trabalho tem como objeto de estudo principal os niUmeros ternarios. Para uma
melhor compreensao do leitor, utiliza-se uma analogia com o conjunto dos nimeros complexos
sempre que possivel, assunto de estudo de um capitulo anterior. Este trabalho é apresentado
de forma a gerar uma compreensao mais didatica da algebra abstrata e portanto apresenta-se
primeiramente as estruturas algébricas elementares definidas como grupos, subgrupos, aneis,
subaneis, ideais, dominios de integridade, corpos. Utiliza-se o conjuntos dos niimeros complexos
para explorar a questao das estruturas algébricas e por fim aplica-se essas mesmas definicoes
aos numeros ternarios.

O estudo apresentado no capitulo sobre os nimeros ternarios procura explorar a riqueza de
estruturas da algebra abstrata envolvida nesse conjunto, demostrando de maneira formal, mas
acessivel, muitas das caracteristicas e propriedades do novo conjunto apresentado, além disso
explora a intrigante relacdo com o curioso polinémio cubico 23 + 3% + 23 — 3zyz, revelando
o papel de uma superficie cibica muito peculiar denominada Esfera de Appell na estranha
geometria sistematizada pelos ternarios.

Por fim, apresenta-se uma aplicacao realizada em sala de aula, e uma proposta de atividade;
de alguns dos conceitos de algebra estudados, por meio da representacao matricial dos nimeros
complexos, verificando que a mesma representa um grupo.

2. ESTRUTURAS ALGEBRICAS ELEMENTARES

Um dos pilares da matematica moderna é a algebra, uma grande area da matematica que
se desenvolveu através dos esforcos de matematicos como Karl Weierstrass, Georg Cantor,
Leopold Kronecker, Richard Dedekind, Karl F. Gauss, Niels H. Abel, Augustin Cauchy e etc, que
empreenderam a ardua tarefa de estabelecer uma fundacdo mais rigorosa ao conceito de
numero. Com o tempo as ideias e os conceitos da algebra foram sendo ampliados, se tornaram
mais gerais, consistentes e abstratos, e hoje essa area contém toda uma classe de estruturas
algébricas como os chamados grupos, aneis, corpos, dominios de integridade, ideais e etc.
Algumas dessas estruturas serdo consideradas nesse capitulo. O caso essencial do corpo dos
numeros complexos é estudado no terceiro capitulo, e partindo dos niimeros complexos como
um prototipo de conjunto numérico, o quarto capitulo apresenta o conjunto dos nimeros
ternarios.

2.1. Grupo

O conceito de grupos é uma das ferramentas mais utilizadas na matematica moderna.
Dentre as diversas areas da ciéncia nas quais este conceito é fundamental estdo incluidas a
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teoria quantica de campos, a fisica da matéria condensada, no estudo das estruturas atbmica e
molecular, e significativamente na cristalografia, além do préprio estudo da algebra abstrata
na matematica moderna, onde tal conceito é utilizado para a construcao de outras estruturas
algébricas, como anéis, corpos, e espacos vetoriais, uma vez que estes podem ser vistos como
grupos dotados de operacdes e axiomas adicionais.

A primeira grande fase da teoria dos chamados grupos finitos atingiu o seu apice no periodo
imediatamente antes da Primeira Guerra Mundial, com os trabalhos do alemao Ferdinand
Georg Frobenius (1849-1917), do inglés William Burnside (1852-1927) e do bielorrusso Issai Schur
(1875-1936). Depois de 1928, novas e decisivas contribuicoes foram feitas pelo também inglés P.
Hall (1904-1982), pelo alemao H. Wielandt (1910-2001) e, na area das representacdes de grupos,
pelo também alemao Richard D. Brauer (1901-1977). A classificacdo completa dos grupos finitos
foi levada a cabo somente em 1982 com a participacao de centenas de matematicos, liderados
pelo norte-americano D. Gorenstein (1923-1992) (SOUZA, 2012).

Nesta secdo, certas estruturas algébricas bastante gerais munidas de apenas uma operacao
sao apresentadas. Estas estruturas sao conhecidas como grupos. Além disso, denomina-se
alguns tipos de grupos e subgrupos e apresenta-se seus respectivos exemplos e resultados para
um melhor entendimento dos contelidos abordados.

Definicdo 2.1.1. (Grupo) Seja G um conjunto néo vazio munido de uma operagao bindria (*)
fechada definida entre seus elementos

x:GxGE—G
(a,b) — axb

Dizemos que (G, *) é um grupo se as propriedades abaixo sdo vdlidas para quaisquer que
sejama, bec e G:

e i) (Associatividade): (a * b) x ¢ = a * (b* ¢),

e i) (Existéncia do elemento neutro): Existe e € G, tal que axe = exa = a, denomina-se
e por elemento neutro,

e ii) (Existéncia do elemento inverso): Para todo a € G, existeuma™' € G, denominado
elemento inversode a, talque a xa ' = a ' xa = e.

Ao estudar a teoria dos grupos é comum nos depararmos com o termo grupos comutativos.
Estes se diferenciam dos demais pela caracteristica de satisfazer a propriedade comutativa
com relacdo a operacao utilizada. Os grupos comutativos também recebem o nome de grupos
abelianos, em homenagem ao matematico noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829).

Defini¢do 2.1.2. (Grupo Abeliano) Dizemos que (G ) € um grupo abeliano quando a operagédo
que define o grupo G for também comutativa, ou seja, para quaisquer a, b € GG, tem-se a x b =
b * a.

Como exemplo, pode-se citar alguns grupos importantes, como (DOMINGUES, 2003):

e i) (Z,+): O grupo aditivo dos nimeros inteiros (comutativo) é o sistema formado
pelo conjunto dos inteiros e a operacao definida é a adicao usual, uma operacao
sobre Z, associativa e comutativa. (Q, +): O grupo aditivo dos nimeros racionais
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(comutativo) é o sistema formado pelo conjunto dos racionais Q) e a adicao usual
sobre esse conjunto. (R, +): O grupo aditivo dos nimeros reais (comutativo) é o
sistema formado pelo conjunto dos nimeros reais R e a adicdo usual sobre esse
conjunto.

e ii) (Q*,-): O grupo multiplicativo dos nimeros racionais (comutativo) é o sistema
formado pelo conjunto dos racionais Q* (racionais exceto o 0) e a multiplicagao usual
sobre esse conjunto,

e iii) (R*, -): O grupo multiplicativo dos nimeros reais (comutativo) é o sistema formado
pelo conjunto dos nimeros reais R* (reais exceto o 0) e a multiplicacao usual sobre
esse conjunto.

Nas secoes 5.1.1 e 5.1.2 é apresentada uma aplicacdo em sala de aula, com a exemplificacdo da
definicao de grupos.

Alguns subconjuntos do grupo (G, %) também podem formar um grupo com relagdo a
mesma operacao (x) definida para o grupo G, o que leva a definir os chamados subgrupos
(GARCIA; LEQUAIN, 2013):

Definicao 2.1.3. (Subgrupo) Seja (G, *) um grupo. Um subconjunto ndo vazio H de G é um
subgrupo de G (denotado por H < () quando, com a operacéo de (G, o conjunto H € um grupo,
isto €, quando as condicées seguintes sdo satisfeitas:

0) (Fechamento da operacdo em H): hy x ho € H,Vhy, hy € H,
i) (Associatividade): hy * (ho % hg) = (hq % hy) % hs,Vhy, ho, hs € H,

ii) (Existéncia do elemento neutro): 3eg € H talque ey x h = h x ey = h,Vh € H,

iii) (Existéncia do elemento inverso): Para cada h € H, existe k € H tal que h x k =
k*h=ep.

Pode-se fazer algumas observacoes com relacao a natureza dos subgrupos, que torna sua
analise mais simples:

1) A condicdo de associatividade (i) é sempre satisfeita, pois a igualdade ¢; * (g2 * g3) =
(g1 * g2) * g3 € valida para todos os elementos de G,

2) O elemento neutro ey é necessariamente igual ao elemento neutro e de GG. De fato, tomando
a € H C G, temos ey * a = a; multiplicando os dois membros da igualdade ¢! a
direita, obtemos eg = e,

3) Dado h € H, oinverso de h em H é necessariamente igual ao inverso de h em G. De fato,
sekéoinversode hem H,entiohxk = kxh =epy,logohxk =k*xh =¢, = ¢,
e portanto k é oinverso de h em G.

Como exemplo de subgrupo pode-se citar o conjunto de todos os nimeros pares, a saber,
27, = {2k|k € Z}, é um subgrupo de (Z, +).

Estruturas algébricas mais elaboradas podem ser construidas se forem incluidas mais
operacoes binarias entre os elementos do conjunto estudado. As definicdes apresentadas na
proxima secao envolvem conjuntos com duas operacoes definidas entre seus elementos, que
podem ser chamadas de adicao e multiplicacao, e as definicdes usadas sao baseados nos livros
(GARCIA; LEQUAIN, 2013) e (HEFEZ, 2011).
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2.2. Anel

A teoria dos aneis é um dos principais assuntos do campo da algebra abstrata moderna. A
origem da algebra remonta aos babilonios e o seu desenvolvimento percorreu um longo caminho
e que teve um momento importante no século X V' 1 com os matematicos da chamada Escola
de Bolonha que se ocuparam da resolucdo das equacoes algébricas do terceiro e do quarto grau.
Um outro momento importante para a algebra ocorreu na primeira metade do século X 1.X
com os trabalhos do irlandés W. H. Hamilton e de seus contemporanios ingleses. Hamilton
introduziu o formalismo dos niimeros complexos que é até hoje usado e posteriormente definiu
formalmente os chamados quartérnios, dando mais um passo decisivo para o desenvolvimento
da algebra abstrata. Importante para o desenvolvimento da teoria nessa época foi o estudo
dos aneis de inteiros algébricos, iniciado por Gauss e desenvolvido por Kummer, Dedekind,
Kronecker, Dirichlet e Hilbert, trabalhos que culminaram no final do século XX, inicio do
século X X. Finalmente, a nocao abstrata moderna de anel foi introduzida na segunda década
do século X X (HEFEZ, 2011).

Um anel é um conjunto A com pelo menos dois elementos, munido de uma operacao
denotada por +, chamada adicdo, e de uma operacao denotada por -, chamada multiplicacao,
que satisfazem determinadas condicoes:

Definicdo 2.2.1. (Anel) Seja A um conjunto ndo vazio munido de duas operacées bindrias
fechadas em A; (+) e (), chamadas adicdo e multiplicacéo

+:AxA—A
(a,b) — a+b

T AXA— A
(a,b) — a-b

Aterna (A, +, -) é um anel quando as operacgées satisfazem as seguintes propriedades para
quaisquer que sejam a,be c € A:

e A;) (Associatividade da adicdo): (a + b) + ¢ = a+ (b+ ¢),
e A,) (Comutatividade da adicdo): a + b = b + a,

e A3) (Existéncia do elemento neutro para a adicdo): Existe a € A, tal que a + o« =
o + a = a, o elemento neutro da adicdo é simbolizado por 0,

e A,) (Existéncia do elemento simétrico): Para todo a € A, existe um a’ € A, denomi-
nado elemento simétrico de a, tal que a + o' = 0, o elemento simétrico € simbolizado
por —a,

e M) (Associatividade da multiplicagéo): (a - b)-c=a- (b- ¢),
e M) (Comutatividade da multiplicacdo): a - b =b - a,

e ;) (Existéncia do elemento neutro para a multiplicagdo): Existe e € A (com e # 0),
talque a - e = e - a = a, 0 elemento neutro da multiplicacdo é simbolizado por 1,
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e AM) (Distributividade): a - (b+¢) =a-b+a-c.

Portanto todo anel é um grupo abeliano com relacdo a operacao de adicdo, mas como os
elementos de um anel nao necessariamente tém inverso multiplicativo, um anel ndo é um grupo
com relagdo a operacado de multiplicacdo. O anel (A, +, -) também é representado simplesmente
por A.

Como exemplo de aneis importantes, pode-se citar (DOMINGUES, 2003): O anel dos nime-
ros inteiros (Z, +, .), o anel dos numeros racionais (Q, +, .), o anel dos numeros reais (R, +, .).
No préximo capitulo serd demostrado que o conjunto dos nimeros complexos munido das
operacoes usuais € um anel.

Um elemento a € A é dito inversivel se existir um elemento b € Atalquea-b = 1:

Defini¢do 2.2.2. (Elemento Inverso) Diz-se que o' € A é o inverso de um elemento a do anel
Asea-a~! =1, nesse caso a é dito invertivel.

Denota-se por A* o conjunto dos elementos invertiveis do anel A. Pode-se fazer algumas
observacoes com relacdo a natureza do conjunto A* dos elementos invertiveis de A:

1) O conjunto A* é fechado com relacdo a operacio de multiplicacio,
2) O elemento neutro 1 é necessariamente um elemento de A4*,
3) Dado x € A, oinversode x em A, 2! esta necessariamente em A*.

Como as operacoes em A sdo comutativas por definicdo, e com as observacoes acima é
possivel concluir-se que A* é um grupo abeliano com relacdo a operacao de multiplicacdo, e A*
nao é um anel, pois ndo pode conter o 0, que nao tem inverso.

Definicdo 2.2.3. (Subanel) Um subconjunto néo vazio B de um anel (A, +, -) € um subanel de
A se, e somente se:

i)sea,b € Bentdoa+b € B,

ii)sea,b € Bentdoa-b € B,

iii)04 € B,

iv) sea € B entdo —a € B.
Como exemplo de subanel pode-se citar:

e i) Com as operagdes usuais (Z, +, .) é subanel de (Q, +,.) e (Q, +, .) é subanel de
R, +,.),

e ii) O conjunto dos nimeros impares B = {2k + 1, k € Z} nao é subanel de Z. Basta
verque 1,3 € Bporém3—1=2¢ B,

e iii) O conjunto dos nimeros pares B = {2k, k € Z} é subanel de Z. De fato, a soma,
o produto e a diferenca de nimeros pares é sempre um nimero par,

e iv) R é um subanel de C.
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2.3. Ideal

Nesta secao sera apresentado a definicao de ideal, e serdo explorados alguns exemplos
para facilitar a compreensao do leitor. As definicbes e exemplos foram extraidos de (JANESCH;
TANEJA, 2008).

A nocao de ideal foi introduzida no final do século X I .X por Dedekind. Os ideais formam
uma classe especial de subaneis e surgiram como ferramenta para o estudo da teoria dos
nameros. Pela definicdo anterior de aneis, é possivel notar que B é um subanel de A quando
este subconjunto é fechado por diferencas e produtos de elementos em B. Como pode-se ver
abaixo, os ideais sdao subconjuntos fechados por diferencas e por produtos com elementos do
préprio anel A.
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Definicdo 2.3.1. (Ideal) Sejam (A, +,-) umanel e ) # I C A um subconjunto ndo vazio de A.
Dizemos que I é ideal de A quando:

e (la,bel=a—-bel,
e (ilrcAeac]=axcl.

Como exemplo de subaneis que ndo sao ideais, é possivel observar o seguinte caso: Z é
subanel de (), no entanto Z nao é ideal de ). Para ver isso basta notarque 1 € Z, e % € Q,
mas 1 - % ¢ 7.. Outro exemplo de subanel que nao ¢ ideal, pode-se também citar R C C, sera
observado na subsecao 2.2.3 que R é um subanel de C, porém R nao é um ideal de C; para ver
isso basta notarque 2i € Ce,1 € R, mas2i-1 ¢ R.

Como exemplo de ideal pode-se citar (DOMINGUES, 2003):

e i)Se A éum anel, entdo {0} e o préprio A sdo ideais em A. Sio os ideais triviais do
anel.

e ii) No anel Z, os subconjuntos nZ = 0, +=n, +2n, ..., (qualquer que seja o inteiro n),
sao ideais de Z. De fato se a,b € nZ, entdao a = rn e b = sn, para convenientes
inteiros e s, e logo a — b = rn — sn = (r — s)n, de onde conclui-se que a — b € nZ;
e também sejam = € Z e a € n’Z; entdao a = ¢gn, para um conveniente ¢ inteiro, e
portanto za = z(qn) = (xq)n, o que mostra que za € nZ.

2.4. Dominio de Integridade

Um anel A serd chamado de dominio de integridade, ou simplesmente dominio, se for
verificada a chamada propriedade de integridade entre todos os seus elementos. A propriedade
da integridade é a seguinte (HEFEZ, 2011):

Definicio 2.4.1. (Dominio de Integridade) Um anel (A, +, -) € um dominio de integridade, ou
simplesmente dominio, se dados quaisquer a,b € A,sea # 0eb # 0, entdo a - b # 0.

Exemplos de dominio de integridade sdo (LEQUAIN; GARCIA, 1983):

i) (Z,+,.): O anel dos inteiros é um dominio de integridade.

e ii) (Z[i], +, .): O subconjunto Z[i] = {a+bi | a,b € Z} dos nimeros complexos, com
entradas inteiras e a multiplicacdo dada pela multiplicacdo de nimeros complexos,
(conforme definido no proximo capitulo). Entao esse anel € um dominio de integridade
chamado de anel dos inteiros Gaussianos.

e iii) Mais geralmente, se n é um inteiro positivo, temos entdo que ({a + b\/n | a,b €
Z},+,.) e ({a+biy/n|a,be Z},+,.) sdo dominios.

¢ iv) O conjunto das matrizes 2 x 2 com entradas reais e a soma e multiplicacao definidas
pelas soma e produto de matrizes ndo é um dominio de integridade. Basta observar
gue o produto das matrizes apresentadas abaixo é zero:
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2.5. Corpo:

Um anel onde todos os elementos sdo invertiveis (com excecdo do 0) é chamado corpo.

Definicao 2.5.1. (Corpo) Um anel (A, +, -) provido da propriedade abaixo € denominado corpo:

e ),) (Existéncia do inverso): Para todo a € A (a # 0), existe a=! € A, tal que
—1
a-a - =1.

Exemplos classicos de corpos sao :

e i) O conjuntos dos nimeros racionais @), reais R e complexos C.

e ii) O conjunto dos inteiros Z ndo é um corpo, porque nem todo elemento de Z possui
inverso multiplicativo.

E possivel verificar que:
Teorema 2.5.2. Todo corpo é um dominio de integridade.

Ademostracdo desse teorema é analoga a demostracao dada para o conjunto dos complexos,
feita no préximo capitulo.
No préoximo capitulo é verificado que o conjunto dos nimeros complexos C é um corpo,

aproveitando também para ilustrar mais claramente a definicdo de corpo apresentada nesta
secao.

10
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3. 0S NUMEROS COMPLEXOS

Considere o conjunto C dos pares ordenados de nimeros reais (x, y), onde ficam definidas
as seguintes operacoes de adicao e multiplicacao:

+:CxC—C
(21,22) — 21+ 29

- CxC—C
(21,22) — 21 - 29
e (Adicdo de niimeros complexos):
(@1, 91) + (22, 92) = (21 + T2, Y1 + 2),
e (Multiplicacdo de nimeros complexos):

(x1, 1) - (2, y2) = (T122 — Y1Y2, T1Y2 + Y1 22).

O conjunto C com as operacdes acima definidas é chamado o conjunto dos nimeros
complexos, e denotado por C. A adicdo acima definida é simplesmente a soma de vetores em
R?, enquanto a multiplicacdo tem uma interpretacdo geométrica mais elaborada. Com isso é
possivel afirmar que:

Teorema 3.0.1. C é um grupo abeliano com relacao a operacdo de adicao.

Prova. Seja C o conjunto dos pares ordenados de nimeros reais munido da operacao de adicao
como a definida acima, dados 21 = (21, y1), 22 = (2, 92) € 23 = (23, y3) em C, a soma obedece
as propriedades:

e A;) (Associatividade da adi¢@o): (z1 + 2z2) + 23 = 21 + (22 + 23),

(X1 + @2, y1 + y2) + (23,Y3,23) = (x1 + X2+ 23, Y1 + Y2 + Y3)
= (1,9) + (2 + 3,92 +y3)

e A,) (Comutatividade da adicdo): z; + z9 = 29 + 21,

(1, 91) + (v2,92) = (1 + 22,51 +Y2)
(w2 + 21, y2 + Y1)
= (@2,92) + (z1,41)

e As) (Existéncia do elemento neutro para a adicdo): Existe 0 € C, tal que z + 0 = z,
(z,y) +(0,0) = (2 + 0,y +0) = (,y)

e A,) (Existéncia do elemento simétrico): Para todo z = (x,y) € C, existe um 2’ € C,
denominado elemento simétrico de z, tal que z + 2’ = 0. O elemento simétrico é
simbolizado por —z,

(Jf,y)+(—li,—y) - (I‘—l’,y—y) - (070> =0

"
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Analisando as propriedades acima, e de acordo com a defini¢do 2.1.1, (C, +) é um grupo abeliano.
O

Teorema 3.0.2. C é um anel.

Prova. E possivel ver que a multiplicacio de complexos obedece as propriedades M1 — M3 e
AM da definicdo 2.2 de anel:

e M) (Associatividade da multiplicagéo): (z1 - z5) - 23 = 21 - (22 - 23),
(21 : 22) TZ3 = (371552 — Y1Y2, T1Y2 + ylxz) : ($37y3)
= (5513?2333 — Y1Y2T3 — T1Y2Y3 — Y1T2Y3, T1T2Ys — Y1Y2Y3 + T1Y2T3 + 913323?3)
210 (220 23) = (v1,41) - (2223 — Yay3, Tays + YaT3)
= (351952%3 — T1Y2Ys — Y1T2Y3 — Y1Y2X3, T1T2Y3 + T1Y2X3 + Y1T2X3 — ylyzys)
Sao iguais a menos de reorganizacao dos termos em cada coordenada.
e M,) (Comutatividade da multiplicacdo): z, - zo = 29 - 21,

21z = (w1,01) - (T2, 92) = (2172 — Y1yo, T1Y2 + Y172)

zo- 21 = (T2,42) - (21,41) = (T221 — Yoy1, Tayr + Yo1)
Sao iguais a menos de reorganizacao dos termos em cada coordenada.
e \3) (Existéncia do elemento neutro da multiplicacdo): Existe 1 € C, talque z - 1 = z,
(,y)-(1,0) = (z-14y-0,z-0+y-1)
= (z+0,0+y) = (z,9)

e AM) (Distributividade): zy - (zo + 23) = 21+ 22 + 21 - 23,

<1 (32 + 23) = <$1($2 + l‘3) - 91(1/2 + ys), $1(y2 + yg) + y1($2 + $3)>

= ($1$2 + 173 — Y1Y2 — Y1Y3, T1Y2 + T1Y3 + 1% + y1x3>

Z1- 22+t 2123 = ($19C2 — Y1Y2 + 123 — Y1Y3, T1Y2 + Y122 + T1Ys + y1x3>
Que sao iguais, a menos de reorganizacao dos termos em cada coordenada.

Em conjunto com a demonstracdo das propriedades A1 — A4 demonstradas no teorema
anterior, verifica-se assim que os nimeros complexos possuem todas as propriedades relativas
aum anel. ]

Na proxima secdo serd investigado a questao da existéncia (ou ndo) dos elementos inversos
dos nimeros complexos, e finalmente serd demonstrado que:

Teorema 3.0.3. C é um corpo.

12
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3.0.10 elemento inverso de um numero complexo

Como visto, os elementos de um anel nao necessariamente tém inverso multiplicativo.
Quando todos os elementos do anel (com excecido do 0) sio inversiveis esse anel é chamado
corpo. Nessa secao serd investigado se os nimeros complexos formam n3o apenas um anel,
mas um corpo. Para isso, seja um nimero complexo z = (z,y) # 0, e (considere se existir)
2 = (2',y') € Cseuinverso, isto é z - 2/ = 1, ou seja:

22 = (zd' —yy',xy' +y2') = (1,0) (1)

Encontrar 2/ = (2, y') implica resolver o seguinte sistema (onde as incognitas sdo z’ e i/'):

xx' —yy = 1
yr' +xy = 0

Para encontrar a solucio do sistema acima pode-se utilizar a regra de Cramer (PAIVA, 1995).
Na forma matricial, o sistema linear fica:

Pela regra de Cramer, a solucdo é dada por 2/ = % ey = % (para D # 0),onde D, e D,
sdo os respectivos determinantes das matrizes:

I -y
D,(z,y) = det =1,

0 =«

z 1
D,(z,y) = det =—y

e D é o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear:

r -y
D(z,y) = det = 2? +9?

Yy T

Para D(x,y) = 2 + y* # 0, ou seja, para z # (0, 0), o sistema possui solugio Unica. Nesse
caso:

—1 x -y
27t = , 2
372 + y2 I‘Z + y2 ( )

Verifica-se, portanto que o conjunto dos nimeros complexos C é um corpo 2.5.1, e conse-
guentemente, conforme visto no capitulo anterior, C também é um dominio de integridade,
mas como nao havia a demonstracdo dessa afirmacao no capitulo anterior, a demonstracao no
caso do corpo dos complexos, que ilustra a demonstracao para o caso geral, é feita a seguir.

13
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Teorema 3.0.4. C é um dominio de integridade

Demonstracdo. Sejam z,z' € C, taisque z - 2’ = 0 e z # 0. Como C é um corpo, existe um
2~! € Ctalque 27! - z = 1. Logo, multiplicando os dois membros da equacio z - 2/ = 0 por
27!, obtém-se 27! - (2 2/) = 0,logo ((z71 - 2) - 2/) = 0, isto &, 2/ = 0. O

Na proxima secdo sao discutidas algumas definicdes convenientes para o estudo da algebra
dos nimeros complexos.

3.1. A forma algébrica dos nimeros complexos

Todo nimero complexo z pode ser escrito de maneira Gnica na forma (DANTE, 2012):
z=x+ Yy
ondez,y € Rei = (0,1), tal que:
(z,y) = (x,0) + (v,0) - (0,1) = = + yi.
A forma acima é chamada forma normal do nimero complexo (x, y). Observe que
i? =(0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.
Observamos que um nimero complexo escrito nessa forma tem duas partes:
e A denominada parte real de z: © = R(z2).

¢ A denominada parte imaginaria de z: y = (2).

Observa-se que a existéncia do namero 7, a unidade imaginaria, é que permite que no
conjunto dos niumeros complexos C existam raizes de indice par de nimeros reais negativos,
o que n3o é definido no conjunto dos nimeros reais R. Por exemplo, se z € C e 22 = —25,
entdo z = +5i sdo duas solugdes possiveis, pois (£5i) = (5i)? = 5%? = 25i? = —25.

Se o niUmero complexo possui apenas a parte real (ou seja, se y = 0) ele é chamado de
real puro. Se o nUmero complexo possui apenas a parte imaginaria (ou seja, se x = 0) ele é
chamado de imaginario puro. Exemplos:

e i)Sez =2+ 3i,tem-se R(z) =2e(z) = 3.
e ii) Se z = 3, tem-se R(z) = 3 e J(z) = 0. Portanto z € um ndmero real puro.

e iii) Se z = —2i, tem-se R(z) = 0 e J(z) = —2. Portanto z € um nimero imaginario
puro.

14
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3.2. O conjugado dos nimeros complexos

Nesta secao sao apresentadas a definicao e as propriedades do chamado conjugado de um
namero complexo (SOARES, 2007), (DANTE, 2012).

Definicdo 3.2.1. (Conjugado de um nimero complexo) Dado o niimero complexo = = (x,y), 0
conjugado de z é o nlimero complexo z = (x, —y).

O conjugado de um nimero complexo tem certas propriedades bastante Uteis como pode
ser visto na proposicao a seguir:

Proposicdo 3.2.2. Se z = (z,y) € um numero complexo qualquer, entdo:

1) R(z) = 2 eS(2) = 57,

2) 2z = 2%+
3) z = Z se, e somente se, z é um numero real puro z = (z,0),
4) m = Z1 + Z3, (0 conjugado da soma € igual a soma dos conjugados),
5) Ziza = Z17Zs, (0 conjugado do produto € igual ao produto dos conjugados),
6) z = z, (o conjugado do conjugado de = é o prdprio z).

Demonstragdo. Seja z = (z,y) € C,

2) 2z = (z,y) - (z,—y) = (2® + 4*,0) = 2% + o7,

3) se z = z,ouseja, (x,y) = (z, —y), portanto y = —y = 0, entdo z € um nlmero real
puro z = (z,0). A volta é trivial,

4) (z1+ 22) = (x1, 1) + (T2, y2) = (X1 + X2, y1 + y2) = (X1 + T2, =1 —Y2) = 21 + 2o,

5) Z122 = (1172 — Y1Yo, T1Y2 + Y1T2) = (T1T2 — Y1Y2, —T1Y2 — Y1T2) = 2122,

Y

6) :(x7_y):(xay):’z'
0

Com a defini¢ao de conjugado é possivel definir ainda outros objetos matematicos interes-
santes que sdo Uteis para se caracterizar os nimeros complexos. Um desse objetos é o chamado
modulo do nimero complexo.

15



RMAT V. 1,N.1 | 2024

3.3. O médulo de um niimero complexo

O valor absoluto ou médulo de um niimero real z, ou |x|, é definido como a distancia de «
a0, isto &, |z| = v/z2. Analogamente, definimos o médulo de um nimero complexo z = (z, )
como a distancia do ponto z = (x,y) no plano R? a origem (0, 0) nesse mesmo plano (que é
denominado também como plano de Argand-Gauss, ou simplesmente plano complexo) (SOARES,
2007):

Definicdo 3.3.1. (Mddulo de um nimero complexo) Seja |z| : C — R a fungdo mddulo

2] = Va2 + 2 = VR(2)> + 3(2)2 2 0

Pode-se mostrar algumas propriedades envolvendo o médulo de nameros complexos
(DANTE, 2012).

Proposicao 3.3.2. Sejam z, z; e z, € C, é possivel mostrar que:

1) 2z = |2|%,
2) [z = [z,
3) |z122] = |21]|22].

Demonstracdo. Sejaz = (z,y) € C,
) 22 = (z,y)(z,—y) = 2> +y’ = (Va* +7)* = |2%,

2) |2 = Va2 +y? = /a2 + (—y)? = [Z],

3) |2122]? = (2120)(Z1%2) = (21%1)(22%2) = |21]?|22/?, e tirando a raiz quadrada dos dois
lados da equacao demostra-se a ultima propriedade.

O

A Ultima propriedade mostrada |z zo| = |21]|22| € muito importante no estudo de algebra e
faz dos nimeros complexos um caso especial das chamadas Algebras de composigdo normadas.
Uma propriedade analoga serd mostrada para o caso dos nUmeros ternarios, no préximo capitulo.

Na proxima subsecao sera estudado uma maneira alternativa de se representar os nimeros
complexos.

3.4. A representacao matricial dos nimeros complexos

E bem sabido que a equacdo X2 + 1 = 0, ou X2 = —1 n3o tem solucio em R e é forcoso
assim definir um “ndmero” J ¢ R de um conjunto mais amplo, satisfazendo J? = —1 que
resolve a equacio. E possivel usar conceitos da algebra linear elementar com o intuito de buscar
um ente de natureza algébrica e geométrica que seja a solucio procurada (SOARES, 2007). Se
assim se proceder e se reinterpretar a referida equacdo como uma equacao matricial, onde X é

16
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uma matriz 2 x 2 a ser determinada, e o 1 for representado pela matriz I, a matriz identidade
2 X 2, a equacao mencionada é escrita na forma matricial:

X - X=-1
onde X é amatriz 2 x 2 com coeficientes reais a serem determinados, e I é a matriz identidade
10 ) )
1= , assim como “-” é o produto de matrizes.
01

Uma possivel solucdo dessa equacao matricial € a matriz 2 x 2:

J:
I 0

que geometricamente corresponde a rotacao de um angulo reto (5 radianos) no plano R?, no
sentido anti-horario. Diz-se entdo que J é uma representacao matricial do nilimero complexo
(0,1).

N 10 z 0
A um namero real puro qualquer x pode ser associada a matrizz/ = x =

01 0 x
de tal forma que a soma de dois niimeros reais puros x; e x5 corresponda a soma de matrizes
.131] + 1’2] = ZEQ] + Ill = (172 + Il)I,

I 0 ) 0 T 0 T 0 T+ X9 0
Jfll—i- IQI = + = -+ = 3

0 I 0 ) 0 i) 0 T 0 1+ T2

e ao produto de dois reais puros x1Ixs] = xolx I = (x129)I corresponda,

T 0 ) 0 i) 0 Tt 0 T1X2 0
1311172] = = = ,
0 T 0 ) 0 T2 0 I 0 T1T2
. . :L. O .
ou seja, as matrizes da forma se comportam exatamente da mesma maneira que os
0 =«

nGmeros reais com relacio a soma e ao produto. E possivel entdo ampliar o conjunto R para
que equacdes como a acima mencionada tenham solucao considerando as matrizes 2 x 2 da
seguinte forma:

10 0 -1 z 0 0 —y r —y
ol +yJ==x +y = - = ,
01 1 0 0 x y 0 Yy

onde z,y € R. Chama-se os “nimeros” da forma z/ + 0J = xI de reais puros e os da forma
0l + yJ = yJ de imaginarios puros. Um “ntimero” da forma geral xI + y.J é chamado de
representacao matricial de um niimero complexo e forma um corpo com exatamente as mesmas
propriedades acima mencionadas do corpo dos niumeros complexos, como pode ser visto no
Gltimo capitulo, onde ha uma atividade proposta nesse sentido para alunos do Ensino Médio.

17
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4. 0OS NUMEROS TERNARIOS

Considere o conjunto T das triplas ordenadas de nimeros reais (x, y, z), onde ficam defini-
das as seguintes operacoes de adicao e multiplicacao:

Definicdo 4.0.1. (Adigdo e multiplicacao em T) Sejam 31 = (x1,y1, 21) € 32 = (T2, Y2, 22) dois
elementos do conjunto T das triplas ordenadas de reais, munido de duas operacées bindrias (-+
e -) fechadas, definidas entre seus elementos, denominadas adicao e multiplicacdo de nimeros
terndrios, respectivamente, e assim definidas:

+:TxT—T
(31,32) — 31+ 32

o TxT—T
(31,32) — 31" 32

e (Adicdo de nuimeros terndrios):
(1,91, 21) + (@2, Y2, 22) = (X1 + T2, 41 + Y2, 21 + 22),

e (Multiplicacdo de numeros terndrios):
(1,91, 21) - (T2, Y2, 22) = (T1Z2+ Y122+ 21Y2, 2122 + T 1Yo+ Y1 T2, Y1Y2 + T122+ 21 22).

O conjunto R3 com as operacdes acima definidas é chamado o conjunto dos nimeros
ternarios, e denotado por T'. A adicdo acima definida é simplesmente a soma de vetores usual
em R?, enquanto a multiplicacdo tem uma interpretacio geométrica bastante elaborada. E
possivel afirmar que:

Teorema 4.0.2. T € um grupo abeliano com relacdo a operacao de adicao.

Prova. SejaT o conjunto das ternas ordenadas de nimeros reais munido da operacao de adicao
como a soma usual de vetores em R?, ou seja, dados 3, = (71, y1,21) €32 = (T2, Y2, 20) em T,
a soma de 3; e 3, € definida como o ternario 31 + 3o = (z1 + T2, Y1 + ¥2, 21 + 22). E facil ver
gue essa operacao obedece as propriedades:

e A,) (Associatividade da adi¢do): (31 + 32) + 35 = 31 + (32 + 33),

(T1+ 22,91 + Y2, 21 + 22) + (23,43, 23) = (v1+ X2+ 23,91 + Y2 + 3,21 + 22 + 23)
(1,91, 21) + (@2 + 23, Y2 + Y3, 22 + 23)

e A,) (Comutatividade da adicdo): 31 + 32 = 32 + 31,

(1,91, 21) + (T2, 42, 22) = (T1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22)
= (v2+z1,92+ 1,22+ 21)
= (x2,y2,20) + (21,41, 21)

18
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e As3) (Existéncia do elemento neutro para a adicdo): Existe 0 € T, tal que 3 + 0 = 3,

(z,y,2) +(0,0,0) = (x+ 0,y + 0,2+ 0) = (z,y, 2)

e Ay) (Existéncia do elemento simétrico): Para todo 3 € T, existe um 3’ € T, denomi-
nado elemento simétrico de 3, tal que 3 + 3 = 0, o elemento simétrico é simbolizado
por —3,

(x,y,2) + (—z,—y,—2)=(r —z,y —y,z — z) = (0,0,0) =0
Analisando as propriedades acima, e de acordo com a definicdo 2.1.1, (T, 4) € um grupo abeliano.
l
Teorema 4.0.3. T € um anel.

Prova. Seja o conjunto T dos ternarios com as operacdes anteriormente definidas, é possivel
ver que multiplicacao de ternarios obedece as propriedades M1 — M3 e AM da definicdo 2.2
de anel:

e M) (Associatividade da multiplicacdo): (31 - 32) - 35 = 31 - (32 - 33),

(31°32) 35 = (T1ma + Y122 + Yoz, 2120 + T1Y2 + Y1T2, 1Yz + T120 + 2122) - (X3, Y3, 23)
= (212923 + Y1203 + Yo2103 + 212223 + T1Y223 + Y1T223 + Y1YoYs + T120Y3 + .
Y1Y223 + T12923 + 212223 + T1T2Y3 + Y122Y3 + Y221Y3 + 212203 + T1Y2T3 + Y

2122Y3 + T1Y2Y3 + Y1T2Y3 + T1X223 + Y12223 + Y22123 + Y1Y2T3 + T122%3 + 2

30 (32733) = (21,91, 21) - (T2 + Y223 + 223, 2023 + T2Y3 + Yoz, Yoys + 223 + 2T3)
= (12973 + T1Y223 + T122Y3 + Y1Y2Y3 + Y1T223 + Y122T3 + 212223 + 21T2Y3 +
Z1Y2Y3 + 21T223 + 2122%3 + X12223 + T1T2Y3 + T1Y2T3 + Y1223 + Y1Y223 + U
Y12223 + Y102Y3 + Y1Y2T3 + T1Y2Y3 + T1X223 + T122T3 + 21X2T3 + 21Y223 + 2

Que sao iguais a menos de reorganizacdo dos termos em cada coordenada.

e M>) (Comutatividade da multiplicacdo): 31 - 32 = 32 - 31,

(x1,y1,21) - (2, Y2, 22) = (T1@2 + Y122 + 21Y2, 2122 + T1Y2 + Y12, Y1Y2 + T122 + 2122)

(72,12, 22) - (1,91, 21) = (T2T1 + 22Y1 + Y221, 2221 + TaY1 + YoT1, You1 + T221 + 2271)
Que sdo iguais a menos de reorganizacdo dos termos em cada coordenada.
e M) (Existéncia do elemento neutro da multiplicagdo): Existe 1 € T, talque 3 - 1 = 3,

(x,y,2)-(1,0,0) = (z-14y-0+2-0,2-0+2-04+y-1L,y-0+z-0+2-1)
= (x+040,0+0+y,0+0+2)
= (z,9,2)
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o AM) (Distributividade): 3, - (3. +35) = 31 - 32 + 31 * 35

5 (Gat3) = <$1($2 +x3) +y1(22 + 23) + 21(y2 + v3),
z1(22 + 23) + 71(y2 + y3) + y1 (22 + 23),
Y1(y2 +y3) +21(22 + 23) + 21 (22 + 963))
317313173 = <$1$2 + Y122 + 21Y2 + 2123 + Y123 + 21Y3,
Z1Zg + X1Y2 + Y1T2 + 2123 + T1Y3 + Y1 T3,
YiYe + X122 + 2122 + Y1Y3 + T123 + 21$3>

Que sao iguais a menos de reorganizacao dos termos em cada coordenada.

Em conjunto com a demonstracdo das propriedades A1 — A4 demonstradas no teorema
anterior, verifica-se assim que os nimeros Ternarios (T') possuem todas as propriedades relativas
aum anel. ]

A questao do inverso multiplicativo dos ternarios é um pouco delicada e é tratada na
sequencia.

4.0.10 elemento inverso de um numero terndrio

Como visto, os elementos de um anel ndo necessariamente tém inverso multiplicativo,
quando todos os elementos do anel (com excecdo do 0) sdo invertiveis esse anel € chamado
corpo. O caso dos numeros complexos foi tratado e demonstrado ser um corpo. Resta saber
se 0s nimeros ternarios formam nao apenas um anel, mas um corpo. Para tanto, sejam um
ternario 3 = (z,y,2) # 0, e (se existir) um 3’ = (2, ¢/, 2’) seuinverso, 3 - 3’ = 1, ou seja:

33 = (x2' +y2' + 2y, 22 + 2y +yd gy + 22 + 22") = (1,0,0) (3)
Encontrar 3’ = (2/, 4/, 2’) implica resolver o seguinte sistema (onde as variaveis sdo 2/, i’ e
2"):
xx' +zy +y = 1
yr' +axy + 220 = 0
2z +yy +x2 = 0

Para encontrar a solucdo do sistema acima pode-se utilizar a regra de Cramer (PAIVA, 1995).
Na forma matricial, o sistema linear fica:

x z vy x’ 1
Yy x z vy | =10
Z oy x 2! 0
Pela regra de Cramer a solucao é dada por 2’/ = %, Yy = % ez = % (para D # 0), e

onde D,, D,, D, sdo os determinantes das matrizes:
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D,(z,y,z) =det [0 z 2| =2 —yz

Dy(z,y,z) =det |y 0 2| =2>—uy

D.(z,y,z)=det |y 2 0| =y*>—zz

z y 0

e D é o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear:

T z oy
D(z,y,z)=det |y z 2 =2+ + 2% — 3uyz

z Yy x

Para D(z,y,2) = 2° + 3> + 2% — 3zyz # 0 o sistema possui solucio Gnica. Nesse caso:

1 22 —yz 22— ay y? — xz (@)
3= a3 43+ 23 = Bayz 3 4y + 23 — Bwyz 23 4¢3 + 23 — 3ayz

Nesse ponto é interessante estudar um pouco as propriedades do interessante polindmio
cubico D(z,y,z) = 23 + 3> + 2% — 3zyz. Observa-se que ele é simétrico e homogéneo nas
trés variaveis z, y e z. E possivel fatorar esse polindmio da seguinte maneira (a fatoracio deste
polindbmio é apresentada com detalhes no apéndice A):

1
x3+y3+z3—3myz:(x+y+z)§[(a:—y)2+(y—z)2+(z—x)2]

de onde pode-se deduzir que as raizes desse polindmio pertencem a dois conjuntos; o primeiro
é o conjunto dos pontos no espaco tais que (x + y + z) = 0, que corresponde a um plano; que
de agora em diante serd denominado plano 7 dos terndrios nao invertiveis, e o segundo é o
conjunto dos pontos no espaco tais que (z — y)*> + (y — 2)*+ (z — 2)? = 0, ou seja, z = y = z,
gue corresponde a reta que é a diagonal principal do primeiro e do oitavo octantes do espaco
(a trissetriz, perpendicular ao plano 7), e que de agora em diante sera denominada reta r dos
terndrios nao invertiveis:

m = {(z,y,2) eR* |z +y+ 2 =0},
r = {(z,y,2) ER* |z =y=2=XER}
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Plotando o grafico da superficie 23 + 3% + 23 — 3zyz = 1 obtém-se a superficie de
revolucdo (VILLARINO, 2014) exibida na figura 1 - figura gerada utilizando o software Geogebra
(GEOGEBRA, 2020). Essa superficie € conhecida na literatura como a Esfera de Appell, e suas
propriedades geométricas estao profundamente relacionadas com a geometria dos nimeros
ternarios “unitdrios” (ou também, com a forma polar dos terndrios).

Figura 1. Grafico da Esfera de Appell 2 + 3% + 23 — 3zyz = 1

E facil ver que qualquer ternario em 7, ou em r ndo sera invertivel, o que demonstra a
observacao:

Teorema 4.0.4. T nao é um corpo.

Por exemplo 3 = (1,1,1) € r,ou 3 = (1,1, —2) € 7 ndo sdo invertiveis.

Sera denotado por T* o conjunto dos elementos invertiveis do anel T, ou seja, o conjunto
dos ternarios invertiveis é o anel inteiro dos ternarios (o espaco R? todo) com excecio dos
pontos pertencentes a reta r e ao plano 7:

T =T-{(v,y,2) ER* |z =y=z=douz+y+2=0}
Reforcando, para todo 3 € T*, o inverso 3 * de 3 = (z, y, z) é Unico e dado por:

1 1 ) ) )
3 :$3+y3+z3—3xyz'<x — Yz, 2" — Ty, Yy — x2) (5)

Sera denotado por T o conjunto dos ternarios nao invertiveis:
To=T-T ={(z,y,2) ER} |z =y=2=Aoux+y+ 2z =0},

e por T, o conjunto dos ternarios nao invertiveis que pertencem ao plano 7w e T, o conjunto
dos ternarios nao invertiveis que pertencem a trissetriz r:

T.={(z,y,2) €R® |2 +y+2z=0}
T, ={(z,y,2) eR* |z =y=2= )}

ou seja, Tg = T, UT,. Além disso, o conjunto dos ternarios invertiveis também pode ser
particionado em dois subconjuntos distintos; T* = T_ U T, ou seja; o conjunto dos ternarios
invertiveis é a unido de dois conjuntos disjuntos, o conjunto de ternarios tais que x® + 3 +
23 — 3xyz < 0; simbolizado por T_ = {(z,y,2) € R* | 23 + 4> + 2® — 3zyz < 0} eo
conjunto de ternarios tais que z*® + y* + 2* — 3zyz > 0; simbolizado por T, = {(z,y,z2) €
R3 | 23 + 43 + 23 — 3xyz > 0}. Sintetizando:
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e (Ty): (O conjunto dos nimeros ternarios ndo invertiveis)

TUZ{(SC,y,Z)E]R3\Jf—i-y—i-Z:Ooua::y:z}:TﬂUTT,

onde:

(T,): (O conjunto dos nimeros ternarios nao invertiveis da trissetriz)
T, ={(z,y,2) ER’ |z =y=2=)\}
(T): (O conjunto dos nimeros ternarios nao invertiveis do plano )

T,={(2,y,2) ER® |z +y+2=0}

e (T*): (O conjunto dos nimeros ternarios invertiveis)

T = {(z,y,2) € R* | 2® + y* + 2° = Bayz #0} =T — Ty = T_UT,.

onde:

(T_): (O conjunto dos nimeros ternarios de “maédulo cibico negativo”)

T_={(z,y,2) € R® | 2° + y* + 2° — 3zyz < 0}

(T'4): (O conjunto dos nimeros ternarios de “moédulo cubico positivo”)

T, = {(z,y,2) € R* | 2° + 4* + 2° — 3zyz > 0}
e (T): (O conjunto dos nimeros ternarios)

T=T"UuTy=T_UTyUT, ==T_UT,UT,UT,.
O significado do termo “mddulo cibico” é dado posteriormente.

As figuras representando o plano 7 (figura 3) e a trissetriz r (figura 2) foram feitas utilizando
o software Geogebra (GEOGEBRA, 2020). As superficies 22 + y® + 2% — 3zyz = k3 (k # 0)
sao superficies de revolucdo analogas a superficie da figura 1 (esferas de Appell de “raio” k)
e que tém como eixo de simetria (o eixo de revolucio) a reta r, e tendem assintoticamente
ao plano 7, assim como tendem assintoticamente a trissetriz r. Estas superficies representam
para a geometria tridimensional sistematizada na algebra dos ternarios papel analogo ao das
curvas 22 + y? = k? (circunferéncias de raio k) para a geometria representada pela algebra
dos nimeros complexos; que é a prépria geometria euclidiana plana. A questao da geometria
tridimensional codificada pela algebra dos ternarios (que ndo é nem euclidiana, nem hiperbdlica,
mas Finsleriana) ndo é tratada nessa artigo.
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Figura 2. Trissetriz, nGmeros ternarios nao invertiveis T,

Figura 3. Plano 7, nimeros ternarios nao invertiveis T

Como visto, o conjunto dos ternario é um anel comutativo, mas ndo € um corpo. Resta
ainda a questao de saber se T é, ou ndo, um dominio.

Observacao: T nao é um dominio de integridade.

Demonstracdo. De acordo com definicdo apresentadaem 2.4.1, 0 anel (T, +, -) serd um dominio
de integridade se dados 31,32 € T, tais que 3; # 0 e 32 # 0 obtivermos 3,30 # 0. Porém,
tomando 3; = (1,—1,0) e 320 = (1, 1, 1) e fazendo uso da multiplicacdo dos ternarios verifica-se
que

3132=(1-1+0,0-1+1,-14140) =(0,0,0) =0,

logo T nao é um dominio de integridade. Generalizando o exemplo apresentado, é possivel
mostrar que para quaisquer 3; € T, e 30 € T, ocorrera 3132 = 0. ]

Teorema 4.0.5. (T, +, ) é um subanel de T.

Demonstragdo. De acordo com defini¢do 2.2.3, o conjunto (T, +, -) serd um subanel de T se
dados 3 = (A, A\, A), 31 = (A1, A1, A1), 32 = (A2, Ag, Ao) € T, (para quaisquer A\, A1, \» € R):

e i)31+3¢€T,,

31+ = (AL AL A1) 4 (A2, Az, Ag)
()\1 + /\2, /\1 + )\2, )\1 + )\2) e T,
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e ii) 3132 € T,

3132 = ()\17)\1,)\1)()\2,>\2,>\2)
= (M2 + Mo+ Mo, A+ Ao + A do, At de + At de + A )
- (3)\1)\2, 3)\1/\2, 3)\1)\2) S Tr

e iii) (0,0,0) € T,,
(0,0,0) = (A, \,A\) €T, (A=0)

o iv)—3€T,,
(M) = (= =\, =)\ eT,.

Teorema 4.0.6. (T, +,-) é um subanel de T.

Demonstragdo. Também de acordo com defini¢do 2.2.3, o conjunto (T, +, -) serd um subanel
de T se dados 3 = (z,y, =2 — y), 31 = (1,41, —21 — ¥1), 32 = (T2, Y2, —T2 — y2) € T:

)31 +32 €T,

t+se = (x,01,—21 —y1) + (T2, Y2, —T2 — o)
= (x1+ 22,01 + Y2, —T1 — T2 — Y1 — Y2)
= (14 22,01 + Y2, —(v1+22) — (Y1 +y2)) € Tx

o ii) 3130 € T,

31320 = (T1,y1, —21 — Y1) (D2, Yo, =22 — Y2)
= (1122 — y1(22 +12) — (21 +Y1)Y2,
(w1 +y1) (w2 +1y2) + T1Y2 + Y172,
Y1ye — 1(T2 + y2) — (21 + y1)T2)
= (1172 — 2y192 — (T192 + Y1 T2),
129 + Y1ya + 2(T1y2 + Y172),
Y1y — 22172 — (1y2 + p172)) € T

e i) (0,0,0) € T,,

<07070)2(070>_0_0)€T7ﬁ (.’L':y:O)

o iv) —3€T,,
_(‘raya —Tr — y) - (—.’L‘, -y, —(—QZ’ - y)) € TT"‘

Teorema 4.0.7. (T,,+,-) é um ideal de T.
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Demonstragdo. De acordo com definicdo apresentada em 2.3.1, o conjunto (T, +, -) serd um
ideal de T se dados 3 = (A, A\, A), 31 = (A1, A1, A1), 32 = (A2, Ag, Ao) € T, (para quaisquer
MAL A €R) ey = (o,y,2) eT:

e i)31—3¢€T,,

31— 32 = (A17A17A1)_(A27A27A2)
= ()‘1 — A2, AL — Ao, Ap — )\2) eT,,

e ii)33 =33€T,,

33/ = ()‘7 A, )‘> ('T/’ v Z/)
A"+ 22"+ X N+ Ny A Ny + N+ ) = (o, p) €T

Teorema 4.0.8. (T, +,-) é umideal de T.

Demonstracdo. Mais uma vez, de acordo com definicdo apresentada em 2.3.1, o conjunto
(T, +,-) serd um ideal de T se, dados 3 = (z,y,—2 — ¥), 31 = (T1,Y1,—T1 — V1), 32 =
(55272/2; —T2 — 3/2) € Tﬂ‘? e3/ = (xla yla Zl) € T:

o i)31—30€T,,

31— 32 = (Ilayla —x — y1) — (Iz,yQ, —To — y2)
= (351 — X2,Y1 — Y2, —(5U1 - 1752) - (3/1 - 92)) €T,

e ii)33 =33 T,,

3 = (vy,—x—y)(a,y,7)
= (w2’ +y — (x +y)y,
—(z+y)2 +ay +y,
yy' + a2’ — (x +y)r)
= (w2’ +y' — 2y —yy,
—ax7 —yd +ay +ya,
yy' + 22— xa’ —yx') € T,.

]

Na sequencia discute-se algumas definicbes convenientes para o estudo da algebra dos
nameros ternarios.
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4.1. A forma algébrica dos nimeros ternarios

Todo niimero ternario 3 pode ser escrito de maneira Gnica na forma (aqui denominada, em
analogia ao caso dos nimeros complexos; forma normal dos terndrios):

3=(2z,y,2) =2+ yq+ 2q° (6)

onde z,y,z € Req = (0,1,0), de maneira tal que pode-se ver facilmente pela regra de multi-
plicagdo ternaria que g* = (0,0, 1), eyq = (y,0,0)(0,1,0) = (0,,0), 29> = (2,0,0)(0,0,1) =
(0,0, z). Os ternarios q e q*> podem ser denominados a primeira e a segunda unidades imagind-
rias terndrias, respectivamente, em completa analogia com o caso dos nimeros complexos. E
possivel observar a importante relacdo q~! = g (e consequentemente (¢*)~! = (q7!)~! = q).
Multiplicando ambos os lados da relacdo q> = q~! por q, revela que g°> = 1. De fato, todo o
sistema de nimeros ternarios pode ser construido de outra maneira, partindo de operacoes
com base nestas trés raizes cuibicas independentes da unidade: 1, q e q* (independentes no
sentido de formarem uma base linear de vetores unitarios do R?).

Com base na analogia acima com nameros complexos, é apropriado designar as trés entra-
das de um nimero ternario como o a parte real, a primeira parte imagindria e a segunda parte
imagindria de 3:

e Adenominada parte real de 3: * = R(3) = R(z + ya + 2q?),
e A denominada primeira parte imaginaria de 3: y = 31(3) = Si(z + vq + 29?),

e A denominada segunda parte imaginaria de 3: z = S(3) = So(z + yq + 2q?).

4.2. A funcao modulo cubico

Quanto ao médulo no caso dos nimeros ternarios, uma funcao real definida para todo
3 € T, o médulo cubico (ou pseudo-médulo, ja que aqui ele pode assumir valores negativos),
simbolizado por |3|3, pode ser assim definido:

Definicao 4.2.1. (Mddulo Ciibico) Define-se |3|3 : T — R a fungdo mddulo ctibico como o
ntimero real associado ao nimero terndrio 3 = (z,vy, z) dada por

3l = V/ad + P + 2% — Bayz, (7)

Esta funcdo atribui um nimero real (positivo, negativo ou zero) a qualquer nimero ternario
3 € T, e induz uma particdao no conjunto T no sentido indicado no final da subsec¢ao 4.0.1:

o To={(z,y,2) € R*| |3/3 =0} = T, UT,: (O conjunto dos nimeros ternarios ndo
invertiveis, ou o conjunto dos nimeros ternarios de moédulo clbico zero),

o T* = {(z,y,2) € R?®| |33 # 0} = T_ U T,: (O conjunto dos niimeros ternarios
invertiveis, ou o conjunto dos nimeros ternarios de médulo cibico nao-nulo), onde:

o T_ ={(z,y,2) € R*| 3|3 < 0}: (O conjunto dos nimeros ternarios de médulo
cubico negativo)
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o T, ={(z,y,2) € R?®| |33 > 0}: (O conjunto dos nimeros ternarios de modulo
cubico positivo).

Além do mais, quando existe, o inverso de um ternario 3 = (z,y, z) também pode ser

escrito como 1
YU (2* —yz,2° —ay, y* — x2) (8)
3

Assim como no caso das algebras de composicdo com normas quadraticas, o modulo clibico
leva naturalmente a uma regra de composicao da norma cubica:

Proposicdo 4.2.2. (Propriedade da composi¢do do médulo terndrio): |3132|3 = [31]3]32]3

Demonstracao. Elevando os dois membros dessa equacao ao cubo, é possivel demonstrar
algebricamente que [31]3|32]3 = [31323, ou seja, que:

(a:i’ T 3x1y121)($§’ + Y5 4+ 25 — Bwaya20) = a® +b* + ¢ — 3abc (9)

onde (a7 b, C) = (»’L‘l,yl, 21) : ($27y2, 22) = (561372 + Y122 + 21Y2, 2122 + X1Y2 + Y122, Y1Y2 +
T129 + 2123).
Por um lado temos:

Blala2ls = (a8 4+ o) + 2 — Bzyizn) (a3 + v5 + 25 — 3aay2s)
= (2f+ i +20) (@) + y5 + 23) + 931 Tay1Y221 20
= 3((ad 9 + Dwagors + (0] + 4+ D)mina )
E, por outro lado:
a’ +0° 4+ = 3abe = (2122 + 120+ 2140)° + (2122 + 2192 + 1172)° + (Y192 + 1122 + 2175)°
— 3(x1me + Y122 + 2192) (2122 + T1Y2 + Y122) (V1Y + T122 + 2122),

trabalhando com cada termo do lado direito separadamente (e usando a identidade algébrica
(a+b+c) =a®+ b3+ + 3a%b + 3ab® + 3a’c + 3ac® + 3b%c + 3bc? + 6abe):

a® = (m1my +yize + 2yp)’ = (0023 + P28 + 2ys) + 6m1may1yez1 2
+3(2i23y122 + T1T2Y; 25 + TTT32Ys + T12221Y5 + Ui 25210 + Y12221Y3)
V' = (2120 + 21y +yime)® = (2325 + 2dys + y7ad) + 621201922122
+3(2123T1Y2 + 2120735 + 21 25Y1T2 + 2122Y1 T3 + T1Y3Y1 T2 + T1Y2YiT)
A = (yys + 2120+ 219)° = (Y + 2325 + 22a3) + 62129122122

+3(y%y§x122 + y1y2xfz§ + y%y%zlxg + ylyQfog + x%zgzlm + xmzfz%),
e somando,
a+ 0+ = (3 byl 2y 2ty yded Ryl e 4 2ad) 4 18wy ez 2
+3(x03y120 + T1T2YT 25 + TIT32 Y2 + T1T22Y5 + YT 2521 + Y1227 Y5)
+3(22 2511y + 21220TY5 + 25 23Y1 T + 212U T + TIYsY1To + T Yy T5)
+3(yfy§aslzg + ylygxfzg + y%y%zlxg + ylyngxg + x%zgzlxg + xlzngxg)
= (2% +yd + 2) (@) + ys + 25) + 1831 T0y1 Y221 22

2 2 22, 22 22, 2.2 2 9

+3 (5”1%?4122 + 122y 25 + X1T321Y2 + T1X227Y5 T YT2521Y2 + Y12221Y;
92 2 29, 2.2 2 9 2 9 2 2
F2125T1Y2 + 212201Y5 + 2125102 + 21221 T + T1Y5Y1T2 + T1Y2Y1 75

2 92 22, 22 2 2, 2.2 2 2
FYTY5T122 + Y1Y2X125 + Y Y3212 + Y1Y221T5 + T12521202 + .1'122211}2)
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e também o termo —3abc = —3(x129 + Y122 + 21Y2) (2122 + T1Y2 + Y122) (V1Y + T122 + 2122),
que pode ser calculado com o auxilio da identidade algébrica:

(+X)y+Y)z+2)=ayz + (2yZ + x2Y +yzX)+ (Y Z +yXZ +2XY) + XY Z,
portanto, abc =

= (2122 + Y122 + 21Y2) (2122 + T1Y2 + Y122) (Y1y2 + T122 + 2122)
= ($1902 + (y122 + Z13JQ>> (y1y2 + (2122 + 21902)) (2122 + (z1y2 + ylM))
= T1T2Y1Y22122 + <a:1:v2y1y2(931y2 +y12) + 1222122 (T1 20 + 2102) + Y1221 22(Y1 22 + 21y2)>
+ <~’171~T2(551Z2 + 2122) (212 + Y172) + Y12 (Y122 + 2192) (V12 + y122) + 2122(Y122 + 2190) (2122 +
+(y122 + 2192) (X122 + 2122) (T1Y2 + Y122)
= T1Y121T9Y229 + <x§y§y1x2 + y%x%:plyg + :B%z%zlxz + z%az%a:lzg + yfz%zlyg + zfy%ym)
+ (xlxz(ﬁyzzz + 21T2T1Yo + T120Y1 T2 + T3Y121) +
Y192 (Y3 2202 + Y1201y + 219201 T2 + Ys2171) +
2122(Z%H2I2 + Y12921%2 + Z1Y22122 + Z%?hxl))
+(y122 + 2192) (TTY222 + T1Y1T222 + T121T2Y2 + ToY121)
= X1Y12122Y222 + <x%y§y1x2 + y%l“%ﬂyg + 17%2321% + ZfZE%MZQ + yfzgzlyz + Zf?J;%%)
- ((xi’xgyng + 2iriziys + P2adyiz + adviyi2) +
(3 y22202 + Y Y3122 + Y1521 %2 + Yoy 2101) +
(zsznyQ + ZfZ§y1372 + 2%2337192 + Zgzly1x1>)
(23 23Y10 + Vi 2aT1 X0 + T1Y1 21Tz + TIY 2120 + TYs 2120 + T1Y121T0Y2%s + ZIYsT 1Ty + X520
= 3T1Y121T2Y2%2 + (ﬁy;yl% + y%$3$1y2 + !E%2321$2 + Z%$%$1Z2 + y%z%zlyz + nygylzg)
+ <:fo§z1y2 + a:f:v%ylzg + y%yglezg + y%y%zlxg + zfzgylxg + zfz%xlgh)
+ <x%z§y1y2 + YR 2T Ty + ToY T2 20 + TTYs 21 20 + YR To + a:%zfylyz)
+ (xi’xzyzzz + ?/?9222@ + Z%Zﬂ/ﬂz + xgxlylzl + ygylzlxl + 2321?/1%)

2 2 2 2 2.2 2 2 2. 2 2 2
= 3T1Y121T2Y222 + ($1y2y1$2 + Y1 T5x1Y2 + T12521T2 + 21 X5T122 + Y1 2521Y2 + 21 YsY122
2 2 2 2 2 2 2 2 2.2 2.2
+ T12521Y2 + TITY122 + Y1YsT1R2 + Y1 Ya21T2 + 21 25Y1T2 + 2125712
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
+ T12Y1Y2 + Y1 25T1T2 + TRy 2122 + T1Ya2122 + 21 YaT1T2 + $221?/1y2>

(25 + Y} + 25)xayaze + (23 + Y5 + 23)T1y120
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e entao,

2 9 2 2 2 92 2 2 2.9 2 92
—3abc = —9x1Yy12122Y229 — 3<x1y2y1x2 + Y[ T5T1Y2 + T12521T9 + 21T5T1 20 + Y1 2521Y2 + 21Y5Y122
2 9 2 2 2 9 2 92 2.9 2 92
+ T12521Y2 + TITY122 + Y1YsT1R2 + Y1Ya21T2 + 21 25Y1T2 + 21 25T1Y2

2.2 2.2 2 9 2 2 2,2 2.2
+ T125Y1Y2 + Y1 250102 + XY 2122 + XIY52122 + 21 Y5122 + mgzlylyg)

=3((at + o2 + Daaozs + (6 + 93 + Dz

de maneira que,

a4+ 0+ —3abe = (93:;’ + y:{’ + zf)(mg’ + yg’ + zg’) + 1821 Toy1 Y221 29 — 9T 1Y1 2121020

=3((e + 91 + )aagozs + (o] + 43+ Drna ) +

+3 (m%x%ym + BTy 25 + BTS2 Y + T1T22TYs + Y2521 + V12225 Y5
+2125T1Ys + 2120735 + 21 25Y1Ta + 212U 05 + TIYsY1 T2 + T1Y2Y T
FyRieizs + aatsd + iEaes + yeied + oladnms + mnsinl)

—3<x%y§y1x2 + y%x%azlyg + xfzgzlxg + zfx%a:le + yfzgzlyQ + zfygylzz
+ x%x%zlyg + mf:vgylzg + yfy%xlzg + yfy%zlaa + zfz%ylxg + zfzgxlyg
+ 2225y Ys + YT 1Ty + ToYT21 20 + XY 2120 + ZiYsT1To + x%zfylyg)

= (2} +u} + 27 — 3zyi21) (25 + v + 25 — 312y220)

O

A questao do conjugado dos nimeros ternarios nao sera tratada neste trabalho. Vale apenas
ressaltar que, diferentemente do caso complexo, os nimeros ternarios admitem naturalmente
um conjugado terndrio, e nao dual (vide o item 6 da proposicdo 3.2.2), no sentido de que o
conjugado do conjugado do conjugado de um nimero ternario é ele mesmo!

4.3. A representacao matricial dos niimeros ternarios

Como foi feito para o caso dos nimeros complexos, uma maneira alternativa de se repre-
sentar os nimeros ternarios, com matrizes, pode ser feito. Lembrando a forma algébrica dos
numeros ternarios:

3= (2,y,2) =+ yqa+ 2q°

representando por () a matriz 3 x 3, que é uma matriz circulante estudada em (FILHO; OTTONI,
27

2019) e (DAVIS, 1979) geometricamente corresponde a rotacdo de um angulo de 120° = Zrad
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em torno da reta r, a trissetriz, no espaco R?:

0 01

Q=110 0 (10)
010

diz-se entdo que () é uma representacdo matricial do nimero terndrio q = (0, 1, 0), pois,

01 0 100
Q=100 1/,@*=10 1 0| =1 (11)
100 00 1

entdo, Q2 é uma representacao matricial do nimero ternario q* = (0,0, 1), e obviamente /, a
matriz identidade 3 x 3, é a representacao aqui da unidade real 1.
Assim, um namero real puro qualquer x pode ser associado a matriz

1 00 z 0 0
xI=xz{0 1 o|l=10 = 0Of,
001 0 0 =z

um namero “primeiro imaginario puro” pode ser associado a matriz

00 1 00 y
yQ=y |1 0 0| =]y 0 Of,
010 0y 0

e um numero “segundo imaginario puro” pode ser associado a matriz

010 0 z 0
2Q*=z210 0 1| =10 0 2|,
1 00 z 0 0

de maneira que um nimero ternario qualquer 3 = (z, y, z) pode ter sua representacdo matricial
na forma geral

1 00 0 0 1 010 r zZ oy
3=l +yQ+2Q°=x |0 1 0| +y |1 0 0| +2]|0 0 1| =|y z =
0 01 010 100 z Yy x

E interessante observar que o determinante da matriz que representa esse niimero ternario
geral qualquer é precisamente 23 + 3 + 2% — 3ayz.
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5. APLICACAO NA SALA DE AULA

Visando a utilizacdo de temas da algebra em sala de aula, foi elaborada a seguinte atividade
para explorar contetdos de algebra.

A atividade foi realizada com os alunos do terceiro ano do Ensino Médio, alunos da Escola
Estadual Doutor Arthur Bernardes (Sete-Lagoas/MG). Seguindo o Plano de Curso de Matematica
- 2023 (CURSO, 2023), o objeto de conhecimento para o ensino da Geometria Analitica eram as
matrizes. Devido a isso, surgiu a necessidade de se revisar as operacoes basicas com matrizes,
devido a uma certa defasagem do ano anterior.

Para poder trabalhar com os alunos a resolucao de sistemas lineares e a condicao de alinha-
mento de trés pontos no plano, saberes que sao necessarios na matéria de Geometria Plana, foi
necessario introduzir aos alunos os conceitos de igualdade, soma, subtracao e multiplicacdo
de matrizes. Esses contetidos foram distribuidos e trabalhados da seguinte maneira (cada aula
apresentada tem a duracdo de 50 minutos):

e Aula 1) Explicacdo sobre soma e subtracao de matrizes. Aula expositiva e explicativa,
com resolucao de atividades em sala sobre o assunto apresentado,

e Aula 2) Correcao da atividade da aula passada sobre soma e subtracdo de matrizes,

e Aula 3) Multiplicacdo de matrizes. Nessa aula iniciou-se o aprendizado da multiplica-
cao de matrizes com matrizes na forma 2 x 2,

e Aula 4) Atividades sobre multiplicacdo de matrizes, uma observacao foi concluida
pelos alunos - o produto das matrizes nem sempre é comutativo,

e Aula 5) Nessa aula, para introduzir a atividade elaborada abaixo, foi explicado aos
alunos conhecimentos fundamentais sobre o conjunto dos niimeros complexos, sendo
salientado para eles que nao existe apenas o conjunto dos nimeros reais. Nessa aula
apresentou-se também a representacao matricial dos nimeros complexos.

Apbs o desenvolvimento das aulas acima, segue a atividade proposta.

5.1. A proposta

Foi apresentado aos alunos a matriz 2 x 2 que é a representacao matricial do niamero
complexo z = a + bi. Apresentou-se para a turma a definicao de um grupo aditivo abeliano, e
os alunos, dispostos em grupos de quatro pessoas, tinham como tarefa investigativa verificar se,
de fato, o conjunto das matrizes 2 x 2 que é a representacao matricial dos nUmeros complexos,
é um grupo aditivo abeliano.

5.1.1.Atividade o1- Grupo Aditivo Abeliano

Apresentada a matriz abaixo, que é a representacdo matricial do nimero complexo z = a-+bi
(conforme a secdo 3.4):
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foi solicitado aos alunos que verificassem que as matrizes de ordem 2 x 2 representam um
grupo aditivo abeliano, ou seja, que a soma usual de matrizes de ordem 2 x 2 obedece as

propriedades de associatividade, comutatividade, existéncia do elemento neutro e existéncia
do simétrico:

e i) (Associatividade da soma): A+ (B+C) = (A+ B) + C,
e ii) (Comutatividade da soma): A+ B = B + A,

e iii) (Existéncia do elemento neutro da soma): A+ 0= 0+ A = A, onde 0 é a matriz
nula,

e iv) (Existéncia do simétrico): A+ A’ = A’ + A = 0, onde 0 é a matriz nula,
ou seja, os alunos deveriam verificar que:

e i) (Associatividade da soma)

a —b c+e —d—f a+c+e —b—d—f
_l’_

b a d+f c+e b+d+f a+c+e

gue é igual ao lado direito da equacao matricial,

a+c —b—d e —f at+c+e —b—d—f
+ e
b+d a+c f e b+d+f a+4+cH+e

e ii) (Comutatividade da soma)

S
|
S
o
|
Y

a+c —b—d

=
S
SH
o

b+d a+c

que é igual a,

c —d a —b c+a —d-—0>

SH
o
>
S

d+b c+a

e iii) (Existéncia do elemento neutro da soma)
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e iv) (Existéncia do simétrico)

a —=b —a b —a b a —b 00
+ = + =
b «a -b —a -b —a b «a 0 0

Dessa maneira, pode-se afirmar que as matrizes apresentadas caracterizam um grupo
aditivo abeliano. Os alunos conseguiram demonstrar que o conjunto das matrizes 2 x 2 que
forma uma representacao matrical dos nimeros complexos, de fato caracteriza um grupo
aditivo abeliano. Alguns alunos apresentaram dificuldades na compreensao da propriedade da
comutatividade. Outros conseguiram resolver a atividade investigativa sem dificuldades. Na
sequencia, segue outra proposta de atividades semelhante a anterior.

5.1.2Atividade 02 - Grupo Multiplicativo Abeliano

Uma vez mais, apresentada a matriz abaixo, que é a representacao matricial dos nimeros
complexos z = a + bi:

solicitou-se aos alunos que verificassem que o conjunto das matrizes 2 x 2 que forma uma
representacdo matrical dos nimeros complexos € um grupo multiplicativo abeliano, ou seja, que
o produto desse tipo de matrizes de ordem 2 x 2 obedece as propriedades de associatividade,
comutatividade, existéncia do elemento neutro e existéncia do inverso:

e i) (Associatividade do produto): A- (B -C) = (A-B)-C,
e i) (Comutatividade do produto): A- B =B - A,

e iii) (Existéncia do elemento neutro do produto): A-1 =1 - A = A, onde [ é a matriz
identidade 2 x 2,

e iv) (Existénciado inverso): A- A~' = A"1. A =1,
ou seja, os alunos deveriam verificar que:

e i) (Associatividade do produto)

a —b ce —df —cf —de ace — adf —bde — bcf —acf — ade + bdf — bce

b a de+cf —df + ce bce — bdf 4+ ade + acf —bcf — bde — adf + ace
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que éigual a

ac —bd —ad — bc e —f ace — bde — adf — bef —acf + bdf — ade — bce

bc+ad —bd+ ac f e bce + ade — bdf + acf —bcf — adf — bde + ace

e i) (Comutatividade do produto)

a —=b —d ac—bd —ad—be

o

b a

IS
o

bc+ad —bd—+ ac
que é igual a,
c —d a —b ca—db —cb—da
d c b a da+cb —db+ ca

e iii) (Existéncia do elemento neutro do produto)

e iv) (Existéncia do simétrico)

- a b a b - a’+b>  ab—ba

a b 22 22| | @ 212 a b |3 e@re | 1
—b a —b a ba—ab  b%+a?

b a a2+b2 a2+b2 (12+b2 a2+b2 b a a2+b2 a2+b2 0

Como a comutatividade também é uma propriedade vélida para o conjunto especifico das
matrizes apresentadas, segue que esse conjunto de matrizes representa um grupo multiplica-
tivo abeliano. Através dessas atividades pode-se exercitar com os alunos algumas nocoes de
estruturas algébricas basicas.

5.2. Conclusao geral sobre a atividade aplicada e a atividade proposta

Levar os alunos a compreender que a matematica vai além do que é apresentado nos planos
curriculares propostos é a motivacao para a atividade acima. O intuito era levar os alunos ao
exercicio do pensamento algébrico mais abstrato, algo que nao é usualmente apresentado na
sala de aula, e apresentar para os mesmos um pouco das estruturas algébricas e conjuntos
numéricos de interesse matematico, que o contelido da matematica moderna nao se resume
somente ao conjunto dos niimeros reais, além de explicar que um nimero pode ser representado
de uma forma diferente da usual, no caso, como uma representacdo matricial.

Os alunos acolheram a atividade de forma bem receptiva, se sentiram desafiados e tive-
ram disposicao para concluir a atividade. A atividade 2 ainda segue como uma proposta de
continuacao da atividade 1, mostrando um caso especial onde a multiplicacdo é comutativa.
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6. CONCLUSAO

O presente trabalho apresentou algumas estruturas algébricas elementares como grupos,
subgrupos, anéis, ideais e corpos. Para melhor compreensao do leitor, cada definicdo apresen-
tada possui exemplos. Apresentou-se o conjunto dos nimeros complexos onde verificou-se sua
estrutura algébrica concluindo que o mesmo é um corpo, apresentou-se também o elemento
inverso de um namero complexo, a forma algébrica, o conjugado, o médulo e a representacao
matricial dos nimeros complexos. Também foi realizada uma aula pratica com alunos do en-
sino médio, mostrando a aplicacao da definicao de grupos com a representacao matricial dos
nimeros complexos.

Como objeto principal de estudo, apresentou-se uma investigacdo sobre os niimeros terna-
rios, onde foram utilizadas as definicoes apresentadas de estruturas algébricas para se classificar
0 novo conjunto em estudo. Verificou-se que o mesmo representa um anel, porém os nimeros
gue nao possuem inverso apresentam algumas intrigantes propriedades. O curioso polinébmio
cubico 23 + 1® + 2% — 3xyz se fez presente, revelando o papel de uma superficie cbica muito
peculiar denominada Esfera de Appell.

O desenvolvimento do estudo desse relativamente novo conjunto numérico foi feito o
tempo todo em analogia com o conjunto dos nimeros complexos, ou seja, apresentou-se
também nesse caso sua estrutura algébrica, elemento inverso (quando ha), foi apresentada sua
forma algébrica, a funcao médulo cubico, e por fim, uma representacao matricial dos nimeros
ternarios.

Neste trabalho nao foi possivel realizar a apresentacao da forma polar dos niimeros ternarios,
nem o caso dos conjugados para os ternarios. Portanto, como perspectiva de trabalho futuro
pode-se esperar um estudo mais aprofundado das funcdes hiperbdlicas e trigonométricas de
terceira ordem (MOREIRA; OTTONI; OTTONI, 2022) e sua relacdo com a forma polar dos niimeros
ternarios, além de uma investigacao sobre os conjugados dos nimeros ternarios.
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7. APENDICE A: O POLINOMIO 23 + o3 + 23 — 3ay2

A primeira de muitas (MACHALE, 1991) propriedades interessantes observada no polindbmio
clbico de trés variaveis D(z,y, z) = 23 + y* + 23 — 3xyz é que 0 mesmo é simétrico em suas
trés variaveis, ou seja, € o mesmo para todas as permutacoes de z, y e z:

D(z,y,z) = D(y,z,2) = D(x,z,y) = D(y, z,2) = D(z,y,x) = D(2,z,y).

Observa-se que D(z,y, z) € homogéneo de grau 3, ou seja, D(tz, ty,tz) = t3f(z,y, 2).
Para fatorar esse polindmio pode-se proceder seguindo alguns passos, através da bem conhecida
identidade algébrica:

?+y’ = (x+y) (@’ —zy+y°)

(
= (z+y)|(z+y)? - 3yl
= (z+y)’—3zy(z +y),

de maneira que,

D(z,y,2) = [(x+y)®—3zy(x+y)|+2° — 3zyz
= [(z+y)’ +2°] = 3wy(z +y) — 3ayz
= (z+y+2)( +y)2—(x+y>z+z2]—3xy(:c+y+z>
= (w+y+2)@®+y* + 20y — 2z —yz+ 2% = 3ay(z +y +2)
= (z+y+2)(@®+y*+ 22y — 22 —yz + 2° — 3zy)
finalmente,

D(x,y,2) =2 +y* +2° = 3wyz = (s +y+ 2)(2* + > + 22 — 2y — yz — 22). (12)
fatoracao essa que leva aos seguintes resultados:
Teorema 7.0.1. Sex = y = zoux+y+2z = 0, entdo D(z,y, z) = 0, ouseja; x*>+1>+23 = 3zy=.
Demonstracdo. Evidente por (12). O

Teorema 7.0.2. Sez,y, 2 € Re D(z,y,z) =0,entdoxr +y+2=0o0uz =y =2z=0. Em
ambos os casos x* — yz = y* — zx = 2?2 — 2y

Demonstracdo. Por (12) tem-se que, se D(z,y,z) = 0, entdooux +y + z = 0 ou 2% +
y? + 2?2 — 2y — yz — zx = 0. Se for o segundo caso, multiplicando essa equacio por 2 e
reorganizando, obtém-se (z — y)? + (y — 2)* + (z — x)* = 0. Como T,y e z€R, conclui-se
imediatamente que v = y = 2. Ese x = y = z, claramente 2% — yz = y —zx = 2% — ay.
Sex+y+z=02=—(y+z2) entdoz? —yz = (y + 2)> — yz = y* + yz + 2% Entdo
V—zr=y +z2(yt+2) =y +tyz+ 22 =22+ (y+2)y =22 — ay. O

A prova do teorema 7.0.2 estabelece o seguinte:

Teorema 7.0.3. D(z,y,2) = 1(z +y+2)[(z —y)* + (y — 2)* + (z — z)?].
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Demonstracdo. Multiplicando e dividindo (12) por 2:

1
D(x,y,2z) = §($+y+2)(23€2+2y2+222—2:Uy—2yz—2a:z)
1
= §(x+y+z)(a:2—2xy+y2+y2—2yz+z2+:p2—2x2+z2)
1

= S@ry+2)l—y)’+y—2)"+(—2)]

]

Teorema 7.0.4. Se z, y e z sdo numeros reais ndo negativos, D(x,y, z) > 0, com a igualdade
vdlida somentese x = y = z.

Isso também pode ser deduzido elegantemente através da famosa desigualdade M.A.
(Média Artmética) > M.G. (Média Geométrica): Se a, b, ¢ > 0, entdo z(a + b+ ¢) > Vabe.

Colocando a = %, b = ¢*, ¢ = 23 tem-se que (2% + * + 2*) > /23y>23 = 2yz, quedao
resultado desejado.
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