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ResumoEste trabalho é baseado na dissertação de mestrado de Nathália Cássia Leal de Deus, defendida pelo MestradoProfissional em Rede Nacional no Campus Alto Paraopeba da UFSJ, PROFMAT/CAP, em setembro de 2023 (DEUS;OTTONI; OTTONI, 2023). O presente artigo tem como objetivo apresentar a álgebra dos números ternários, umconjunto numérico tridimensional análogo ao conjunto dos números complexos. Primeiramente são relembradasalgumas estruturas algébricas elementares como grupos, subgrupos, anéis, ideais e corpos. A seguir, apresenta-seos números complexos com suas propriedades básicas, e verifica-se a estrutura algébrica dos mesmos. Após umbreve estudo sobre os números complexos, são apresentados os números ternários, onde é utilizada a analogia como conjunto dos números complexos para facilitar a leitura e apresentação do tema. Para ummaior aprofundamentodo estudo do conjunto dos números ternários, é estudada a estrutura algébrica desse conjunto, a função módulocúbico e a propriedade de composição desse módulo, a forma normal e uma representação matricial dos ternários,e são analisadas algumas propriedades de um curioso polinômio de terceira ordem intimamente relacionado à esteconjunto. O último capítulo trata de uma atividade aplicada e outra atividade proposta para a utilização de temasde álgebra abstrata para alunos de Ensino Médio. Finalmente, uma conclusão e algumas perspectivas futurassobre o trabalho são apresentadas.
Palavras-chave: Estruturas Algébricas, Números Complexos, Números Ternários, Módulo cúbico, Álgebra abstratano Ensino Médio, Polinômio x3 + y3 + z3 − 3xyz.

1. INTRODUÇÃO

O processo que levou à introdução de um ponto de vista verdadeiramente abstrato emálgebra teve início em 1815, quando vários matemáticos da Universidade de Cambridge, comoCharles Babbage (1792-1871), George Peacock (1791-1858) e John Herschel (1792-1878) fundarama Analytical Society, uma sociedade cuja finalidade imediata era reformar o ensino do cálculo,adotando as notações em uso no continente. Porém, sua contribuição fundamental foi repensare discutir os fundamentos da álgebra.Séculos antes, quando a ciência europeia ainda discutia a possível validade do empregode números negativos ou irracionais, apareceram no mundo matemático os números que hoje
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chamamos de complexos. Rafael Bombelli introduziu procedimentos matemáticos que usavama raíz quadrada de menos um de maneira a resolver equações de terceiro grau em seu trabalhoL’Algebra, de 1572, após os contatos iniciais de outro matemático italiano, Gerolamo Cardanocom os números complexos, no seu Ars Magna, de 1545.Em 1830, Peacock publicou seu Treatise on Algebra onde tenta dar a esta disciplina umaestrutura lógica comparável à dada à geometria nos Elementos de Euclides; isto é, apresentá-lacomo o desenvolvimento abstrato das consequências de um certo conjunto de postulados. Aobra, que fora ampliada a dois volumes até 1845, marca o verdadeiro início do pensamentoaxiomático em álgebra. No primeiro volume, Peacock tenta exibir as leis fundamentais da arit-mética, trabalhando apenas com números e dando aos símbolos+ e− apenas o seu significadoordinário. Augustus de Morgan e outros matemáticos do século XIX também apresentaramenormes contribuições para o início do pensamento algébrico abstrato, porém William RowanHamilton, inspirado pela beleza e poder da análise complexa recentemente desenvolvida, pro-curava por algum tipo de “número complexo generalizado”, que poderia descrever de maneiranatural a matemática e a geometria dos espaços tridimensionais, papel equivalente ao dosnúmeros complexos com o espaço bidimensional. Hamilton perseguindo esse objetivo, atravésdo desenvolvimento dos quatérnions, um novo conjunto numérico quadridimensional, onde amultiplicação não é comutativa, leva a álgebra abstrata mais além (POLCINO, 2004). Cerca dedois meses após receber uma carta do Hamilton, anunciando a descoberta dos quatérnions,em 1843, o matemático John Graves descobriu os números octodimensionais denominadosoctonions, que não obedecem à propriedade da associatividade da multiplicação. Os octonionsforam redescobertos por Arthur Cayley em 1845.Ainda que o trabalho de Hamilton com os quatérnions tenha levado a uma ampliação dainvestigação e do estudo de estruturas algébricas mais abstratas, sua meta inicial fora frustradapor pelo menos um ponto essencial: Se são os quatérnions análogos multidimensionais doscomplexos, a dimensionalidade não muda de duas para três dimensões, mas de duas paraquatro!Acontece que, como acabou por ser visto, há umamaneira natural de se construir versões ge-neralizadas dos números complexos em espaços reais de n dimensões (FLEURY; TRAUBENBERG;YAMALEEV, 1993; FLEURY; TRAUBENBERG; YAMALEEV, 1995) sem perder certas propriedadesbásicas, como a comutatividade e associatividade, ao custo de outras, como a divisibilidade. Ocaso mais simples dessas generalizações ocorre para n = 3.Os chamados números ternários, ou tricomplexos, ou complexos ternários; números com-plexos de três dimensões, foram introduzidos em uma série de estudos relativamente recentes(LIPATOV; TRAUBENBERG; VOLKOV, 2008; OLARIU, 2000), embora os primeiros passos nessadireção tenham sido dados hámuito mais tempo. Por exemplo, como primeiro passo em direçãoa uma extensão dos números complexos, em uma série de artigos, os matemáticos estudaramum espaço tridimensional com comprimento de arco dado pela fórmula cúbica definida por
d3s = d3x+ d3y + d3z − 3dxdydz. Esse estudo foi iniciado pelo matemático francês P. Appell(APPELL, 1877b; APPELL, 1877a), escrito em 1877, onde ele introduz uma certa generalização dasfunções trigonométricas usuais relacionadas com esse comprimento de arco. Então décadasdepois, as propriedades geométricas desses espaços tridimensionais foram primeiro estudadaspor P. Humbert em uma série de artigos (HUMBERT, 1942; HUMBERT, 1940; HUMBERT, 1949)e por J. Devisme (DEVISME, 1933; DEVISME, 1929), entretanto todos esses resultados foramobtidos sem o uso explícito de algum tipo de extensão de números complexos, com exceção deuma pequena observação feita pelo próprio Appell, em seu primeiro artigo (APPELL, 1877b).
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Os números ternários estão sendo investigados na Física Teórica nos últimos anos porque,aparentemente estão relacionados comalgumas simetrias da física de alta energia, possibilitandouma maneira diferente de compreender fenômenos que envolvem os problemas dos chamadosnúmeros quânticos de cor, que são três, e das três gerações, ou famílias de partículas elementaresdo Modelo Padrão (KERNER; SUZUKI, 2014; KERNER, 2017; KERNER, 2018a; KERNER, 2018b;KERNER, 2019; KERNER, 2023; KERNER; LUKIERSKI, 2019; KERNER, 1991; KERNER, 2010; KERNER,1992; ABRAMOV; KERNER; ROY, 1997).O presente trabalho tem como objeto de estudo principal os números ternários. Para umamelhor compreensão do leitor, utiliza-se uma analogia com o conjunto dos números complexossempre que possível, assunto de estudo de um capítulo anterior. Este trabalho é apresentadode forma a gerar uma compreensão mais didática da álgebra abstrata e portanto apresenta-seprimeiramente as estruturas algébricas elementares definidas como grupos, subgrupos, aneis,subaneis, ideais, domínios de integridade, corpos. Utiliza-se o conjuntos dos números complexospara explorar a questão das estruturas algébricas e por fim aplica-se essas mesmas definiçõesaos números ternários.O estudo apresentado no capítulo sobre os números ternários procura explorar a riqueza deestruturas da álgebra abstrata envolvida nesse conjunto, demostrando de maneira formal, masacessível, muitas das características e propriedades do novo conjunto apresentado, além dissoexplora a intrigante relação com o curioso polinômio cúbico x3 + y3 + z3 − 3xyz, revelandoo papel de uma superfície cúbica muito peculiar denominada Esfera de Appell na estranhageometria sistematizada pelos ternários.Por fim, apresenta-se uma aplicação realizada em sala de aula, e uma proposta de atividade;de alguns dos conceitos de álgebra estudados, por meio da representaçãomatricial dos númeroscomplexos, verificando que a mesma representa um grupo.

2. ESTRUTURAS ALGÉBRICAS ELEMENTARES

Um dos pilares da matemática moderna é a álgebra, uma grande área da matemática quese desenvolveu através dos esforços de matemáticos como Karl Weierstrass, Georg Cantor,Leopold Kronecker, Richard Dedekind, Karl F. Gauss, Niels H. Abel, Augustin Cauchy e etc, queempreenderam a árdua tarefa de estabelecer uma fundação mais rigorosa ao conceito denúmero. Com o tempo as ideias e os conceitos da álgebra foram sendo ampliados, se tornarammais gerais, consistentes e abstratos, e hoje essa área contém toda uma classe de estruturasalgébricas como os chamados grupos, aneis, corpos, domínios de integridade, ideais e etc.Algumas dessas estruturas serão consideradas nesse capítulo. O caso essencial do corpo dosnúmeros complexos é estudado no terceiro capítulo, e partindo dos números complexos comoum protótipo de conjunto numérico, o quarto capítulo apresenta o conjunto dos númerosternários.
2.1. Grupo

O conceito de grupos é uma das ferramentas mais utilizadas na matemática moderna.Dentre as diversas áreas da ciência nas quais este conceito é fundamental estão incluídas a
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teoria quântica de campos, a física da matéria condensada, no estudo das estruturas atômica emolecular, e significativamente na cristalografia, além do próprio estudo da álgebra abstratana matemática moderna, onde tal conceito é utilizado para a construção de outras estruturasalgébricas, como anéis, corpos, e espaços vetoriais, uma vez que estes podem ser vistos comogrupos dotados de operações e axiomas adicionais.A primeira grande fase da teoria dos chamados grupos finitos atingiu o seu ápice no períodoimediatamente antes da Primeira Guerra Mundial, com os trabalhos do alemão FerdinandGeorg Frobenius (1849-1917), do inglês William Burnside (1852-1927) e do bielorrusso Issai Schur(1875-1936). Depois de 1928, novas e decisivas contribuições foram feitas pelo também inglês P.Hall (1904-1982), pelo alemão H. Wielandt (1910-2001) e, na área das representações de grupos,pelo também alemão Richard D. Brauer (1901-1977). A classificação completa dos grupos finitosfoi levada a cabo somente em 1982 com a participação de centenas de matemáticos, lideradospelo norte-americano D. Gorenstein (1923-1992) (SOUZA, 2012).Nesta seção, certas estruturas algébricas bastante gerais munidas de apenas uma operaçãosão apresentadas. Estas estruturas são conhecidas como grupos. Além disso, denomina-sealguns tipos de grupos e subgrupos e apresenta-se seus respectivos exemplos e resultados paraum melhor entendimento dos conteúdos abordados.
Definição 2.1.1. (Grupo) Seja G um conjunto não vazio munido de uma operação binária (∗)fechada definida entre seus elementos

∗ : G×G −→ G

(a, b) −→ a ∗ b

Dizemos que (G, ∗) é um grupo se as propriedades abaixo são válidas para quaisquer quesejam a, b e c ∈ G:
• i) (Associatividade): (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c),
• ii) (Existência do elemento neutro): Existe e ∈G, tal que a∗e = e∗a = a, denomina-se
e por elemento neutro,

• iii) (Existência do elemento inverso): Para todo a ∈ G, existe um a−1 ∈ G, denominadoelemento inverso de a, tal que a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e.
Ao estudar a teoria dos grupos é comum nos depararmos com o termo grupos comutativos.Estes se diferenciam dos demais pela característica de satisfazer a propriedade comutativacom relação a operação utilizada. Os grupos comutativos também recebem o nome de gruposabelianos, em homenagem ao matemático norueguês Niels Henrik Abel (1802-1829).

Definição 2.1.2. (Grupo Abeliano) Dizemos que (G; ∗) é um grupo abeliano quando a operaçãoque define o grupoG for também comutativa, ou seja, para quaisquer a, b ∈G, tem-se a ∗ b =
b ∗ a.

Como exemplo, pode-se citar alguns grupos importantes, como (DOMINGUES, 2003):
• i) (Z,+): O grupo aditivo dos números inteiros (comutativo) é o sistema formadopelo conjunto dos inteiros e a operação definida é a adição usual, uma operaçãosobre Z, associativa e comutativa. (Q,+): O grupo aditivo dos números racionais
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(comutativo) é o sistema formado pelo conjunto dos racionais Q e a adição usualsobre esse conjunto. (R,+): O grupo aditivo dos números reais (comutativo) é osistema formado pelo conjunto dos números reais R e a adição usual sobre esseconjunto.
• ii) (Q∗, ·): O grupo multiplicativo dos números racionais (comutativo) é o sistemaformado pelo conjunto dos racionaisQ∗ (racionais exceto o 0) e a multiplicação usualsobre esse conjunto,
• iii) (R∗, ·): O grupomultiplicativo dos números reais (comutativo) é o sistema formadopelo conjunto dos números reaisR∗ (reais exceto o 0) e a multiplicação usual sobreesse conjunto.

Nas seções 5.1.1 e 5.1.2 é apresentada uma aplicação em sala de aula, com a exemplificação dadefinição de grupos.Alguns subconjuntos do grupo (G, ∗) também podem formar um grupo com relação àmesma operação (∗) definida para o grupo G, o que leva a definir os chamados subgrupos(GARCIA; LEQUAIN, 2013):
Definição 2.1.3. (Subgrupo) Seja (G, ∗) um grupo. Um subconjunto não vazio H de G é umsubgrupo deG (denotado porH < G) quando, com a operação deG, o conjuntoH é um grupo,isto é, quando as condições seguintes são satisfeitas:

• 0) (Fechamento da operação emH): h1 ∗ h2 ∈ H , ∀h1, h2 ∈ H ,
• i) (Associatividade): h1 ∗ (h2 ∗ h3) = (h1 ∗ h2) ∗ h3,∀h1, h2, h3 ∈ H ,
• ii) (Existência do elemento neutro): ∃eH ∈ H tal que eH ∗ h = h ∗ eH = h, ∀h ∈ H ,
• iii) (Existência do elemento inverso): Para cada h ∈ H , existe k ∈ H tal que h ∗ k =
k ∗ h = eH .

Pode-se fazer algumas observações com relação à natureza dos subgrupos, que torna suaanálise mais simples:
1) A condição de associatividade (i) é sempre satisfeita, pois a igualdade g1 ∗ (g2 ∗ g3) =

(g1 ∗ g2) ∗ g3 é válida para todos os elementos deG,
2) O elemento neutro eH é necessariamente igual ao elemento neutro e deG. De fato, tomando

a ∈ H ⊆ G, temos eH ∗ a = a; multiplicando os dois membros da igualdade a−1 àdireita, obtemos eH = e,
3) Dado h ∈ H , o inverso de h emH é necessariamente igual ao inverso de h emG. De fato,se k é o inverso de h emH , então h ∗ k = k ∗ h = eH , logo h ∗ k = k ∗ h = eh = e,e portanto k é o inverso de h emG.

Como exemplo de subgrupo pode-se citar o conjunto de todos os números pares, a saber,
2Z = {2k|k ∈ Z}, é um subgrupo de (Z,+).

Estruturas algébricas mais elaboradas podem ser construídas se forem incluídas maisoperações binárias entre os elementos do conjunto estudado. As definições apresentadas napróxima seção envolvem conjuntos com duas operações definidas entre seus elementos, quepodem ser chamadas de adição e multiplicação, e as definições usadas são baseados nos livros(GARCIA; LEQUAIN, 2013) e (HEFEZ, 2011).
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2.2. Anel

A teoria dos aneis é um dos principais assuntos do campo da álgebra abstrata moderna. Aorigem da álgebra remonta aos babilônios e o seu desenvolvimento percorreu um longo caminhoe que teve um momento importante no séculoXV I com os matemáticos da chamada Escolade Bolonha que se ocuparam da resolução das equações algébricas do terceiro e do quarto grau.Um outro momento importante para a álgebra ocorreu na primeira metade do séculoXIXcom os trabalhos do irlandês W. H. Hamilton e de seus contemporânios ingleses. Hamiltonintroduziu o formalismo dos números complexos que é até hoje usado e posteriormente definiuformalmente os chamados quartérnios, dando mais um passo decisivo para o desenvolvimentoda álgebra abstrata. Importante para o desenvolvimento da teoria nessa época foi o estudodos aneis de inteiros algébricos, iniciado por Gauss e desenvolvido por Kummer, Dedekind,Kronecker, Dirichlet e Hilbert, trabalhos que culminaram no final do século XIX , início doséculoXX . Finalmente, a noção abstrata moderna de anel foi introduzida na segunda décadado séculoXX (HEFEZ, 2011).Um anel é um conjunto A com pelo menos dois elementos, munido de uma operaçãodenotada por+, chamada adição, e de uma operação denotada por ·, chamada multiplicação,que satisfazem determinadas condições:
Definição 2.2.1. (Anel) Seja A um conjunto não vazio munido de duas operações bináriasfechadas em A; (+) e (·), chamadas adição e multiplicação

+ : A× A −→ A

(a, b) −→ a+ b

· : A× A −→ A

(a, b) −→ a · b

A terna (A,+, ·) é um anel quando as operações satisfazem as seguintes propriedades paraquaisquer que sejam a, b e c ∈ A:
• A1) (Associatividade da adição): (a+ b) + c = a+ (b+ c),
• A2) (Comutatividade da adição): a+ b = b+ a,
• A3) (Existência do elemento neutro para a adição): Existe α ∈ A, tal que a + α =
α + a = a, o elemento neutro da adição é simbolizado por 0,

• A4) (Existência do elemento simétrico): Para todo a ∈ A, existe um a′ ∈ A, denomi-nado elemento simétrico de a, tal que a+ a′ = 0, o elemento simétrico é simbolizadopor−a,
• M1) (Associatividade da multiplicação): (a · b) · c = a · (b · c),
• M2) (Comutatividade da multiplicação): a · b = b · a,
• M3) (Existência do elemento neutro para a multiplicação): Existe e ∈ A (com e ̸= 0),tal que a · e = e · a = a, o elemento neutro da multiplicação é simbolizado por 1,
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• AM ) (Distributividade): a · (b+ c) = a · b+ a · c.
Portanto todo anel é um grupo abeliano com relação a operação de adição, mas como oselementos de um anel não necessariamente têm inverso multiplicativo, um anel não é um grupocom relação à operação demultiplicação. O anel (A,+, ·) tambémé representado simplesmentepor A.Como exemplo de aneis importantes, pode-se citar (DOMINGUES, 2003): O anel dos núme-ros inteiros (Z,+, .), o anel dos números racionais (Q,+, .), o anel dos números reais (R,+, .).No próximo capítulo será demostrado que o conjunto dos números complexos munido dasoperações usuais é um anel.Um elemento a ∈ A é dito inversível se existir um elemento b ∈ A tal que a · b = 1:

Definição 2.2.2. (Elemento Inverso) Diz-se que a−1 ∈ A é o inverso de um elemento a do anel
A se a · a−1 = 1, nesse caso a é dito invertível.

Denota-se por A∗ o conjunto dos elementos invertíveis do anel A. Pode-se fazer algumasobservações com relação à natureza do conjunto A∗ dos elementos invertíveis de A:
1) O conjunto A∗ é fechado com relação à operação de multiplicação,
2) O elemento neutro 1 é necessariamente um elemento de A∗,
3) Dado x ∈ A, o inverso de x em A, x−1 está necessariamente em A∗.

Como as operações em A são comutativas por definição, e com as observações acima épossível concluir-se que A∗ é um grupo abeliano com relação à operação de multiplicação, e A∗

não é um anel, pois não pode conter o 0, que não tem inverso.
Definição 2.2.3. (Subanel) Um subconjunto não vazio B de um anel (A,+, ·) é um subanel de
A se, e somente se:

• i) se a, b ∈ B então a+ b ∈ B,
• ii) se a, b ∈ B então a · b ∈ B,
• iii) 0A ∈ B,
• iv) se a ∈ B então−a ∈ B.

Como exemplo de subanel pode-se citar:
• i) Com as operações usuais (Z,+, .) é subanel de (Q,+, .) e (Q,+, .) é subanel de
(R,+, .),

• ii) O conjunto dos números ímpares B = {2k + 1, k ∈ Z} não é subanel de Z. Bastaver que 1, 3 ∈ B porém 3− 1 = 2 /∈ B,
• iii) O conjunto dos números pares B = {2k, k ∈ Z} é subanel de Z. De fato, a soma,o produto e a diferença de números pares é sempre um número par,
• iv)R é um subanel de C.
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2.3. Ideal

Nesta seção será apresentado a definição de ideal, e serão explorados alguns exemplospara facilitar a compreensão do leitor. As definições e exemplos foram extraídos de (JANESCH;TANEJA, 2008).A noção de ideal foi introduzida no final do séculoXIX por Dedekind. Os ideais formamuma classe especial de subaneis e surgiram como ferramenta para o estudo da teoria dosnúmeros. Pela definição anterior de aneis, é possível notar que B é um subanel de A quandoeste subconjunto é fechado por diferenças e produtos de elementos em B. Como pode-se verabaixo, os ideais são subconjuntos fechados por diferenças e por produtos com elementos dopróprio anel A.
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Definição 2.3.1. (Ideal) Sejam (A,+, ·) um anel e ∅ ≠ I ⊆ A um subconjunto não vazio de A.Dizemos que I é ideal de A quando:
• (i) a, b ∈ I ⇒ a− b ∈ I ,
• (ii) x ∈ A e a ∈ I ⇒ ax ∈ I .

Como exemplo de subaneis que não são ideais, é possível observar o seguinte caso: Z ésubanel de Q, no entanto Z não é ideal de Q. Para ver isso basta notar que 1 ∈ Z, e 1
2
∈ Q,mas 1 · 1

2
/∈ Z. Outro exemplo de subanel que não é ideal, pode-se também citarR ⊂ C, seráobservado na subseção 2.2.3 queR é um subanel de C, porémR não é um ideal de C; para verisso basta notar que 2i ∈ C e, 1 ∈ R , mas 2i · 1 /∈ R.Como exemplo de ideal pode-se citar (DOMINGUES, 2003):

• i) Se A é um anel, então {0} e o próprio A são ideais em A. São os ideais triviais doanel.
• ii) No anel Z, os subconjuntos nZ = 0,±n,±2n, ..., (qualquer que seja o inteiro n),são ideais de Z. De fato se a, b ∈ nZ, então a = rn e b = sn, para convenientesinteiros r e s, e logo a− b = rn− sn = (r− s)n, de onde conclui-se que a− b ∈ nZ;e também sejam x ∈ Z e a ∈ nZ; então a = qn, para um conveniente q inteiro, eportanto xa = x(qn) = (xq)n, o que mostra que xa ∈ nZ.

2.4. Domínio de Integridade

Um anel A será chamado de domínio de integridade, ou simplesmente domínio, se forverificada a chamada propriedade de integridade entre todos os seus elementos. A propriedadeda integridade é a seguinte (HEFEZ, 2011):
Definição 2.4.1. (Domínio de Integridade) Um anel (A,+, ·) é um domínio de integridade, ousimplesmente domínio, se dados quaisquer a, b ∈ A, se a ̸= 0 e b ̸= 0, então a · b ̸= 0.

Exemplos de domínio de integridade são (LEQUAIN; GARCIA, 1983):
• i) (Z,+, .): O anel dos inteiros é um domínio de integridade.
• ii) (Z[i],+, .): O subconjuntoZ[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z} dos números complexos, comentradas inteiras e a multiplicação dada pela multiplicação de números complexos,(conformedefinido no próximo capítulo). Então esse anel é umdomínio de integridadechamado de anel dos inteiros Gaussianos.
• iii) Mais geralmente, se n é um inteiro positivo, temos então que ({a+ b

√n | a, b ∈
Z},+, .) e ({a+ bi

√
n | a, b ∈ Z},+, .) são domínios.

• iv) O conjunto dasmatrizes 2×2 com entradas reais e a soma emultiplicação definidaspelas soma e produto de matrizes não é um domínio de integridade. Basta observarque o produto das matrizes apresentadas abaixo é zero:1 0

0 0

 ·

0 0

0 1

 =

0 0

0 0


9
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2.5. Corpo:

Um anel onde todos os elementos são invertíveis (com exceção do 0) é chamado corpo.
Definição 2.5.1. (Corpo) Um anel (A,+, ·) provido da propriedade abaixo é denominado corpo:

• M4) (Existência do inverso): Para todo a ∈ A (a ̸= 0), existe a−1 ∈ A, tal que
a · a−1 = 1.

Exemplos clássicos de corpos são :
• i) O conjuntos dos números racionaisQ, reaisR e complexos C.
• ii) O conjunto dos inteirosZ não é um corpo, porque nem todo elemento deZ possuiinverso multiplicativo.

É possível verificar que:
Teorema 2.5.2. Todo corpo é um domínio de integridade.

Ademostração desse teoremaé análoga à demostração dada para o conjunto dos complexos,feita no próximo capítulo.No próximo capítulo é verificado que o conjunto dos números complexos C é um corpo,aproveitando também para ilustrar mais claramente a definição de corpo apresentada nestaseção.

10
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3. OS NÚMEROS COMPLEXOS

Considere o conjunto C dos pares ordenados de números reais (x, y), onde ficam definidasas seguintes operações de adição e multiplicação:
+ : C× C −→ C

(z1, z2) −→ z1 + z2

· : C× C −→ C

(z1, z2) −→ z1 · z2

• (Adição de números complexos):
(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2),

• (Multiplicação de números complexos):
(x1, y1) · (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2).

O conjunto C com as operações acima definidas é chamado o conjunto dos númeroscomplexos, e denotado por C. A adição acima definida é simplesmente a soma de vetores em
R2, enquanto a multiplicação tem uma interpretação geométrica mais elaborada. Com isso épossível afirmar que:
Teorema 3.0.1. C é um grupo abeliano com relação à operação de adição.
Prova. SejaC o conjunto dos pares ordenados de números reais munido da operação de adiçãocomo a definida acima, dados z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) e z3 = (x3, y3) emC, a soma obedeceàs propriedades:

• A1) (Associatividade da adição): (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3),
(x1 + x2, y1 + y2) + (x3, y3, z3) = (x1 + x2 + x3, y1 + y2 + y3)

= (x1, y1) + (x2 + x3, y2 + y3)

• A2) (Comutatividade da adição): z1 + z2 = z2 + z1,
(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2)

= (x2 + x1, y2 + y1)

= (x2, y2) + (x1, y1)

• A3) (Existência do elemento neutro para a adição): Existe 0 ∈ C, tal que z + 0 = z,
(x, y) + (0, 0) = (x+ 0, y + 0) = (x, y)

• A4) (Existência do elemento simétrico): Para todo z = (x, y) ∈ C, existe um z′ ∈ C,denominado elemento simétrico de z, tal que z + z′ = 0. O elemento simétrico ésimbolizado por−z,
(x, y) + (−x,−y) = (x− x, y − y) = (0, 0) = 0

11
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Analisando as propriedades acima, e de acordo com a definição 2.1.1, (C,+) é um grupo abeliano.
Teorema 3.0.2. C é um anel.
Prova. É possível ver que a multiplicação de complexos obedece às propriedadesM1−M3 e
AM da definição 2.2 de anel:

• M1) (Associatividade da multiplicação): (z1 · z2) · z3 = z1 · (z2 · z3),
(z1 · z2) · z3 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2) · (x3, y3)

= (x1x2x3 − y1y2x3 − x1y2y3 − y1x2y3, x1x2y3 − y1y2y3 + x1y2x3 + y1x2x3)

z1 · (z2 · z3) = (x1, y1) · (x2x3 − y2y3, x2y3 + y2x3)

= (x1x2x3 − x1y2y3 − y1x2y3 − y1y2x3, x1x2y3 + x1y2x3 + y1x2x3 − y1y2y3)

São iguais a menos de reorganização dos termos em cada coordenada.
• M2) (Comutatividade da multiplicação): z1 · z2 = z2 · z1,

z1 · z2 = (x1, y1) · (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2)

z2 · z1 = (x2, y2) · (x1, y1) = (x2x1 − y2y1, x2y1 + y2x1)

São iguais a menos de reorganização dos termos em cada coordenada.
• M3) (Existência do elemento neutro da multiplicação): Existe 1 ∈ C, tal que z · 1 = z,

(x, y) · (1, 0) = (x · 1 + y · 0, x · 0 + y · 1)
= (x+ 0, 0 + y) = (x, y)

• AM ) (Distributividade): z1 · (z2 + z3) = z1 · z2 + z1 · z3,
z1 · (z2 + z3) =

(
x1(x2 + x3)− y1(y2 + y3), x1(y2 + y3) + y1(x2 + x3)

)
=

(
x1x2 + x1x3 − y1y2 − y1y3, x1y2 + x1y3 + y1x2 + y1x3

)

z1 · z2 + z1 · z3 =
(
x1x2 − y1y2 + x1x3 − y1y3, x1y2 + y1x2 + x1y3 + y1x3

)
Que são iguais, a menos de reorganização dos termos em cada coordenada.

Em conjunto com a demonstração das propriedades A1− A4 demonstradas no teoremaanterior, verifica-se assim que os números complexos possuem todas as propriedades relativasa um anel.
Na próxima seção será investigado a questão da existência (ou não) dos elementos inversosdos números complexos, e finalmente será demonstrado que:

Teorema 3.0.3. C é um corpo.
12
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3.0.1.O elemento inverso de um número complexo
Como visto, os elementos de um anel não necessariamente têm inverso multiplicativo.Quando todos os elementos do anel (com exceção do 0) são inversíveis esse anel é chamadocorpo. Nessa seção será investigado se os números complexos formam não apenas um anel,mas um corpo. Para isso, seja um número complexo z = (x, y) ̸= 0, e (considere se existir)

z′ = (x′, y′) ∈ C seu inverso, isto é z · z′ = 1, ou seja:
z · z′ = (xx′ − yy′, xy′ + yx′) = (1, 0) (1)

Encontrar z′ = (x′, y′) implica resolver o seguinte sistema (onde as incógnitas são x′ e y′): xx′ − yy′ = 1

yx′ + xy′ = 0

Para encontrar a solução do sistema acima pode-se utilizar a regra de Cramer (PAIVA, 1995).Na forma matricial, o sistema linear fica: x −y

y x

 x′

y′

 =

 1

0


Pela regra de Cramer, a solução é dada por x′ = Dx

D
e y′ = Dy

D
(paraD ̸= 0), ondeDx eDysão os respectivos determinantes das matrizes:

Dx(x, y) = det

1 −y

0 x

 = x,

Dy(x, y) = det

x 1

y 0

 = −y

eD é o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear:
D(x, y) = det

x −y

y x

 = x2 + y2

ParaD(x, y) = x2 + y2 ̸= 0, ou seja, para z ̸= (0, 0), o sistema possui solução única. Nessecaso:
z−1 =

(
x

x2 + y2
,

−y

x2 + y2

)
(2)

Verifica-se, portanto que o conjunto dos números complexos C é um corpo 2.5.1, e conse-quentemente, conforme visto no capítulo anterior, C também é um domínio de integridade,mas como não havia a demonstração dessa afirmação no capítulo anterior, a demonstração nocaso do corpo dos complexos, que ilustra a demonstração para o caso geral, é feita a seguir.
13
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Teorema 3.0.4. C é um domínio de integridade
Demonstração. Sejam z, z′ ∈ C, tais que z · z′ = 0 e z ̸= 0. Como C é um corpo, existe um
z−1 ∈ C tal que z−1 · z = 1. Logo, multiplicando os dois membros da equação z · z′ = 0 por
z−1, obtém-se z−1 · (z · z′) = 0, logo ((z−1 · z) · z′) = 0, isto é, z′ = 0.

Na próxima seção são discutidas algumas definições convenientes para o estudo da álgebrados números complexos.
3.1. A forma algébrica dos números complexos

Todo número complexo z pode ser escrito de maneira única na forma (DANTE, 2012):
z = x+ yi

onde x, y ∈ R e i = (0, 1), tal que:
(x, y) = (x, 0) + (y, 0) · (0, 1) = x+ yi.

A forma acima é chamada forma normal do número complexo (x, y). Observe que
i2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −1.

Observamos que um número complexo escrito nessa forma tem duas partes:
• A denominada parte real de z: x = ℜ(z).
• A denominada parte imaginária de z: y = ℑ(z).

Observa-se que a existência do número i, a unidade imaginária, é que permite que noconjunto dos números complexos C existam raízes de índice par de números reais negativos,o que não é definido no conjunto dos números reais R. Por exemplo, se x ∈ C e x2 = −25,então x = ±5i são duas soluções possíveis, pois (±5i)2 = (5i)2 = 52i2 = 25i2 = −25.Se o número complexo possui apenas a parte real (ou seja, se y = 0) ele é chamado dereal puro. Se o número complexo possui apenas a parte imaginária (ou seja, se x = 0) ele échamado de imaginário puro. Exemplos:
• i) Se z = 2 + 3i, tem-se ℜ(z) = 2 e ℑ(z) = 3.
• ii) Se z = 3, tem-se ℜ(z) = 3 e ℑ(z) = 0. Portanto z é um número real puro.
• iii) Se z = −2i, tem-se ℜ(z) = 0 e ℑ(z) = −2. Portanto z é um número imagináriopuro.

14
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3.2. O conjugado dos números complexos

Nesta seção são apresentadas a definição e as propriedades do chamado conjugado de umnúmero complexo (SOARES, 2007), (DANTE, 2012).
Definição 3.2.1. (Conjugado de um número complexo) Dado o número complexo z = (x, y), oconjugado de z é o número complexo z̄ = (x,−y).

O conjugado de um número complexo tem certas propriedades bastante úteis como podeser visto na proposição a seguir:
Proposição 3.2.2. Se z = (x, y) é um número complexo qualquer, então:

1) ℜ(z) = z+z
2

e ℑ(z) = z−z
2i

,
2) zz̄ = x2 + y2,
3) z = z̄ se, e somente se, z é um número real puro z = (x, 0),
4) (z1 + z2) = z̄1 + z̄2, (o conjugado da soma é igual à soma dos conjugados),
5) z1z2 = z̄1z̄2, (o conjugado do produto é igual ao produto dos conjugados),
6) ¯̄z = z, (o conjugado do conjugado de z é o próprio z).

Demonstração. Seja z = (x, y) ∈ C,
1) z+z

2
= x+yi+x−yi

2
= x = ℜ(z) e z−z

2
= x+yi−x+yi

2
= y = ℑ(z),

2) zz̄ = (x, y) · (x,−y) = (x2 + y2, 0) = x2 + y2,
3) se z = z̄, ou seja, (x, y) = (x,−y), portanto y = −y = 0, então z é um número realpuro z = (x, 0). A volta é trivial,
4) (z1 + z2) = (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) = (x1+x2,−y1−y2) = z̄1+ z̄2,
5) z1z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2) = (x1x2 − y1y2,−x1y2 − y1x2) = z̄1z̄2,
6) ¯̄z = (x,−y) = (x, y) = z.

Com a definição de conjugado é possível definir ainda outros objetos matemáticos interes-santes que são úteis para se caracterizar os números complexos. Um desse objetos é o chamadomódulo do número complexo.
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3.3. O módulo de um número complexo

O valor absoluto ou módulo de um número real x, ou |x|, é definido como a distância de xa 0, isto é, |x| = √
x2. Analogamente, definimos o módulo de um número complexo z = (x, y)como a distância do ponto z = (x, y) no planoR2 à origem (0, 0) nesse mesmo plano (que édenominado também como plano de Argand-Gauss, ou simplesmente plano complexo) (SOARES,2007):

Definição 3.3.1. (Módulo de um número complexo) Seja |z| : C→ R a função módulo
|z| =

√
x2 + y2 =

√
ℜ(z)2 + ℑ(z)2 ≥ 0

Pode-se mostrar algumas propriedades envolvendo o módulo de números complexos(DANTE, 2012).
Proposição 3.3.2. Sejam z, z1 e z2 ∈ C, é possível mostrar que:

1) zz = |z|2,
2) |z| = |z|,
3) |z1z2| = |z1||z2|.

Demonstração. Seja z = (x, y) ∈ C,
1) zz = (x, y)(x,−y) = x2 + y2 = (

√
x2 + y2)2 = |z|2,

2) |z| =
√

x2 + y2 =
√

x2 + (−y)2 = |z|,
3) |z1z2|2 = (z1z2)(z1z2) = (z1z1)(z2z2) = |z1|2|z2|2, e tirando a raiz quadrada dos doislados da equação demostra-se a última propriedade.

A última propriedade mostrada |z1z2| = |z1||z2| é muito importante no estudo de álgebra efaz dos números complexos um caso especial das chamadas Álgebras de composição normadas.Uma propriedade análoga serámostrada para o caso dos números ternários, no próximo capítulo.Na próxima subseção será estudado uma maneira alternativa de se representar os númeroscomplexos.
3.4. A representação matricial dos números complexos

É bem sabido que a equaçãoX2 + 1 = 0, ouX2 = −1 não tem solução emR e é forçosoassim definir um “número” J /∈ R de um conjunto mais amplo, satisfazendo J2 = −1 queresolve a equação. É possível usar conceitos da álgebra linear elementar com o intuito de buscarum ente de natureza algébrica e geométrica que seja a solução procurada (SOARES, 2007). Seassim se proceder e se reinterpretar a referida equação como uma equação matricial, ondeX é
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uma matriz 2× 2 a ser determinada, e o 1 for representado pela matriz I , a matriz identidade
2× 2, a equação mencionada é escrita na forma matricial:

X ·X = −I

ondeX é a matriz 2× 2 com coeficientes reais a serem determinados, e I é a matriz identidade
I =

1 0

0 1

, assim como “·” é o produto de matrizes.
Uma possível solução dessa equação matricial é a matriz 2× 2:

J =

0 −1

1 0


que geometricamente corresponde à rotação de um ângulo reto (π

2
radianos) no planoR2, nosentido anti-horário. Diz-se então que J é uma representação matricial do número complexo

(0, 1).
À um número real puro qualquer x pode ser associada a matriz xI = x

1 0

0 1

 =

x 0

0 x


de tal forma que a soma de dois números reais puros x1 e x2 corresponda à soma de matrizes
x1I + x2I = x2I + x1I = (x2 + x1)I ,

x1I + x2I =

x1 0

0 x1

+

x2 0

0 x2

 =

x2 0

0 x2

+

x1 0

0 x1

 =

x1 + x2 0

0 x1 + x2

 ,

e ao produto de dois reais puros x1Ix2I = x2Ix1I = (x1x2)I corresponda,

x1Ix2I =

x1 0

0 x1

x2 0

0 x2

 =

x2 0

0 x2

x1 0

0 x1

 =

x1x2 0

0 x1x2

 ,

ou seja, as matrizes da forma
x 0

0 x

 se comportam exatamente da mesma maneira que os
números reais com relação à soma e ao produto. É possível então ampliar o conjuntoR paraque equações como a acima mencionada tenham solução considerando as matrizes 2× 2 daseguinte forma:

xI + yJ = x

1 0

0 1

+ y

0 −1

1 0

 =

x 0

0 x

+

0 −y

y 0

 =

x −y

y x

 ,

onde x, y ∈ R. Chama-se os “números” da forma xI + 0J = xI de reais puros e os da forma
0I + yJ = yJ de imaginários puros. Um “número” da forma geral xI + yJ é chamado derepresentaçãomatricial de um número complexo e forma um corpo com exatamente as mesmaspropriedades acima mencionadas do corpo dos números complexos, como pode ser visto noúltimo capítulo, onde há uma atividade proposta nesse sentido para alunos do Ensino Médio.
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4. OS NÚMEROS TERNÁRIOS

Considere o conjunto T das triplas ordenadas de números reais (x, y, z), onde ficam defini-das as seguintes operações de adição e multiplicação:
Definição 4.0.1. (Adição e multiplicação em T) Sejam z1 = (x1, y1, z1) e z2 = (x2, y2, z2) doiselementos do conjunto T das triplas ordenadas de reais, munido de duas operações binárias (+e ·) fechadas, definidas entre seus elementos, denominadas adição e multiplicação de númerosternários, respectivamente, e assim definidas:

+ : T× T −→ T

(z1, z2) −→ z1 + z2

· : T× T −→ T

(z1, z2) −→ z1 · z2

• (Adição de números ternários):
(x1, y1, z1) + (x2, y2, z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2),

• (Multiplicação de números ternários):
(x1, y1, z1) ·(x2, y2, z2) = (x1x2+y1z2+z1y2, z1z2+x1y2+y1x2, y1y2+x1z2+z1x2).

O conjunto R3 com as operações acima definidas é chamado o conjunto dos númerosternários, e denotado por T. A adição acima definida é simplesmente a soma de vetores usualem R3, enquanto a multiplicação tem uma interpretação geométrica bastante elaborada. Épossível afirmar que:
Teorema 4.0.2. T é um grupo abeliano com relação à operação de adição.
Prova. SejaT o conjunto das ternas ordenadas de números reais munido da operação de adiçãocomo a soma usual de vetores em R3, ou seja, dados z1 = (x1, y1, z1) e z2 = (x2, y2, z2) em T,a soma de z1 e z2 é definida como o ternário z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2). É fácil verque essa operação obedece às propriedades:

• A1) (Associatividade da adição): (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3),
(x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2) + (x3, y3, z3) = (x1 + x2 + x3, y1 + y2 + y3, z1 + z2 + z3)

= (x1, y1, z1) + (x2 + x3, y2 + y3, z2 + z3)

• A2) (Comutatividade da adição): z1 + z2 = z2 + z1,
(x1, y1, z1) + (x2, y2, z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)

= (x2 + x1, y2 + y1, z2 + z1)

= (x2, y2, z2) + (x1, y1, z1)
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• A3) (Existência do elemento neutro para a adição): Existe 0 ∈ T, tal que z+ 0 = z,
(x, y, z) + (0, 0, 0) = (x+ 0, y + 0, z + 0) = (x, y, z)

• A4) (Existência do elemento simétrico): Para todo z ∈ T, existe um z′ ∈ T, denomi-nado elemento simétrico de z, tal que z+ z′ = 0, o elemento simétrico é simbolizadopor−z,
(x, y, z) + (−x,−y,−z) = (x− x, y − y, z − z) = (0, 0, 0) = 0

Analisando as propriedades acima, e de acordo com a definição 2.1.1, (T,+) é um grupo abeliano.
Teorema 4.0.3. T é um anel.
Prova. Seja o conjunto T dos ternários com as operações anteriormente definidas, é possívelver que multiplicação de ternários obedece às propriedadesM1−M3 e AM da definição 2.2de anel:

• M1) (Associatividade da multiplicação): (z1 · z2) · z3 = z1 · (z2 · z3),
(z1 · z2) · z3 = (x1x2 + y1z2 + y2z1, z1z2 + x1y2 + y1x2, y1y2 + x1z2 + z1x2) · (x3, y3, z3)

= (x1x2x3 + y1z2x3 + y2z1x3 + z1z2z3 + x1y2z3 + y1x2z3 + y1y2y3 + x1z2y3 + z1x2y3,

y1y2z3 + x1z2z3 + z1x2z3 + x1x2y3 + y1z2y3 + y2z1y3 + z1z2x3 + x1y2x3 + y1x2x3,

z1z2y3 + x1y2y3 + y1x2y3 + x1x2z3 + y1z2z3 + y2z1z3 + y1y2x3 + x1z2x3 + z1x2x3)

z1 · (z2 · z3) = (x1, y1, z1) · (x2x3 + y2z3 + z2y3, z2z3 + x2y3 + y2x3, y2y3 + x2z3 + z2x3)

= (x1x2x3 + x1y2z3 + x1z2y3 + y1y2y3 + y1x2z3 + y1z2x3 + z1z2z3 + z1x2y3 + z1y2x3,

z1y2y3 + z1x2z3 + z1z2x3 + x1z2z3 + x1x2y3 + x1y2x3 + y1x2x3 + y1y2z3 + y1z2y3,

y1z2z3 + y1x2y3 + y1y2x3 + x1y2y3 + x1x2z3 + x1z2x3 + z1x2x3 + z1y2z3 + z1z2y3)

Que são iguais a menos de reorganização dos termos em cada coordenada.
• M2) (Comutatividade da multiplicação): z1 · z2 = z2 · z1,
(x1, y1, z1) · (x2, y2, z2) = (x1x2 + y1z2 + z1y2, z1z2 + x1y2 + y1x2, y1y2 + x1z2 + z1x2)

(x2, y2, z2) · (x1, y1, z1) = (x2x1 + z2y1 + y2z1, z2z1 + x2y1 + y2x1, y2y1 + x2z1 + z2x1)

Que são iguais a menos de reorganização dos termos em cada coordenada.
• M3) (Existência do elemento neutro da multiplicação): Existe 1 ∈ T, tal que z · 1 = z,
(x, y, z) · (1, 0, 0) = (x · 1 + y · 0 + z · 0, z · 0 + x · 0 + y · 1, y · 0 + x · 0 + z · 1)

= (x+ 0 + 0, 0 + 0 + y, 0 + 0 + z)

= (x, y, z)
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• AM ) (Distributividade): z1 · (z2 + z3) = z1 · z2 + z1 · z3,
z1 · (z2 + z3) =

(
x1(x2 + x3) + y1(z2 + z3) + z1(y2 + y3),

z1(z2 + z3) + x1(y2 + y3) + y1(x2 + x3),

y1(y2 + y3) + x1(z2 + z3) + z1(x2 + x3)
)

z1 · z2 + z1 · z3 =
(
x1x2 + y1z2 + z1y2 + x1x3 + y1z3 + z1y3,

z1z2 + x1y2 + y1x2 + z1z3 + x1y3 + y1x3,

y1y2 + x1z2 + z1x2 + y1y3 + x1z3 + z1x3

)
Que são iguais a menos de reorganização dos termos em cada coordenada.

Em conjunto com a demonstração das propriedades A1− A4 demonstradas no teoremaanterior, verifica-se assim que os números Ternários (T) possuem todas as propriedades relativasa um anel.
A questão do inverso multiplicativo dos ternários é um pouco delicada e é tratada nasequencia.
4.0.1.O elemento inverso de um número ternário
Como visto, os elementos de um anel não necessariamente têm inverso multiplicativo,quando todos os elementos do anel (com exceção do 0) são invertíveis esse anel é chamadocorpo. O caso dos números complexos foi tratado e demonstrado ser um corpo. Resta saberse os números ternários formam não apenas um anel, mas um corpo. Para tanto, sejam umternário z = (x, y, z) ̸= 0, e (se existir) um z′ = (x′, y′, z′) seu inverso, z · z′ = 1, ou seja:

z · z′ = (xx′ + yz′ + zy′, zz′ + xy′ + yx′, yy′ + xz′ + zx′) = (1, 0, 0) (3)
Encontrar z′ = (x′, y′, z′) implica resolver o seguinte sistema (onde as variáveis são x′, y′ e

z′): 
xx′ + zy′ + yz′ = 1

yx′ + xy′ + zz′ = 0

zx′ + yy′ + xz′ = 0

Para encontrar a solução do sistema acima pode-se utilizar a regra de Cramer (PAIVA, 1995).Na forma matricial, o sistema linear fica:
x z y

y x z

z y x




x′

y′

z′

 =


1

0

0


Pela regra de Cramer a solução é dada por x′ = Dx

D
, y′ = Dy

D
e z′ = Dz

D
(para D ̸= 0), eondeDx,Dy,Dz são os determinantes das matrizes:
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Dx(x, y, z) = det


1 z y

0 x z

0 y x

 = x2 − yz

Dy(x, y, z) = det


x 1 y

y 0 z

z 0 x

 = z2 − xy

Dz(x, y, z) = det


x z 1

y x 0

z y 0

 = y2 − xz

eD é o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear:

D(x, y, z) = det


x z y

y x z

z y x

 = x3 + y3 + z3 − 3xyz

ParaD(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3xyz ̸= 0 o sistema possui solução única. Nesse caso:

z−1 =

(
x2 − yz

x3 + y3 + z3 − 3xyz
,

z2 − xy

x3 + y3 + z3 − 3xyz
,

y2 − xz

x3 + y3 + z3 − 3xyz

)
(4)

Nesse ponto é interessante estudar um pouco as propriedades do interessante polinômiocúbicoD(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3xyz. Observa-se que ele é simétrico e homogêneo nastrês variáveis x, y e z. É possível fatorar esse polinômio da seguinte maneira (a fatoração destepolinômio é apresentada com detalhes no apêndice A):
x3 + y3 + z3 − 3xyz = (x+ y + z)

1

2
[(x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2]

de onde pode-se deduzir que as raízes desse polinômio pertencem a dois conjuntos; o primeiroé o conjunto dos pontos no espaço tais que (x+ y + z) = 0, que corresponde a um plano; quede agora em diante será denominado plano π dos ternários não invertíveis, e o segundo é oconjunto dos pontos no espaço tais que (x− y)2 + (y− z)2 + (z− x)2 = 0, ou seja, x = y = z,que corresponde à reta que é a diagonal principal do primeiro e do oitavo octantes do espaço(a trissetriz, perpendicular ao plano π), e que de agora em diante será denominada reta r dosternários não invertíveis:
π = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0},
r = {(x, y, z) ∈ R3 | x = y = z = λ ∈ R}

21



RMAT V. 1, N. 1 | 2024

Plotando o gráfico da superfície x3 + y3 + z3 − 3xyz = 1 obtém-se a superfície derevolução (VILLARINO, 2014) exibida na figura 1 - figura gerada utilizando o software Geogebra(GEOGEBRA, 2020). Essa superfície é conhecida na literatura como a Esfera de Appell, e suaspropriedades geométricas estão profundamente relacionadas com a geometria dos númerosternários “unitários” (ou também, com a forma polar dos ternários).

Figura 1. Gráfico da Esfera de Appell x3 + y3 + z3 − 3xyz = 1

É fácil ver que qualquer ternário em π, ou em r não será invertível, o que demonstra aobservação:
Teorema 4.0.4. T não é um corpo.

Por exemplo z = (1, 1, 1) ∈ r, ou z = (1, 1,−2) ∈ π não são invertíveis.Será denotado por T∗ o conjunto dos elementos invertíveis do anel T, ou seja, o conjuntodos ternários invertíveis é o anel inteiro dos ternários (o espaço R3 todo) com exceção dospontos pertencentes à reta r e ao plano π:
T∗ = T− {(x, y, z) ∈ R3 | x = y = z = λ ou x+ y + z = 0}

Reforçando, para todo z ∈ T∗, o inverso z−1 de z = (x, y, z) é único e dado por:
z−1 =

1

x3 + y3 + z3 − 3xyz
· (x2 − yz, z2 − xy, y2 − xz) (5)

Será denotado por T0 o conjunto dos ternários não invertíveis:
T0 = T− T∗ = {(x, y, z) ∈ R3 | x = y = z = λ ou x+ y + z = 0},

e por Tπ o conjunto dos ternários não invertíveis que pertencem ao plano π e Tr o conjuntodos ternários não invertíveis que pertencem à trissetriz r:
Tπ = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0}

Tr = {(x, y, z) ∈ R3 | x = y = z = λ}
ou seja, T0 = Tπ ∪ Tr. Além disso, o conjunto dos ternários invertíveis também pode serparticionado em dois subconjuntos distintos; T∗ = T− ∪ T+, ou seja; o conjunto dos ternáriosinvertíveis é a união de dois conjuntos disjuntos, o conjunto de ternários tais que x3 + y3 +
z3 − 3xyz < 0; simbolizado por T− = {(x, y, z) ∈ R3 | x3 + y3 + z3 − 3xyz < 0} e oconjunto de ternários tais que x3 + y3 + z3 − 3xyz > 0; simbolizado por T+ = {(x, y, z) ∈
R3 | x3 + y3 + z3 − 3xyz > 0}. Sintetizando:
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• (T0): (O conjunto dos números ternários não invertíveis)
T0 = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0 ou x = y = z} = Tπ ∪ Tr,

onde:
(Tr): (O conjunto dos números ternários não invertíveis da trissetriz)

Tr = {(x, y, z) ∈ R3 | x = y = z = λ}

(Tπ): (O conjunto dos números ternários não invertíveis do plano π)
Tπ = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0}

• (T∗): (O conjunto dos números ternários invertíveis)

T∗ = {(x, y, z) ∈ R3 | x3 + y3 + z3 − 3xyz ̸= 0} = T− T0 = T− ∪ T+.

onde:
(T−): (O conjunto dos números ternários de “módulo cúbico negativo”)

T− = {(x, y, z) ∈ R3 | x3 + y3 + z3 − 3xyz < 0}

(T+): (O conjunto dos números ternários de “módulo cúbico positivo”)
T+ = {(x, y, z) ∈ R3 | x3 + y3 + z3 − 3xyz > 0}

• (T): (O conjunto dos números ternários)
T = T∗ ∪ T0 = T− ∪ T0 ∪ T+ == T− ∪ Tπ ∪ Tr ∪ T+.

O significado do termo “módulo cúbico” é dado posteriormente.
As figuras representando o plano π (figura 3) e a trissetriz r (figura 2) foram feitas utilizandoo software Geogebra (GEOGEBRA, 2020). As superfícies x3 + y3 + z3 − 3xyz = k3 (k ̸= 0)são superfícies de revolução análogas à superfície da figura 1 (esferas de Appell de “raio” k)e que têm como eixo de simetria (o eixo de revolução) a reta r, e tendem assintoticamenteao plano π, assim como tendem assintoticamente à trissetriz r. Estas superfícies representampara a geometria tridimensional sistematizada na álgebra dos ternários papel análogo ao dascurvas x2 + y2 = k2 (circunferências de raio k) para a geometria representada pela álgebrados números complexos; que é a própria geometria euclidiana plana. A questão da geometriatridimensional codificada pela álgebra dos ternários (que não é nem euclidiana, nem hiperbólica,mas Finsleriana) não é tratada nessa artigo.
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Figura 2. Trissetriz, números ternários não invertíveis Tr

Figura 3. Plano π, números ternários não invertíveis Tπ

Como visto, o conjunto dos ternário é um anel comutativo, mas não é um corpo. Restaainda a questão de saber se T é, ou não, um domínio.
Observação: T não é um domínio de integridade.

Demonstração. De acordo comdefinição apresentada em2.4.1, o anel (T,+, ·) será umdomíniode integridade se dados z1, z2 ∈ T, tais que z1 ̸= 0 e z2 ̸= 0 obtivermos z1z2 ≠ 0. Porém,tomando z1 = (1,−1, 0) e z2 = (1, 1, 1) e fazendo uso da multiplicação dos ternários verifica-seque
z1z2 = (1− 1 + 0, 0− 1 + 1,−1 + 1 + 0) = (0, 0, 0) = 0,

logo T não é um domínio de integridade. Generalizando o exemplo apresentado, é possívelmostrar que para quaisquer z1 ∈ Tr e z2 ∈ Tπ ocorrerá z1z2 = 0.
Teorema 4.0.5. (Tr,+, ·) é um subanel de T.
Demonstração. De acordo com definição 2.2.3, o conjunto (Tr,+, ·) será um subanel de T sedados z = (λ, λ, λ), z1 = (λ1, λ1, λ1), z2 = (λ2, λ2, λ2) ∈ Tr, (para quaisquer λ, λ1, λ2 ∈ R):

• i) z1 + z2 ∈ Tr,
z1 + z2 = (λ1, λ1, λ1) + (λ2, λ2, λ2)

= (λ1 + λ2, λ1 + λ2, λ1 + λ2) ∈ Tr
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• ii) z1z2 ∈ Tr,
z1z2 = (λ1, λ1, λ1)(λ2, λ2, λ2)

= (λ1λ2 + λ1λ2 + λ1λ2, λ1λ2 + λ1λ2 + λ1λ2, λ1λ2 + λ1λ2 + λ1λ2)

= (3λ1λ2, 3λ1λ2, 3λ1λ2) ∈ Tr

• iii) (0, 0, 0) ∈ Tr,
(0, 0, 0) = (λ, λ, λ) ∈ Tr, (λ = 0)

• iv)−z ∈ Tr,
−(λ, λ, λ) = (−λ,−λ,−λ) ∈ Tr.

Teorema 4.0.6. (Tπ,+, ·) é um subanel de T.
Demonstração. Também de acordo com definição 2.2.3, o conjunto (Tπ,+, ·) será um subanelde T se dados z = (x, y,−x− y), z1 = (x1, y1,−x1 − y1), z2 = (x2, y2,−x2 − y2) ∈ Tπ:

• i) z1 + z2 ∈ Tπ,
z1 + z2 = (x1, y1,−x1 − y1) + (x2, y2,−x2 − y2)

= (x1 + x2, y1 + y2,−x1 − x2 − y1 − y2)

= (x1 + x2, y1 + y2,−(x1 + x2)− (y1 + y2)) ∈ Tπ

• ii) z1z2 ∈ Tπ,
z1z2 = (x1, y1,−x1 − y1)(x2, y2,−x2 − y2)

= (x1x2 − y1(x2 + y2)− (x1 + y1)y2,

(x1 + y1)(x2 + y2) + x1y2 + y1x2,

y1y2 − x1(x2 + y2)− (x1 + y1)x2)

= (x1x2 − 2y1y2 − (x1y2 + y1x2),

x1x2 + y1y2 + 2(x1y2 + y1x2),

y1y2 − 2x1x2 − (x1y2 + y1x2)) ∈ Tπ

• iii) (0, 0, 0) ∈ Tπ,
(0, 0, 0) = (0, 0,−0− 0) ∈ Tπ, (x = y = 0)

• iv)−z ∈ Tπ,
−(x, y,−x− y) = (−x,−y,−(−x− y)) ∈ Tπ.

Teorema 4.0.7. (Tr,+, ·) é um ideal de T.
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Demonstração. De acordo com definição apresentada em 2.3.1, o conjunto (Tr,+, ·) será umideal de T se dados z = (λ, λ, λ), z1 = (λ1, λ1, λ1), z2 = (λ2, λ2, λ2) ∈ Tr, (para quaisquer
λ, λ1, λ2 ∈ R), e z′ = (x′, y′, z′) ∈ T:

• i) z1 − z2 ∈ Tr,
z1 − z2 = (λ1, λ1, λ1)− (λ2, λ2, λ2)

= (λ1 − λ2, λ1 − λ2, λ1 − λ2) ∈ Tr,

• ii) zz′ = z′z ∈ Tr,
zz′ = (λ, λ, λ)(x′, y′, z′)

= (λx′ + λz′ + λy′, λz′ + λy′ + λx′, λy′ + λz′ + λx′) = (µ, µ, µ) ∈ Tr.

Teorema 4.0.8. (Tπ,+, ·) é um ideal de T.
Demonstração. Mais uma vez, de acordo com definição apresentada em 2.3.1, o conjunto
(Tπ,+, ·) será um ideal de T se, dados z = (x, y,−x − y), z1 = (x1, y1,−x1 − y1), z2 =
(x2, y2,−x2 − y2) ∈ Tπ, e z′ = (x′, y′, z′) ∈ T:

• i) z1 − z2 ∈ Tπ,
z1 − z2 = (x1, y1,−x1 − y1)− (x2, y2,−x2 − y2)

= (x1 − x2, y1 − y2,−(x1 − x2)− (y1 − y2)) ∈ Tπ,

• ii) zz′ = z′z ∈ Tπ,

zz′ = (x, y,−x− y)(x′, y′, z′)

= (xx′ + yz′ − (x+ y)y′,

−(x+ y)z′ + xy′ + yx′,

yy′ + xz′ − (x+ y)x′)

= (xx′ + yz′ − xy′ − yy′,

−xz′ − yz′ + xy′ + yx′,

yy′ + xz′ − xx′ − yx′) ∈ Tπ.

Na sequencia discute-se algumas definições convenientes para o estudo da álgebra dosnúmeros ternários.
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4.1. A forma algébrica dos números ternários

Todo número ternário z pode ser escrito de maneira única na forma (aqui denominada, emanalogia ao caso dos números complexos; forma normal dos ternários):
z = (x, y, z) = x+ yq+ zq2 (6)

onde x, y, z ∈ R e q = (0, 1, 0), de maneira tal que pode-se ver facilmente pela regra de multi-plicação ternária que q2 = (0, 0, 1), e yq = (y, 0, 0)(0, 1, 0) = (0, y, 0), zq2 = (z, 0, 0)(0, 0, 1) =
(0, 0, z). Os ternários q e q2 podem ser denominados a primeira e a segunda unidades imaginá-rias ternárias, respectivamente, em completa analogia com o caso dos números complexos. Épossível observar a importante relação q−1 = q2 (e consequentemente (q2)−1 = (q−1)−1 = q).Multiplicando ambos os lados da relação q2 = q−1 por q, revela que q3 = 1. De fato, todo osistema de números ternários pode ser construído de outra maneira, partindo de operaçõescom base nestas três raízes cúbicas independentes da unidade: 1, q e q2 (independentes nosentido de formarem uma base linear de vetores unitários doR3).Com base na analogia acima com números complexos, é apropriado designar as três entra-das de um número ternário como o a parte real, a primeira parte imaginária e a segunda parteimaginária de z:

• A denominada parte real de z: x = ℜ(z) = ℜ(x+ yq+ zq2),
• A denominada primeira parte imaginária de z: y = ℑ1(z) = ℑ1(x+ yq+ zq2),
• A denominada segunda parte imaginária de z: z = ℑ2(z) = ℑ2(x+ yq+ zq2).

4.2. A função módulo cúbico

Quanto ao módulo no caso dos números ternários, uma função real definida para todo
z ∈ T, o módulo cúbico (ou pseudo-módulo, já que aqui ele pode assumir valores negativos),simbolizado por |z|3, pode ser assim definido:
Definição 4.2.1. (Módulo Cúbico) Define-se |z|3 : T → R a função módulo cúbico como onúmero real associado ao número ternário z = (x, y, z) dada por

|z|3 = 3
√

x3 + y3 + z3 − 3xyz, (7)
Esta função atribui um número real (positivo, negativo ou zero) a qualquer número ternário

z ∈ T, e induz uma partição no conjunto T no sentido indicado no final da subseção 4.0.1:
• T0 = {(x, y, z) ∈ R3 | |z|3 = 0} = Tπ ∪Tr: (O conjunto dos números ternários nãoinvertíveis, ou o conjunto dos números ternários de módulo cúbico zero),
• T∗ = {(x, y, z) ∈ R3 | |z|3 ̸= 0} = T− ∪ T+: (O conjunto dos números ternáriosinvertíveis, ou o conjunto dos números ternários de módulo cúbico não-nulo), onde:
• T− = {(x, y, z) ∈ R3 | |z|3 < 0}: (O conjunto dos números ternários de módulocúbico negativo)
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• T+ = {(x, y, z) ∈ R3 | |z|3 > 0}: (O conjunto dos números ternários de módulocúbico positivo).
Além do mais, quando existe, o inverso de um ternário z = (x, y, z) também pode serescrito como

z−1 =
1

|z|33
· (x2 − yz, z2 − xy, y2 − xz) (8)

Assim como no caso das álgebras de composição com normas quadráticas, o módulo cúbicoleva naturalmente a uma regra de composição da norma cúbica:
Proposição 4.2.2. (Propriedade da composição do módulo ternário): |z1z2|3 = |z1|3|z2|3
Demonstração. Elevando os dois membros dessa equação ao cubo, é possível demonstraralgebricamente que |z1|33|z2|33 = |z1z2|33, ou seja, que:

(x3
1 + y31 + z31 − 3x1y1z1)(x

3
2 + y32 + z32 − 3x2y2z2) = a3 + b3 + c3 − 3abc (9)

onde (a, b, c) = (x1, y1, z1) · (x2, y2, z2) = (x1x2 + y1z2 + z1y2, z1z2 + x1y2 + y1x2, y1y2 +
x1z2 + z1x2).Por um lado temos:

|z1|33|z2|33 = (x3
1 + y31 + z31 − 3x1y1z1)(x

3
2 + y32 + z32 − 3x2y2z2)

= (x3
1 + y31 + z31)(x

3
2 + y32 + z32) + 9x1x2y1y2z1z2

− 3
(
(x3

1 + y31 + z31)x2y2z2 + (x3
2 + y32 + z32)x1y1z1

)
E, por outro lado:

a3 + b3 + c3 − 3abc = (x1x2 + y1z2 + z1y2)
3 + (z1z2 + x1y2 + y1x2)

3 + (y1y2 + x1z2 + z1x2)
3

− 3(x1x2 + y1z2 + z1y2)(z1z2 + x1y2 + y1x2)(y1y2 + x1z2 + z1x2),

trabalhando com cada termo do lado direito separadamente (e usando a identidade algébrica
(a+ b+ c)3 = a3 + b3 + c3 + 3a2b+ 3ab2 + 3a2c+ 3ac2 + 3b2c+ 3bc2 + 6abc):

a3 = (x1x2 + y1z2 + z1y2)
3 = (x3

1x
3
2 + y31z

3
2 + z31y

3
2) + 6x1x2y1y2z1z2

+3(x2
1x

2
2y1z2 + x1x2y

2
1z

2
2 + x2

1x
2
2z1y2 + x1x2z

2
1y

2
2 + y21z

2
2z1y2 + y1z2z

2
1y

2
2)

b3 = (z1z2 + x1y2 + y1x2)
3 = (z31z

3
2 + x3

1y
3
2 + y31x

3
2) + 6x1x2y1y2z1z2

+3(z21z
2
2x1y2 + z1z2x

2
1y

2
2 + z21z

2
2y1x2 + z1z2y

2
1x

2
2 + x2

1y
2
2y1x2 + x1y2y

2
1x

2
2)

c3 = (y1y2 + x1z2 + z1x2)
3 = (y31y

3
2 + x3

1z
3
2 + z31x

3
2) + 6x1x2y1y2z1z2

+3(y21y
2
2x1z2 + y1y2x

2
1z

2
2 + y21y

2
2z1x2 + y1y2z

2
1x

2
2 + x2

1z
2
2z1x2 + x1z2z

2
1x

2
2),

e somando,
a3 + b3 + c3 = (x3

1x
3
2 + y31z

3
2 + z31y

3
2 + z31z

3
2 + x3

1y
3
2 + y31x

3
2 + y31y

3
2 + x3

1z
3
2 + z31x

3
2) + 18x1x2y1y2z1z2

+3(x2
1x

2
2y1z2 + x1x2y

2
1z

2
2 + x2

1x
2
2z1y2 + x1x2z

2
1y

2
2 + y21z

2
2z1y2 + y1z2z

2
1y

2
2)

+3(z21z
2
2x1y2 + z1z2x

2
1y

2
2 + z21z

2
2y1x2 + z1z2y

2
1x

2
2 + x2

1y
2
2y1x2 + x1y2y

2
1x

2
2)

+3(y21y
2
2x1z2 + y1y2x

2
1z

2
2 + y21y

2
2z1x2 + y1y2z

2
1x

2
2 + x2

1z
2
2z1x2 + x1z2z

2
1x

2
2)

= (x3
1 + y31 + z31)(x

3
2 + y32 + z32) + 18x1x2y1y2z1z2

+3
(
x2
1x

2
2y1z2 + x1x2y

2
1z

2
2 + x2

1x
2
2z1y2 + x1x2z

2
1y

2
2 + y21z

2
2z1y2 + y1z2z

2
1y

2
2

+z21z
2
2x1y2 + z1z2x

2
1y

2
2 + z21z

2
2y1x2 + z1z2y

2
1x

2
2 + x2

1y
2
2y1x2 + x1y2y

2
1x

2
2

+y21y
2
2x1z2 + y1y2x

2
1z

2
2 + y21y

2
2z1x2 + y1y2z

2
1x

2
2 + x2

1z
2
2z1x2 + x1z2z

2
1x

2
2

)
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e também o termo−3abc = −3(x1x2 + y1z2 + z1y2)(z1z2 + x1y2 + y1x2)(y1y2 + x1z2 + z1x2),que pode ser calculado com o auxílio da identidade algébrica:
(x+X)(y + Y )(z + Z) = xyz + (xyZ + xzY + yzX) + (xY Z + yXZ + zXY ) +XY Z,

portanto, abc =
= (x1x2 + y1z2 + z1y2)(z1z2 + x1y2 + y1x2)(y1y2 + x1z2 + z1x2)

=
(
x1x2 + (y1z2 + z1y2)

)(
y1y2 + (x1z2 + z1x2)

)(
z1z2 + (x1y2 + y1x2)

)
= x1x2y1y2z1z2 +

(
x1x2y1y2(x1y2 + y1x2) + x1x2z1z2(x1z2 + z1x2) + y1y2z1z2(y1z2 + z1y2)

)
+
(
x1x2(x1z2 + z1x2)(x1y2 + y1x2) + y1y2(y1z2 + z1y2)(x1y2 + y1x2) + z1z2(y1z2 + z1y2)(x1z2 + z1x2)

)
+(y1z2 + z1y2)(x1z2 + z1x2)(x1y2 + y1x2)

= x1y1z1x2y2z2 +
(
x2
1y

2
2y1x2 + y21x

2
2x1y2 + x2

1z
2
2z1x2 + z21x

2
2x1z2 + y21z

2
2z1y2 + z21y

2
2y1z2

)
+
(
x1x2(x

2
1y2z2 + z1x2x1y2 + x1z2y1x2 + x2

2y1z1) +

y1y2(y
2
1z2x2 + y1z2x1y2 + z1y2y1x2 + y22z1x1) +

z1z2(z
2
1y2x2 + y1z2z1x2 + z1y2x1z2 + z22y1x1)

)
+(y1z2 + z1y2)(x

2
1y2z2 + x1y1x2z2 + x1z1x2y2 + x2

2y1z1)

= x1y1z1x2y2z2 +
(
x2
1y

2
2y1x2 + y21x

2
2x1y2 + x2

1z
2
2z1x2 + z21x

2
2x1z2 + y21z

2
2z1y2 + z21y

2
2y1z2

)
+
(
(x3

1x2y2z2 + x2
1x

2
2z1y2 + x2

1x
2
2y1z2 + x3

2x1y1z1) +

(y31y2z2x2 + y21y
2
2x1z2 + y21y

2
2z1x2 + y32y1z1x1) +

(z31z2y2x2 + z21z
2
2y1x2 + z21z

2
2x1y2 + z32z1y1x1)

)
+(x2

1z
2
2y1y2 + y21z

2
2x1x2 + x1y1z1x2y2z2 + x2

2y
2
1z1z2 + x2

1y
2
2z1z2 + x1y1z1x2y2z2 + z21y

2
2x1x2 + x2

2z
2
1y1y2)

= 3x1y1z1x2y2z2 +
(
x2
1y

2
2y1x2 + y21x

2
2x1y2 + x2

1z
2
2z1x2 + z21x

2
2x1z2 + y21z

2
2z1y2 + z21y

2
2y1z2

)
+
(
x2
1x

2
2z1y2 + x2

1x
2
2y1z2 + y21y

2
2x1z2 + y21y

2
2z1x2 + z21z

2
2y1x2 + z21z

2
2x1y2

)
+
(
x2
1z

2
2y1y2 + y21z

2
2x1x2 + x2

2y
2
1z1z2 + x2

1y
2
2z1z2 + z21y

2
2x1x2 + x2

2z
2
1y1y2

)
+
(
x3
1x2y2z2 + y31y2z2x2 + z31z2y2x2 + x3

2x1y1z1 + y32y1z1x1 + z32z1y1x1

)
= 3x1y1z1x2y2z2 +

(
x2
1y

2
2y1x2 + y21x

2
2x1y2 + x2

1z
2
2z1x2 + z21x

2
2x1z2 + y21z

2
2z1y2 + z21y

2
2y1z2

+ x2
1x

2
2z1y2 + x2

1x
2
2y1z2 + y21y

2
2x1z2 + y21y

2
2z1x2 + z21z

2
2y1x2 + z21z

2
2x1y2

+ x2
1z

2
2y1y2 + y21z

2
2x1x2 + x2

2y
2
1z1z2 + x2

1y
2
2z1z2 + z21y

2
2x1x2 + x2

2z
2
1y1y2

)
+(x3

1 + y31 + z32)x2y2z2 + (x3
2 + y32 + z32)x1y1z1
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e então,
−3abc = −9x1y1z1x2y2z2 − 3

(
x2
1y

2
2y1x2 + y21x

2
2x1y2 + x2

1z
2
2z1x2 + z21x

2
2x1z2 + y21z

2
2z1y2 + z21y

2
2y1z2

+ x2
1x

2
2z1y2 + x2

1x
2
2y1z2 + y21y

2
2x1z2 + y21y

2
2z1x2 + z21z

2
2y1x2 + z21z

2
2x1y2

+ x2
1z

2
2y1y2 + y21z

2
2x1x2 + x2

2y
2
1z1z2 + x2

1y
2
2z1z2 + z21y

2
2x1x2 + x2

2z
2
1y1y2

)
−3
(
(x3

1 + y31 + z32)x2y2z2 + (x3
2 + y32 + z32)x1y1z1

)

de maneira que,
a3 + b3 + c3 − 3abc = (x3

1 + y31 + z31)(x
3
2 + y32 + z32) + 18x1x2y1y2z1z2 − 9x1y1z1x2y2z2

−3
(
(x3

1 + y31 + z32)x2y2z2 + (x3
2 + y32 + z32)x1y1z1

)
+

+3
(
x2
1x

2
2y1z2 + x1x2y

2
1z

2
2 + x2

1x
2
2z1y2 + x1x2z

2
1y

2
2 + y21z

2
2z1y2 + y1z2z

2
1y

2
2

+z21z
2
2x1y2 + z1z2x

2
1y

2
2 + z21z

2
2y1x2 + z1z2y

2
1x

2
2 + x2

1y
2
2y1x2 + x1y2y

2
1x

2
2

+y21y
2
2x1z2 + y1y2x

2
1z

2
2 + y21y

2
2z1x2 + y1y2z

2
1x

2
2 + x2

1z
2
2z1x2 + x1z2z

2
1x

2
2

)
−3
(
x2
1y

2
2y1x2 + y21x

2
2x1y2 + x2

1z
2
2z1x2 + z21x

2
2x1z2 + y21z

2
2z1y2 + z21y

2
2y1z2

+ x2
1x

2
2z1y2 + x2

1x
2
2y1z2 + y21y

2
2x1z2 + y21y

2
2z1x2 + z21z

2
2y1x2 + z21z

2
2x1y2

+ x2
1z

2
2y1y2 + y21z

2
2x1x2 + x2

2y
2
1z1z2 + x2

1y
2
2z1z2 + z21y

2
2x1x2 + x2

2z
2
1y1y2

)
= (x3

1 + y31 + z31 − 3x1y1z1)(x
3
2 + y32 + z32 − 3x2y2z2)

A questão do conjugado dos números ternários não será tratada neste trabalho. Vale apenasressaltar que, diferentemente do caso complexo, os números ternários admitem naturalmenteum conjugado ternário, e não dual (vide o item 6 da proposição 3.2.2), no sentido de que oconjugado do conjugado do conjugado de um número ternário é ele mesmo!
4.3. A representação matricial dos números ternários

Como foi feito para o caso dos números complexos, uma maneira alternativa de se repre-sentar os números ternários, com matrizes, pode ser feito. Lembrando a forma algébrica dosnúmeros ternários:
z = (x, y, z) = x+ yq+ zq2

representando porQ a matriz 3× 3, que é uma matriz circulante estudada em (FILHO; OTTONI,2019) e (DAVIS, 1979) geometricamente corresponde à rotação de um ângulo de 120◦ = 2π
3
rad
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em torno da reta r, a trissetriz, no espaçoR3:

Q =


0 0 1

1 0 0

0 1 0

 (10)

diz-se então queQ é uma representação matricial do número ternário q = (0, 1, 0), pois,

Q2 =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

 , Q3 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 = I (11)

então,Q2 é uma representação matricial do número ternário q2 = (0, 0, 1), e obviamente I , amatriz identidade 3× 3, é a representação aqui da unidade real 1.Assim, um número real puro qualquer x pode ser associado à matriz

xI = x


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =


x 0 0

0 x 0

0 0 x

 ,

um número “primeiro imaginário puro” pode ser associado à matriz

yQ = y


0 0 1

1 0 0

0 1 0

 =


0 0 y

y 0 0

0 y 0

 ,

e um número “segundo imaginário puro” pode ser associado à matriz

zQ2 = z


0 1 0

0 0 1

1 0 0

 =


0 z 0

0 0 z

z 0 0

 ,

demaneira que um número ternário qualquer z = (x, y, z) pode ter sua representação matricialna forma geral

z = xI + yQ+ zQ2 = x


1 0 0

0 1 0

0 0 1

+ y


0 0 1

1 0 0

0 1 0

+ z


0 1 0

0 0 1

1 0 0

 =


x z y

y x z

z y x

 .

É interessante observar que o determinante da matriz que representa esse número ternáriogeral qualquer é precisamente x3 + y3 + z3 − 3xyz.
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5. APLICAÇÃO NA SALA DE AULA

Visando a utilização de temas da álgebra em sala de aula, foi elaborada a seguinte atividadepara explorar conteúdos de álgebra.A atividade foi realizada com os alunos do terceiro ano do Ensino Médio, alunos da EscolaEstadual Doutor Arthur Bernardes (Sete-Lagoas/MG). Seguindo o Plano de Curso de Matemática- 2023 (CURSO, 2023), o objeto de conhecimento para o ensino da Geometria Analítica eram asmatrizes. Devido a isso, surgiu a necessidade de se revisar as operações básicas com matrizes,devido a uma certa defasagem do ano anterior.Para poder trabalhar com os alunos a resolução de sistemas lineares e a condição de alinha-mento de três pontos no plano, saberes que são necessários na matéria de Geometria Plana, foinecessário introduzir aos alunos os conceitos de igualdade, soma, subtração e multiplicaçãode matrizes. Esses conteúdos foram distribuídos e trabalhados da seguinte maneira (cada aulaapresentada tem a duração de 50minutos):
• Aula 1) Explicação sobre soma e subtração de matrizes. Aula expositiva e explicativa,com resolução de atividades em sala sobre o assunto apresentado,
• Aula 2) Correção da atividade da aula passada sobre soma e subtração de matrizes,
• Aula 3) Multiplicação de matrizes. Nessa aula iniciou-se o aprendizado da multiplica-ção de matrizes com matrizes na forma 2× 2,
• Aula 4) Atividades sobre multiplicação de matrizes, uma observação foi concluídapelos alunos - o produto das matrizes nem sempre é comutativo,
• Aula 5) Nessa aula, para introduzir a atividade elaborada abaixo, foi explicado aosalunos conhecimentos fundamentais sobre o conjunto dos números complexos, sendosalientado para eles que não existe apenas o conjunto dos números reais. Nessa aulaapresentou-se também a representação matricial dos números complexos.

Após o desenvolvimento das aulas acima, segue a atividade proposta.
5.1. A proposta

Foi apresentado aos alunos a matriz 2 × 2 que é a representação matricial do númerocomplexo z = a+ bi. Apresentou-se para a turma a definição de um grupo aditivo abeliano, eos alunos, dispostos em grupos de quatro pessoas, tinham como tarefa investigativa verificar se,de fato, o conjunto das matrizes 2× 2 que é a representação matricial dos números complexos,é um grupo aditivo abeliano.
5.1.1.Atividade 01 - Grupo Aditivo Abeliano
Apresentada amatriz abaixo, que é a representaçãomatricial do número complexo z = a+bi(conforme a seção 3.4):
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A =
a −b

b a

,
foi solicitado aos alunos que verificassem que as matrizes de ordem 2 × 2 representam umgrupo aditivo abeliano, ou seja, que a soma usual de matrizes de ordem 2 × 2 obedece àspropriedades de associatividade, comutatividade, existência do elemento neutro e existênciado simétrico:

• i) (Associatividade da soma): A+ (B + C) = (A+B) + C,
• ii) (Comutatividade da soma): A+B = B + A,
• iii) (Existência do elemento neutro da soma): A+ 0 = 0 + A = A, onde 0 é a matriznula,
• iv) (Existência do simétrico): A+ A′ = A′ + A = 0, onde 0 é a matriz nula,

ou seja, os alunos deveriam verificar que:
• i) (Associatividade da soma)

a −b

b a

+

c+ e −d− f

d+ f c+ e

 =

a+ c+ e −b− d− f

b+ d+ f a+ c+ e

 ,

que é igual ao lado direito da equação matricial,a+ c −b− d

b+ d a+ c

+

e −f

f e

 =

a+ c+ e −b− d− f

b+ d+ f a+ c+ e

 .

• ii) (Comutatividade da soma)
a −b

b a

+

c −d

d c

 =

a+ c −b− d

b+ d a+ c

 ,

que é igual a, c −d

d c

+

a −b

b a

 =

c+ a −d− b

d+ b c+ a

 .

• iii) (Existência do elemento neutro da soma)
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a −b

b a

+

0 0

0 0

 =

0 0

0 0

+

a −b

b a

 =

a −b

b a


• iv) (Existência do simétrico)a −b

b a

+

−a b

−b −a

 =

−a b

−b −a

+

a −b

b a

 =

0 0

0 0


Dessa maneira, pode-se afirmar que as matrizes apresentadas caracterizam um grupoaditivo abeliano. Os alunos conseguiram demonstrar que o conjunto das matrizes 2× 2 queforma uma representação matrical dos números complexos, de fato caracteriza um grupoaditivo abeliano. Alguns alunos apresentaram dificuldades na compreensão da propriedade dacomutatividade. Outros conseguiram resolver a atividade investigativa sem dificuldades. Nasequencia, segue outra proposta de atividades semelhante à anterior.
5.1.2.Atividade 02 - Grupo Multiplicativo Abeliano
Uma vez mais, apresentada a matriz abaixo, que é a representação matricial dos númeroscomplexos z = a+ bi:

A =
a −b

b a

,
solicitou-se aos alunos que verificassem que o conjunto das matrizes 2 × 2 que forma umarepresentaçãomatrical dos números complexos é um grupomultiplicativo abeliano, ou seja, queo produto desse tipo de matrizes de ordem 2× 2 obedece às propriedades de associatividade,comutatividade, existência do elemento neutro e existência do inverso:

• i) (Associatividade do produto): A · (B · C) = (A ·B) · C,
• ii) (Comutatividade do produto): A ·B = B · A,
• iii) (Existência do elemento neutro do produto): A · I = I · A = A, onde I é a matrizidentidade 2× 2,
• iv) (Existência do inverso): A · A−1 = A−1 · A = I ,

ou seja, os alunos deveriam verificar que:
• i) (Associatividade do produto)
a −b

b a

 ·

ce− df −cf − de

de+ cf −df + ce

 =

ace− adf − bde− bcf −acf − ade+ bdf − bce

bce− bdf + ade+ acf −bcf − bde− adf + ace

 ,
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que é igual a
ac− bd −ad− bc

bc+ ad −bd+ ac

 ·

e −f

f e

 =

ace− bde− adf − bcf −acf + bdf − ade− bce

bce+ ade− bdf + acf −bcf − adf − bde+ ace


• ii) (Comutatividade do produto)a −b

b a

 ·

c −d

d c

 =

ac− bd −ad− bc

bc+ ad −bd+ ac

 ,

que é igual a, c −d

d c

 ·

a −b

b a

 =

ca− db −cb− da

da+ cb −db+ ca

 .
• iii) (Existência do elemento neutro do produto)a −b

b a

 ·

1 0

0 1

 =

1 0

0 1

 ·

a −b

b a

 =

a −b

b a


• iv) (Existência do simétrico)
a −b

b a

 ·

 a
a2+b2

b
a2+b2

−b
a2+b2

a
a2+b2

 =

 a
a2+b2

b
a2+b2

−b
a2+b2

a
a2+b2

 ·

a −b

b a

 =

a2+b2

a2+b2
ab−ba
a2+b2

ba−ab
a2+b2

b2+a2

a2+b2

 =

1 0

0 1


Como a comutatividade também é uma propriedade válida para o conjunto específico dasmatrizes apresentadas, segue que esse conjunto de matrizes representa um grupo multiplica-tivo abeliano. Através dessas atividades pode-se exercitar com os alunos algumas noções deestruturas algébricas básicas.

5.2. Conclusão geral sobre a atividade aplicada e a atividade proposta

Levar os alunos a compreender que amatemática vai além do que é apresentado nos planoscurriculares propostos é a motivação para a atividade acima. O intuito era levar os alunos aoexercício do pensamento algébrico mais abstrato, algo que não é usualmente apresentado nasala de aula, e apresentar para os mesmos um pouco das estruturas algébricas e conjuntosnuméricos de interesse matemático, que o conteúdo da matemática moderna não se resumesomente ao conjunto dos números reais, alémde explicar que umnúmero pode ser representadode uma forma diferente da usual, no caso, como uma representação matricial.Os alunos acolheram a atividade de forma bem receptiva, se sentiram desafiados e tive-ram disposição para concluir a atividade. A atividade 2 ainda segue como uma proposta decontinuação da atividade 1, mostrando um caso especial onde a multiplicação é comutativa.
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6. CONCLUSÃO

O presente trabalho apresentou algumas estruturas algébricas elementares como grupos,subgrupos, anéis, ideais e corpos. Para melhor compreensão do leitor, cada definição apresen-tada possui exemplos. Apresentou-se o conjunto dos números complexos onde verificou-se suaestrutura algébrica concluindo que o mesmo é um corpo, apresentou-se também o elementoinverso de um número complexo, a forma algébrica, o conjugado, o módulo e a representaçãomatricial dos números complexos. Também foi realizada uma aula prática com alunos do en-sino médio, mostrando a aplicação da definição de grupos com a representação matricial dosnúmeros complexos.Como objeto principal de estudo, apresentou-se uma investigação sobre os números terná-rios, onde foram utilizadas as definições apresentadas de estruturas algébricas para se classificaro novo conjunto em estudo. Verificou-se que o mesmo representa um anel, porém os númerosque não possuem inverso apresentam algumas intrigantes propriedades. O curioso polinômiocúbico x3 + y3 + z3 − 3xyz se fez presente, revelando o papel de uma superfície cúbica muitopeculiar denominada Esfera de Appell.O desenvolvimento do estudo desse relativamente novo conjunto numérico foi feito otempo todo em analogia com o conjunto dos números complexos, ou seja, apresentou-setambém nesse caso sua estrutura algébrica, elemento inverso (quando há), foi apresentada suaforma algébrica, a função módulo cúbico, e por fim, uma representação matricial dos númerosternários.Neste trabalho não foi possível realizar a apresentação da formapolar dos números ternários,nem o caso dos conjugados para os ternários. Portanto, como perspectiva de trabalho futuropode-se esperar um estudo mais aprofundado das funções hiperbólicas e trigonométricas deterceira ordem (MOREIRA; OTTONI; OTTONI, 2022) e sua relação com a forma polar dos númerosternários, além de uma investigação sobre os conjugados dos números ternários.
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7. APÊNDICE A: O POLINÔMIO x3 + y3 + z3 − 3xyz

A primeira de muitas (MACHALE, 1991) propriedades interessantes observada no polinômiocúbico de três variáveisD(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3xyz é que o mesmo é simétrico em suastrês variáveis, ou seja, é o mesmo para todas as permutações de x, y e z:
D(x, y, z) = D(y, x, z) = D(x, z, y) = D(y, z, x) = D(z, y, x) = D(z, x, y).

Observa-se que D(x, y, z) é homogêneo de grau 3, ou seja, D(tx, ty, tz) = t3f(x, y, z).Para fatorar esse polinômio pode-se proceder seguindo alguns passos, através da bem conhecidaidentidade algébrica:
x3 + y3 = (x+ y)(x2 − xy + y2)

= (x+ y)[(x+ y)2 − 3xy]

= (x+ y)3 − 3xy(x+ y),

de maneira que,
D(x, y, z) = [(x+ y)3 − 3xy(x+ y)] + z3 − 3xyz

= [(x+ y)3 + z3]− 3xy(x+ y)− 3xyz

= (x+ y + z)[(x+ y)2 − (x+ y)z + z2]− 3xy(x+ y + z)

= (x+ y + z)(x2 + y2 + 2xy − xz − yz + z2)− 3xy(x+ y + z)

= (x+ y + z)(x2 + y2 + 2xy − xz − yz + z2 − 3xy)

finalmente,
D(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3xyz = (x+ y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − yz − xz). (12)

fatoração essa que leva aos seguintes resultados:
Teorema 7.0.1. Sex = y = z oux+y+z = 0, entãoD(x, y, z) = 0, ou seja; x3+y3+z3 = 3xyz.
Demonstração. Evidente por (12).
Teorema 7.0.2. Se x, y, z ∈ R eD(x, y, z) = 0, então x+ y + z = 0 ou x = y = z = 0. Emambos os casos x2 − yz = y2 − zx = z2 − xy.
Demonstração. Por (12) tem-se que, se D(x, y, z) = 0, então ou x + y + z = 0 ou x2 +
y2 + z2 − xy − yz − zx = 0. Se for o segundo caso, multiplicando essa equação por 2 ereorganizando, obtém-se (x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2 = 0. Como x, y e z ∈ R, conclui-seimediatamente que x = y = z. E se x = y = z, claramente x2 − yz = y2 − zx = z2 − xy.Se x + y + z = 0, x = −(y + z) então x2 − yz = (y + z)2 − yz = y2 + yz + z2. Então
y2 − zx = y2 + z(y + z) = y2 + yz + z2 = z2 + (y + z)y = z2 − xy.

A prova do teorema 7.0.2 estabelece o seguinte:
Teorema 7.0.3. D(x, y, z) = 1

2
(x+ y + z)[(x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2].
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Demonstração. Multiplicando e dividindo (12) por 2:
D(x, y, z) =

1

2
(x+ y + z)(2x2 + 2y2 + 2z2 − 2xy − 2yz − 2xz)

=
1

2
(x+ y + z)(x2 − 2xy + y2 + y2 − 2yz + z2 + x2 − 2xz + z2)

=
1

2
(x+ y + z)[(x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2]

Teorema 7.0.4. Se x, y e z são números reais não negativos,D(x, y, z) ≥ 0, com a igualdadeválida somente se x = y = z.
Isso também pode ser deduzido elegantemente através da famosa desigualdade M.A.(Média Artmética) ≥ M.G. (Média Geométrica): Se a, b, c ≥ 0, então 1

3
(a + b + c) ≥ 3

√
abc.

Colocando a = x3, b = y3, c = z3 tem-se que 1
3
(x3 + y3 + z3) ≥ 3

√
x3y3z3 = xyz, que dá oresultado desejado.
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