RMAT(—— + [l

ISSN: 2237-8103

@XD REVISTA DE MATEMATICA DA UFOP

Volume 1, Nimero 1, 2024

Calculo de areas: cinco problemas resolvidos das listas de Olim-
piadas Internacionais de Matematica

Juan Lopez Linares

<jlopez@usp.br>

Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos,
Universidade de Sdo Paulo, Pirassununga, Sdo Paulo, Brasil

<https://orcid.org/0000-0002-8059-0631>

Resumo

Cinco problemas propostos para a Olimpiada Internacional de Matemdtica sdo discutidos em detalhe. Uma
introducdo dos contetidos relativos ao cdlculo de dreas € apresentada. As demonstracées envolvidas nas solucdes
sdo complementadas pela disponibilizacdo dos respectivos links das figuras interativas, utilizando o GeoGebra. E
esperado que o artigo possa ser apreciado tanto por estudantes que preparam-se para as fases finais de competicées
nacionais ou internacionais, quanto por professores que atuam no ensino e interessem-se em problemas mais
desafiadores.

Palavras-chave: Olimpiadas internacionais de Matematica, Cdlculo de dreas, Problemas resolvidos, Ensino Médio e
Universitdrio, Geometria.

1. INTRODUCAO

O calculo de areas aparece com frequéncia nos problemas de olimpiadas coligada a diversos
assuntos. Neste artigo sao resolvidos cinco, mas sem a pretensao de esgotar o tema. Os mesmos
foram propostos na Olimpiada Internacional de Matematica (IMO, International Mathematical
Olympiad). Embora UGteis, as resolucdes apresentadas nos foruns de problemas olimpicos nao
detalham muitas transicoes, as quais ficam para o leitor. Os autores parecem supor que todos
tém conhecimentos matematicos suficientemente avancados. Adicionalmente, essas resolucoes
encontram-se frequentemente em inglés.

Nossa apresentacao visa que o material possa de fato ser lido e estudado por estudantes
de lingua portuguesa (e talvez espanhola) que preparam-se para as fases finais das olimpiadas
nacionais ou internacionais. Esperamos também que a presente abordagem sirva de apoio aos
professores do Ensino Médio que aventuram-se em topicos mais avancados. Em comparacao
com outras solucdes disponiveis, as discussdes no artigo usam argumentos menos rebuscados
e um nimero menor de transicoes a serem preenchidas pelo leitor.

Anteriormente discutimos outros conjuntos de problemas de olimpiadas internacionais
de Matematica sobre Baricentro (LINARES; SANTOS; JESUS, 2021a), Incirculos e Ex-incirculos
(LINARES; SANTOS; JESUS, 2021b), a Desigualdade de Ptolomeu (LINARES et al., 2022) e Trigono-
metria (LINARES; BRUNO-ALFONSO, 2023). Na Secao 2 é feita uma breve introducdo de alguns
conceitos basicos, utilizados neste trabalho, sobre o calculo de areas. O leitor ja familiarizado
com a teoria pode passar diretamente para a Secao 3, onde sao enunciados e resolvidos cinco
problemas IMO.
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2. ALGUNS RESULTADOS BASICOS SOBRE O CALCULO DE AREAS UTILIZADOS NESTE TRABA-
LHO

2.1. Formula tradicional para a area de triangulo

Utiliza-se a notagdo [A; A, - - - A,,] para denotar a area de um poligono de n lados.

Proposicao 2.1. Sejao ANABC' delados BC = a,CA =be AB = cealturas h,, hy, e h.. Entdo

vale: . . |
[AABC] = 5@ : ha = éb : hb = 50 : hc- (1)

E A
e s
c
ha
Jo ]
B D

Figura 1. Formula tradicional para o calculo de area de triangulo. Versao interativa aqui.

Demonstracdo. Seja o ponto D pé da altura do vértice A. Serdo considerados dois casos: i)
O ponto D esta no interior do segmento BC' (esquerda da Figura 1) e ii) O ponto D esta no
exterior do segmento BC (direita da Figura 1).

i) O ponto D esta no interior do segmento BC' (esquerda da Figura 1). Neste caso vale que:

IAABC] = %[BDAE] _ %[DCFA},

(AABC] = %BD g — %(a _ BD)-h,,

[AABC] = %a g

ii) O ponto D esta no exterior do segmento BC (direita da Figura 1). Suponha-se, sem perda
de generalidade, que D esteja a esquerda do ponto B. Neste caso vale que:

IAABC] = [ADCF] — %[ADBE] _ %[ADCF],
IAABC) = (DB + a)h, — %DB g — %(a 4+ DB) - h,,

[AABC] = %a - hg.

Analogamente demonstra-se a férmula utilizando outro par de lado e altura correspondente.
O

2
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A equacao (1) também implica uma correlacio entre lados e alturas de um AABC, pois
pode ser escrita como:

a-hy=05b-hy=c-h,. (2)

Corolario 2.1. Sejam r e s retas paralelas e A e B pontos distintos sobre a reta r e C' e D pontos
distintos sobre a reta s. Entao,

[AABC] = [AABD].

Figura 2. Triangulos de igual area entre retas paralelas. Versao interativa aqui.

Demonstracdo. Como os dois tridngulos tém a mesma medida da base e altura, pela Proposi-
¢ao 2.1, as areas sao iguais:
AB-h
5

2.2. Area com dois lados e o angulo que eles determinam

Proposicao 2.2. Sejao ANABC delados BC' = a,CA=beAB =ce/A=a,/B=0e
ZC = ~. Entdo vale:

[AABC| = %c ~a- sen(f) = %a b sen(y) = %b ¢+ sen (). (3)


https://www.geogebra.org/m/chswudqk
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Figura 3. Area de um triangulo com dois lados e o angulo que eles determinam. Vers3o interativa aqui.

Demonstracdo. Seja o ponto D pé da altura do vértice A. Serdo considerados dois casos: i)
O ponto D esta no interior do segmento BC' (esquerda da Figura 3) e ii) O ponto D esta no
exterior do segmento BC (direita da Figura 3).

i) O ponto D esta no interior do segmento BC' (esquerda da Figura 3). No AADB vale
que:

he = ¢ sen (f).
Pela Proposicao 2.1 tem-se:
1
[AABC] = éa : ha-

Segue que: .
[AABC| = 50 ¢ sen (B).

ii) O ponto D esta no exterior do segmento BC' (direita da Figura 3). Suponha-se, sem
perda de generalidade, que D esteja a esquerda do ponto B. No A AD B vale que:

he = ¢ - sen (180° — ) = ¢ - sen ().
Pela Proposicao 2.1 tem-se:
1
[AABC] = éa - hg

Segue que:
1
[AABC| = 5@ ¢ sen (B).

Analogamente demonstra-se a férmula utilizando os outros pares de lados e angulos cor-
respondentes. ]

A equacdo (3) também pode ser vista como um invariante, quando escrita como:

c-a-sen(f)=a-b-sen(y) =b-c- sen(«). (4)


https://www.geogebra.org/m/dpcefdbu
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2.3. Formula de Heron

Proposicao 2.3. Sejao AABC de lados BC' = a, CA = be AB = c e p o semiperimetro.
Entao vale que:

[AABC] = \/p(p — a)(p — b)(p — c).

Figura 4. Area de um triangulo utilizando a férmula de Heron. Versio interativa aqui.

Demonstracdo. Sejam o ponto D e o segmento BD = m as projecdes ortogonais do ponto A
e do lado AB sobre BC, respectivamente (Figura 4). Aplicando o Teorema de Pitagoras nos
ANADB e NADC encontra-se:

h? = —m?, (5)
R =b* — (a —m)>. (6)
Igualando as equacdes (5) e (6) pode ser colocado m em evidéncia:

A —m?=b*—(a—m)?

cz—M:bQ—a2+2am—ﬁfZ,
a’? + c? — b?

2a '
A equacdo (7) é substituida em (5) e a expressao simplificada:

22 a?+ -2\’
= CcC — e —
2a ’

4a’h? = 4a*c? — (a2 +2 - b2)2 )

m =

(7)


https://www.geogebra.org/m/ccgzurga
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Utilizando as propriedades da diferenca de quadrados e do bindbmio quadrado perfeito
encontra-se:

4a’h® = (2ac+a + 2 —b2) (2ac—a —c —l—bz)
4a2h2:(a—|—c b2)( (a—c )
4a*h* = (a+c+b)(a+c—b(b—a+c)(b+a—-c). (8)

Cada um dos paréntesis no lado direito de (8) pode ser escrito em funcao do semiperimetro

p:
4P =22 (p =) 2(p—a) 2(p— ),
b D ) o)
[AABC] = /p(p —b)(p — o).

2.4. Area de um triangulo utilizando o incirculo

Proposicao 2.4. Sejao AABC' delados BC' = a,CA = be AB = cer oraio da circunferéncia
inscrita neste (Figura 5). Entdo vale que:

[AABC] =

Figura 5. Area de um triangulo utilizando o incirculo. Versio interativa aqui.


https://www.geogebra.org/m/kgqzqvxs
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Demonstracdo. Nota-se na Figura 5 que a area do A ABC pode ser calculada como a soma das
areas de outros trés tridngulos que utilizam, como um dos seus vértices, o incentro I:

[AABC] = [ABCI] + [ACAI] + [AABI],

a-r b-r c-r

pape) =21+ 2 58
[AABC] = <%b+c> )
[AABC|=p-r.

2.5. Relacao entre as areas de tridngulos semelhantes

Proposicao 2.5. Se dois triangulos sao semelhantes com racdo de semelhanca k, entdo a racdo
das dreas é k*.

[} Dr ®

Figura 6. Relagao entre as areas de tridngulos semelhantes. Versao interativa aqui.

Demonstracdo. Por hipotese AABC ~ ADEF (Figura 6). Sejam os pontos A’ e D’ as proje-
coes ortogonais dos pontos A e D sobre os lados BC' e EF, respectivamente. Suponha-se, sem
perda de generalidade, que:
BC AA
EF ~ DD’

Segue que:
[AABC]  BEAL BC AN

= k>

[ADEF] ~ EEDD' ~ EF DD’

O

O resultado anterior vale para figuras (ndo somente tridngulos) semelhantes em geral.


https://www.geogebra.org/m/pmrnqar8
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2.6. Igualdade de areas num trapézio

Proposicao 2.6. Seja ABC'D um trapézio com BC' || DA e o ponto E = AC N BD (Figura 7).
Entdo vale a igualdade das dreas:

[AAEB] = [ACED].

<

Figura 7. Igualdade de areas num trapézio. Versao interativa aqui.

Demonstragdo. Tem-se BC' || DA. Por serem angulos alternos entre paralelas vale:
LEAD = ZECB,
LADE = ZCBE.

Pelo critério de semelhanca AA encontra-se:

AEAD ~ AECB.

Portanto, os lados respectivos sdo proporcionais e:
BA _ED
EC EB’
FA-EB=FEC-ED.
Por opostos pelo vértice ZAEB = ZCED = «. Juntando os dois resultados anteriores

segue:
FA-FEB
——

2

_ EC-ED
a 2
[AAEB] = [ACED].

en () sen (),


https://www.geogebra.org/m/pkgpsq72

RMAT V. 1,N.1 | 2024

3. PROBLEMAS OLIMPICOS RESOLVIDOS

3.1. Areas. Desigualdades. Lei dos Cossenos. P2 IMO 1961.

Problema 1. Sejam a, b e ¢ os comprimentos dos lados de um triangulo ABC' cuja drea é S.
Provar que:
a’ +b% + ¢ > 45V/3. (9)

Em que caso a igualdade € vadlida?

A IMO 1961 foi realizada na cidade de Budapeste, Capital da Hungria. Esse é o Problema 3
do primeiro dia da competicio e foi proposto pela delegacio da Pol6nia (DJUKIC et al., 2011).

3.1.1.Resolucdo do Problema 1.

A Figura 8 mostra uma construcao geométrica.

Figura 8. Construgiao geométrica para o Problema 1. Quando A = A’ 0 AABC é equilatero. Versio interativa
aqui.

Sejam BC' =a > 0,CA=b> 0e AB = ¢ > 0 os comprimentos dos lados do AABC'e
/CAB = «. A area pode ser calculada como:

o bc sen (a)' (10)
2
Substituindo (10) em (9) encontra-se:
AP LR 4bcsen (oz)\/g

2 )


https://www.geogebra.org/m/awfmug75

RMAT V. 1,N.1 | 2024

a? 4+ 0% + & > 2¢/3besen (a). (11)
Pela Lei dos Cossenos pode ser escrito:
a® = b* + & — 2bccos(a). (12)
Substituindo (12) em (11) encontra-se:
b2 + ¢ — 2bccos(a) + b* + ¢ > 2v/3besen (a),

b? 4 ¢ > befcos(a) + V3sen (a)). (13)

Adicionalmente, nota-se que:
cos(a) + V3sen (o) = 2 | = cos(ar) + ~— sen (a) | ,

cos(a) + V3 sen (o) = 2 [cos(60°) cos(a) + sen (60°) sen ()],
cos(a) + V3 sen (o) = 2cos(60° — a). (14)

Substituindo (14) em (13) encontra-se:
b? + ¢ > 2bccos(60° — ),

b? 4 ¢ — 2bccos(60° — a) > 0. (15)

Para completar um quadrado perfeito soma-se 0 = —2bc + 2bc:
b* — 2bc + ¢ + 2bc — 2bc cos(60° — a) > 0,

(b —¢)? + 2bc[1 — cos(60° — a)] > 0. (16)

Verifica-se que:
(b—c)* >0,

cos(60° — o) < 1.

Isto é, os dois somandos na esquerda de (16) sdo, de fato, ndo negativos para quaisquer
valoresde b > 0, ¢ > 0 e a. A igualdade acontece quando b = c e a = 60°. Ou seja, no caso
do AABC ser equilatero. Todas as transicoes anteriores foram do tipo se, e somente se. Isto
completa a demonstracao.

3.2. Diferentes formas de calcular areas. Incirculos. P3 IMO 1964.

Problema 2. Uma circunferéncia estd inscrita num triangulo ABC de lados a, b e c. Trés tangen-
tes ao incirculo sdo desenhadas, cada uma delas paralela a um lado do A\ ABC'. Essas tangentes
formam trés triangulos menores (internos ao AABC). Em cada um desses triangulos estd
inscrito um circulo. Determinar a soma das dreas de todos os quatro circulos internos.

A IMO 1964 foi realizada na cidade de Moscou, capital da Russia. Esse é o Problema 3 do
primeiro dia da competicdo e foi proposto pela delegacdo da antiga lugoslavia (DJUKIC et al.,
2011).

10
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3.2.1Resolucdo do Problema 2.

A Figura 9 mostra uma construcao geométrica inicial.

® C

Figura 9. Construcao geométrica inicial para o Problema 2. Versao interativa aqui.

Sejam BC = a,CA = be AB = c os comprimentos dos lados do AABC e o semi-
a+b+c

perimetro p = % Seja r o raio do circulo interno do AABC, r,, 7, € . 0s raios dos

incirculos menores correspondentes a A, B e C. Sejam ainda os pontos B’ e C’ a intersecio

da reta tangente ao incirculo maior (e paralela a BC') com os lados AB e AC, respetivamente.

Adicionalmente, defina-se h, como a altura relativa ao vértice A no AABC (Figura 10). A soma

das areas dos quatro incirculos S;,, pode ser calculada como:
Sin :7r(7’2+1”2+7‘2+7“3) . (17)
Seja s a area do AABC. Pela formula de Heron escreve-se:
s=/plp—a)(p—"b)(p - o).

Utilizando o incirculo de raio r encontra-se uma segunda expressao para a areado AABC"

S=p-r.
Das duas ultimas equacdes chega-se em:
p-r=/plp—a)p-0b)p-o)

L _ Ve —a)p b))
;. :

2 (p—a)(p—b)(p—@' (18)
p



https://www.geogebra.org/m/mamztwzx
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Por outro lado, vale que ZAB'C' = ZABC e ZAC'B’ = ZAC B (correspondentes entre
paralelas). Pelo critério de semelhanca AA tem-se:

ANAB'C' ~ NABC.

Consequentemente, a razao de semelhanca pode ser escrita como:

Ta h, — 2r 2r

r ha ha

A drea do A ABC também calcula-se como:

a- h,
s = )
2
Segue que:
2
hy = 2. (20)
a
Substituindo (20) em (19) encontra-se:
Ta rea
L
T S

Utilizando, mais uma vez, que s = p - r segue:

T, = (1 — g) T, (21)
b

Analogamente, demonstra-se que:

ry = <1 — 9) r (22)
p

re = (1 — E) T. (23)
p

Substituindo (21), (22) e (23), em (17) encontra-se:

Y]

A seguir é substituido (18) em (24) para chegar em:

szﬁ((p—a)(ll—bﬂp_c)) 1+<1—g)2+(1—g)2+< —]%)2]'

p
Resta trocar a definicdo de semiperimetro e simplificar:

 ((=a+b+c)a—b+c)at+b—c)(a®+ b+ ?)
Sm_ﬂ( (a+b+c)? )

Sin = 71'7’2

12
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Figura 10. Construcio geométrica para o Problema 2. Versao interativa aqui.

3.3. Areas, bases médias, triangulo medial. P6 IMO 1966.

Problema 3. Considera-se um AABC' arbitrdrio. Sejam os pontos M € AB, K € BC e
L € C'A. Provar que a drea de pelo menos um dos trés triangulos AM AL, AKBM e ANLCK
€ menor ou igual a um quarto da drea do AABC.

A IMO 1966 foi realizada na cidade de Séfia, capital da Bulgaria. Esse é o Problema 6,
segundo dia da competicio, e foi proposto pela delegacdo da Polonia (DJUKIC et al., 2011).

3.3.1Resolucdo do Problema 3.

A Figura 11 mostra uma construcao geométrica inicial.

13
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Figura 11. Construcao geométrica inicial para o Problema 3. Versao interativa aqui.

Sejam A’, B’ e C' os pontos médios dos segmentos BC, C A e AB, respetivamente (Fi-
gura 12). Como A'B’, B'C' e C' A’ sdo bases médias os quadriladteros A'CB'C’', B'AC'A’ e
C'BA’ B’ sao paralelogramos. Pelo critério de congruéncia LLL tem-se:

NAB'C' = ABC'A' = A\CA'B' = ANA'B'C'.
Logo, vale a igualdade das areas:
[AAB'C') = [ABC'A'| = [ANCA'B'] = [NA'B'C"] = %[AABC].

Sem perda de generalidade, considera-se M € AC’. Das quatro possibilidades para os
pontos K e L a Unica nio trivial é quando K € BA' e L € C'B’. Neste caso consideram-se
primeiro os AK LM e AA’' LM com o lado comum L. Nota-se que a reta LM n3o é paralela
com areta BC, pois LM intercepta B'C" || BC. Consequentemente, entre os pontos K e A’ o
mais proximo da reta LM é o ponto A’. Segue que:

[AKLM] > [AA'LM].

Segundo, estudam-se os AA’'LM e ANA'B'M com o lado comum A’ M. Nota-se que a reta
A" M n3o é paralela com areta C'A, pois A’ M intercepta C' A’ || C'A. Consequentemente, entre
os pontos L e B’ o mais proximo da reta A’ M é o ponto B’. Portanto:

[AKLM] > [AA'LM] > [AA'B'M].

Terceiro, foca-se nos AA'B'M e AA'B'C’ com o lado comum A’ B’. Nota-se que as retas
A'B" || AB. Logo,

IAKLM] > [AA'LM] > [AA'B'M] = [AABC'] = E[AABC].

14
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}l[AABC] e

[AKLM) + [AMAL] + [AKBM] + [ALCK] = [AABC],

De [AKLM] >

pelo Principio da Casa dos Pombos, encontra-se que a area de pelo menos um dos trés tridngulos
AMAL, AKBM e ALCK é menor ou igual a um quarto da area do AABC.

Figura 12. Construcao geométrica para o Problema 3. Versao interativa aqui.

3.4. Areas, quadrilateros inscritiveis. P2 IMO 1987.

Problema 4. O prolongamento da bissetriz AL, com L € BC, no triGngulo de angulos agudos
ABC, cruza o circulo circunscrito d no ponto N. Do ponto L aos lados AB e AC sao tracadas
as perpendiculares LK e LM, respetivamente. Provar que a drea do triangulo ABC é igual a
drea do quadrildtero AK N M.

A IMO 1987 foi realizada na cidade de Havana, capital de Cuba. Esse é o Problema 21 da
SL e escolhido como P2 da competicao. Foi proposto pela delegacao da antiga Unido Soviética
(DJUKIC et al., 2011).

3.4.1Resolucdo do Problema 4.

A Figura 13 mostra uma construcdo geométrica inicial.

15
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Figura 13. Construcao geométrica inicial para o Problema 4. Versao interativa aqui.

Pela bissetriz AN vale que:
/BAN = /NAC = a.
O quadrilatero AK LM é inscritivel pela circunferéncia f pois:
LKA+ ZAML = 90° 4+ 90° = 180°.

Seja P # L o segundo ponto de interseccao do segmento BC' e f. Denotar os pontos
E=KNNBCeF = MNNBC (Figura14). Parte da area do triangulo ABC' e do quadrilatero
AK N M é comum. Portanto, bastara provar a igualdade das areas ndo comuns. Ou seja,

[ABEK]+ [ACFM] = [ANEF],
[ABEK]+ [ACFM] =[ANEP]+ [ANPF].
Isto é, quer-se mostrar que:
[ABEK] =[ANEP|,

[ACFM] = [ANPF).

Como os quadrilateros ABNC' e LM AP sao inscritos em d e f, respetivamente, entdo
/BCN = /BAN =ae ZLAM = ZLPM = «. Logo, ZCPM = ZPCN. Da reciproca de
“angulos alternos entre paralelas” segue que PM || NC.

Por outro lado, o quadrilatero ABNC' e inscrito em d, entdao ZNBC = ZNAC = «a.
Adicionalmente, pelo quadrilatero inscritivel AM P K tem-se:

ZMPK = 180° — 2a.

16
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Logo, /KPB = /NBP = «. Da reciproca de “angulos alternos entre paralelas” vale
KP || BN.Como os quadrildteros K BN P e PMC N sao trapézios, pela Proposicao 2.6 vale
que:

Figura 14. Construcao geométrica para o Problema 4. Versao interativa aqui.

3.5. Incirculos no tridngulo retangulo e areas. P5 IMO 1988.

Problema 5. No triangulo retangulo ABC, seja AD a altura desenhada para a hipotenusa.
A reta que une os incentros dos triangulos ABD e AC' D intercepta os lados AB e AC' nos
pontos K e L, respetivamente. Se F e E, denotam as dreas dos trigngulos ABC' e AK L,

E
respectivamente, mostrar que A > 2.
1

A IMO 1988 foi realizada na cidade de Camberra, capital da Australia. Esse é o Problema 13
da SL e escolhido como P5 da competicao. Foi proposto pela delegacdo da Grécia (DJUKIC et al.,
2011).

3.5.1Resolucdo do Problema 5.

A Figura 15 mostra uma construcao geométrica inicial.

17
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Figura 15. Construcao geométrica inicial para o Problema 5. Versao interativa aqui.

Sejam AB = ¢, AC = b, ZCBA = 23, BC = ae AD = h. Sejam ainda r| e
e O; e Oy os raios e centros dos incirculos do AABD e AADC, respectivamente. Segue
que LDAC = ZCBA = 20(. O objetivo inicial serd provar que AL = AK = AD = h.
Posteriormente, retorna-se ao calculo das areas. Pelo critério de semelhanca AA obtém-se:

ADBA ~ ADAC ~ AABC.

Da semelhanca entre os ADBA e ADAC vale a proporcionalidade:

E_E_DOl
TgibiDOg.

Como DO e DO, sao bissetrizes de angulos retos encontra-se:
Z0sD0Oy = LZO3DA + ZADO; = 45° + 45° = 90°.
Pelo critério de semelhanca LAL obtém-se:
ADBA ~ ANDO,0s.

Segue que /D00y = ZDBA = 2 (Figura 16). Isto &, pode ser feita uma roto-homotetia,
com centro em D, para transformar o ADBA no ADO0O,. Seja o ponto P a intersecao da
circunferéncia circunscrita ao A D005 com o segmento . Como DO, PO, é um quadrilatero
inscritivel vale:

ADPOQ = 4D0102 = 26,

LO1 POy = 180° — LO, DO, = 90°,
Z050,P = ZO;DP = 45°,
APOQOl = APDOl - 450.
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Com isto, 0 AO,O P é retangulo e isosceles de base O; 0. Adicionalmente,
/ZDPOy = ZDAC,

LOPD = ZBAD.

Pela reciproca de alternos entre paralelas encontra-se que PO, || AL e PO, || AK.
Portanto,
LALK = /LKA = 45°.

Ou seja, 0 AALK éretangulo e isosceles de base LK. Consequentemente, AL = AK. Por
outro lado, tem-se: ZO,DA = ZALO5 = 45°, AO5 (lado comum) e ZDAOy = LO,AL = 3
(bissetriz AO,). Pelo critério de congruéncia LAAo segue:

ADAO; = ALAO,.
Portanto, AL = AK = AD = h. Neste ponto volta-se ao calculo de areas:
E B % a
D

Multiplicando e dividindo por a, utilizando a ida do Teorema de Pitagoras no AABC e a
relacdo métrica ah = bc segue:
E o P+
E, ah  bc
Sendo b > 0 e ¢ > 0 a Gltima fracao pode ser escrita como desigualdade:

b? + 2
> ()
be T
2, 2 2
b*+c :(b—i—c) 2bc>0
be be -
¥+ (b+c)?
= —-2>0
be be -
b? + 2
> 2.
be —
Portanto, ) )
E: b* +c Y
E1 be -

A igualdade acontece quando b = c.
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Figura 16. Construcao geométrica para o Problema 5. Versao interativa aqui.

4. COMENTARIOS FINAIS

Foi feita uma rapida introducao de alguns conceitos basicos relativos ao calculo de areas. A
seguir foram discutidos detalhadamente cinco problemas IMO. Espera-se que estes sirvam de
apoio aos professores do Ensino Médio que se aventuram em topicos mais avancados e treinam
estudantes para participar em olimpiadas.
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