RMAT(—— + [l

ISSN: 2237-8103

@XD REVISTA DE MATEMATICA DA UFOP

Volume 1, Nimero 1, 2024

PRECIFICACAO DE OPCOES EUROPEIAS VIA SIMULAGCOES DE MONTE
CARLO NO OCTAVE

Felipe Batista de Lima Araujo
<felipebl.araujo@gmail.com>
Universidade Estadual de Campinas, Campinas, SP, Brasil

<https://orcid.org/0000-0001-9079-9415>

Resumo

Um contrato derivativo, ou simplesmente derivativo, € um ativo financeiro cujo valor depende do valor de ativos mais
concretos: agées, ouro, petroleo, titulos, moedas, etc. Op¢ées sGo um dos tipos de derivativos mais negociados no
mercado financeiro. Quem compra uma opcdo do tipo europeia tem o direito de comprar ou vender um certo ativo
financeiro na data de vencimento do contrato por um preco fixado anteriormente. Uma vez que o valor de um ativo
no futuro nado é deterministico, a precificacdo racional dos derivativos é feita com auxilio de modelos matematicos.
O presente trabalho apresenta um modo para a precificacdo de opcdes europeias utilizando simulacées de Monte
Carlo no software livre Octave. A abordagem estd apoiada na aplicacdo da formula de Cox Ross Rubinstein, uma
equacdo oriunda do modelo matemadtico conhecido como Modelo Binomial para precificacédo desses derivativos
em tempo discreto.

Palavras-chave: Precificacdo, Opcées europeias, Modelo Binomial, Cox Ross Rubinstein, Simulacées de Monte Carlo,
Octave.

1 INTRODUCAO

Nos mercados financeiros sdo negociados ativos como acoes, ouro, petréleo, titulos, moe-
das, etc. Além desses ativos mais concretos, sao negociados também os contratos derivativos,
ou simplesmente derivativos. Um derivativo € um ativo financeiro cujo valor depende do valor
de ativos subjacentes. Em (CUTLAND; ROUX, 2012), um derivativo é apresentado como qualquer
instrumento ou contrato que da ao seu titular, em algum momento no futuro, uma recompensa
(chamada payoff) que depende da perfomance do ativo subjacente; desse modo os derivativos
funcionam como mecanismos de protecao ao risco inerente ao preco de um ativo no futuro,
sendo também usados por especuladores que assumem riscos para obter ganhos possiveis com
base em suas crencas sobre o comportamento futuro do mercado.

Dentre os tipos de derivativos, opcoes sdo um dos mais negociados. As opcoes podem
ser de compra (call) ou de venda (put). Esses contratos tem como aspectos basicos o preco de
exercicio (strike) e a data de vencimento (exercicio). Opcoes que sé podem ser executadas na
data de exercicio sao chamadas de opcdes europeias:

e Call europeu: um call europeu confere ao titular o direito (mas nao a obrigacio) de
comprar o ativo subjacente pelo preco de exercicio X na data de exercicio 7.

e Put europeu: um put europeu confere ao titular o direito (mas ndo a obrigacio) de
vender o ativo subjacente pelo preco de exercicio X na data de exercicio 1.
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Para exemplificar, seja a situacao ficticia em que um investidor compra no dia 09/12/2023
um put europeu de strike US$ 50.00 e vencimento em 20 dias. Em outras palavras, ao adquirir
essa opcao, ele tem o direito de vender o ativo subjacente (por exemplo, uma acéo) pelo preco
de US$50.00 no dia 29/12/2023. Se na data de exercicio a acdo estiver custando mais que
US$50.00, ndo faz sentido exercer o contrato, que expira com valor zero. Por outro lado, se
a acdo estiver custando menos que U S$ 50.00, o titular certamente ird optar por executar a
opcao, que terd como valor a diferenca entre o strike e o valor real da acao.

A grande questao relacionada aos derivativos é a determinacao do preco do contrato de
modo racional, uma vez que o valor de um ativo no futuro ndo é deterministico. No mundo real,
o valor de um ativo no futuro é uma variavel aleatéria influenciada por inimeros fatores. Sendo
assim, como os derivativos sao precificados? Modelos matematicos e simulacdes sao a resposta
para essa pergunta; tais ferramentas auxiliam fornecendo previsoes para esses valores.

Para precificacdo de opcoes europeias em tempo discreto, o Modelo Binomial de Cox Ross
Rubinstein 'é um dos mais utilizados devido a simplicidade do ponto de vista matematico e da
facilidade para implementacdo em softwares de computacdo matematica. Assim, o viés desse
trabalho é apresentar a implementacao desse modelo no software livre Octave para a realizacdo
de simulacdes de Monte Carlo para obtencao de valores para o preco de opc¢des europeias.
Espera-se que esse material possa servir como um guia, principalmente para alunos de graduacao
em Matemética, fornecendo uma visualizacdo da aplicacao de modelos mateméaticos no mercado
financeiro.

2 MODELO BINOMIAL DE COX ROSS RUBINSTEIN

2.1 Arvore Binomial

O preco de um ativo financeiro no futuro, como uma acao, € incerto e determinado por uma
série de fatores, os chamados cenérios w com determinada probabilidade. Seja 2 o conjunto
finito de todos os cenarios possiveis. O preco da acdo no tempo ¢ é uma variavel aleatéria:

S(t) : @ — (0,00)

Uma notacdo mais completa pode é S(¢,w): o preco da acdo no tempo ¢ se o mercado seguir o
cendrio w. Para se determinar o preco de uma opcao de uma acao de modo racional utilizam-se
modelos matematicos. Um dos mais utilizados é o da Arvore Binomial de Cox Ross Rubinstein
também chamado Modelo Binomial que simula os possiveis movimentos do preco do ativo
que serve de base para a opcao. Tal modelo assume que o preco da acio (ativo subjacente ao
derivativo) segue um padrao random walk (AVELLANDEDA; LAURENCE, 2000).

1 Também conhecido como Modelo Binomial, Arvore Binomial de Cox Ross Rubinstein ou também Modelo CRR.
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S(0)(1+u)(1+u)(1l+u)

S(1+u)(1+u)
S(0)(1+u)(1+u)(1+d)
S(0)(1+n)(1+d)

S(0)(1-+u)(1+d)(1+d)

S (0)(1+d)(1+d)

S(0)(1+d)(1+d)(1+d)

Figura 1. Precos da a¢do na Arvore Binomial para 3 periodos.

A arvore binomial tem a propriedade de que o preco do ativo em cada ponto é igual a um
valor constante multiplicado pelo preco no ponto anterior. Esse valor constante é chamado de
fator de ramificacdo. Na Figura 1, encontra-se ilustrada uma arvore binomial recombinante de
3 periodos e os fatores (1 + u) e (1 + d). Esses fatores estdo relacionados com o conceito de
retorno a 1 passo na arvore binomial, definido como:

S(n)—S(n—1)

S(n—1)

No modelo binomial, o retorno tem apenas dois valores possiveis:

K(n) =

u com probabilidade p
K(n) =
d com probabilidade1 — p
Onde: —1<d<u

Desse modo, cada ponto na arvore tem 2 valores possiveis a serem assumidos:

S(1) = S0)(1 +u) 5(2) = S(1)(1 4+ u)
S(0)(1+d) S(1)(1+d)
5(3) = S(2)(1+ u) S(4) = S(3)(1 4 u)
S(2)(1+d) S(3)(1+4d)
S(n—1) = S(n—2)(14u) S(n) = S(n—1)(14u)
(n—2)(1+4d) (n—1)(1+d)
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2.2 Esperanca do retorno e probabilidades neutras a risco

Um tipico investidor com aversao a risco ird querer que a esperanca do retorno seja igual a
uma taxa de juros livre de risco (rendimento fixo) (CAPINSKI; ZASTAWNIAK, 2003):

E(K(n)) =r

Tal investidor argumentaria que ele deveria ser recompensado com um retorno esperado
mais alto como compensacao pelo risco. Para tal, sdo consideradas no modelo binomial as
probabilidades neutras a risco, as Unicas que fazem com que a esperanca do retorno seja igual a
taxa de juros de um rendimento fixo.

E.(K(n)) =pau+(1—pJ)d=r

Onde a probabilidade neutra a risco é dada por:

2.3 Payoff de uma opcao

As opcoes podem ser definidas a partir do seu payoff, isto é, seu valor em funcao da
perfomance do ativo subjacente. Assim como o valor do ativo, o payoff de uma opcao é uma
variavel aleatéria (CUTLAND; ROUX, 2012). A definicdo do payoff para call e put europeu é
fundamental para os calculos que fornecem o preco da opcdo no tempo 0. Sendo X o strike e
S(t) o valor do ativo no tempo ¢, define-se:

e Payoff de um call europeu

e Payoff de um put europeu

X —-5(t) ,seS(t) <X
(X~ 5(1)" =
0 ,seS(t) > X

2.4 Formula de Cox Ross Rubinstein

O Modelo Binomial de Cox Ross Rubinstein é baseado na arvore binomial recombinante
para calcular o valor da opcao em cada ponto, comecando pelo ponto final e voltando até o
ponto inicial, usando a relacao entre o valor da opcao e o valor do ativo. A deducao da expressao
matematica geral da férmula de Cox Ross Rubinstein é baseada nas estratégias de replicacio de
contrato, levando em conta o principio da nao arbitragem. Por nao ser o escopo desse trabalho,

4
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nao sera feita aqui a demonstracao da formula, que pode ser encontrada em (CAPINSKI; ZAS-
TAWNIAK, 2003). Considerando o modelo binomial, o valor (preco) de uma opcao europeia no
tempo 0 é dado por:

Call Europeu
CE0) = S(0)1 —®(m—1,n,¢)] — (1 +7)""X[1 — ®(m — 1,n,p,)]
Put Europeu
PE(0) = =S(0)®(m — 1,n,q)] + (1 +7) "X ®(m — 1,n,p.)

Onde:
S(0) é ovalordaagdoemt = 0.
m é o primeiro indice para o qual o payoff é maior que zero.
n € o numero periodos (tempo discreto: dias, meses,etc).
r é a taxa de juros livre de riscos.
X é o strike (preco de exercicio da opcao).
P+ € a probabilidade neutra a risco.
14
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3 SIMULAGCOES DE MONTE CARLO UTILIZANDO OCTAVE

O Modelo de Cox Ross Rubinstein exige muitos calculos, especialmente quando o nimero
de periodos até o tempo de expiracdo é muito grande. Nao seria viavel calcular manualmente
nessas situacdes. Na pratica, empregam-se softwares para realizar tal tarefa. Aqui serd mostrada
utilizacao do Octave versao Online para execucao de simulagdes de precos de opcoes europeias.
Tal escolha, deve-se ao fato do Octave Online ser uma interface web de facil acesso para o GNU
Octave, uma alternativa de codigo aberto ao MATLAB. O Octave Online permite execucao de
comandos do Octave em um navegador, sem precisar instalad-lo no computador. Os codigos
podem ser feitos e salvos em arquivos .txt e transferidos para execucao na interface web do
Octave Online.

O cbdigo abaixo foi gerado baseado no exercicio 8.8 encontrado em (CAPINSKI; ZASTAWNIAK,
2003) que pede a precificacdo de um call europeu . Os codigos utilizados estdo acompanhados
dos seus significados. Nas Figuras 2,3,4,5 € 6 encontram-se registros de resultados gaficos e de
precos obtidos para um call europeu em simulacdes feitas com o cédigo variando o parametro
NMC (nimero de simulacdes de Monte Carlo) utilizando o Octave Online.
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% Parametros

SO0 = 50; % Prego da agdo em t=0.

X = 60; % Prego de exercicio da opgdo (Strike).
r = 0.005; % Taxa de juros livre de risco.

n = 50; % Nimero de periodos até o vencimento.
NMC = 10; % Numero de simulag¢des de Monte Carlo.

% Média (m) e desvio padrio (dp) esperados para u e d.
Valores ficticios para fins de simulagéo.

m_u = 0.3;

dp_u = 0.1;
m_d = -0.1;
dp_d = 0.05;

% Matriz para armazenar os pregos simulados em cada
simulagdo de Monte Carlo.
preco_acoes = zeros(n+1l, NMC);

% Simula¢des de Monte Carlo.
for i = 1:NMC
% Geragdo de retornos aleatdérios usando uma distribuigdo

normal .
u = normrnd(m_u, dp_u); % Valor aleatdrio para u.
d = normrnd(m_d, dp_d); % Valor aleatdério para d.

% Calculo das probabilidades

par = (r - 4) / (u - 4); % Probabilidade neutra a
risco.

q =pnr ¥ (1 +u) / (1 + 1);

% Arvore binomial - Modelo CRR.

preco_acao = zeros(n+l, 1); % Vetor coluna que armazena
S(0), S(1), S(2), S(3) em cada simulacgdo.

preco_acao (1) = S0;

for t = 2:(n+1)

z = rand(); % Namero entre 0 e 1.

if z >= 0.5

preco_acao(t) = preco_acao(t-1) *x (1+u); % Precgo da acgio
sobe.

else

preco_acao(t) = preco_acao(t-1) * (1+d); % Prego da agéo
desce.

end

end

% Armazenamento do prego da acdo simulado na matriz
preco_acoes.

preco_acoes(:, 1) = preco_acao;

end
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% Grafico dos caminhos dos pregos das agdes

figure;
hold on; % Mantém o grafico ativo para adicionar
marcadores.

% Grafico dos caminhos dos precgos das agdes com linhas
sb6lidas.
plot (0:n, preco_acoes, ’-’);

% Tamanho dos marcadores (bolinhas)
marker_size = 4; 7 Ajuste do tamanho.

% Adicdo de marcadores (bolinhas) nos nds da Arvore.

for i = 1:NMC

plot (0:n, preco_acoes(:, i), ’.’, ’MarkerSize’,
marker_size); ) ’.’ representa um marcador de ponto.

end

xlabel (’Periodos de Tempo’);

ylabel (’Preco da Ag3o’);

title(’Caminhos de Pregos das Ag¢ldes em Simulag¢des de Monte
Carlo’);

grid on;

hold off; % Libera o grafico para ndo adicionar mais
elementos

% Calculo do valor da opgdo para cada simulagdo e exibigdo
do precgo médio

valor_opcao = zeros(NMC, 1);
for i = 1:NMC
m = find(preco_acoes(:, i) > X, 1) - 1;

% preco_acoes (:,i) obtém todos os valores de prego para a
simulagdo i, criando um vetor.
find(preco_acoes(:,i)>X,1) encontra o primeiro indice
onde o valor da agdo em t=50 & maior que o Strike.
Subtraimos 1 do indice encontrado para obter o valor de
m, onde a agdo cruzou ou ultrapassou X.

if isempty (m)

m = n; %S Se m vazio (nunca se ultrapassou X) a opgdo ndo &

exercida. Atribui-se a m o valor do vencimento.

end

valor_opcao(i) = S0 * (1 - binocdf(m-1, n, q)) - (1 +
r)~(-n) * X * (1 - binocdf(m-1, n, pnr)); %Formula de
Cox Ross Rubinstein.

end

preco_call = mean(valor_opcao);

fprintf (’Prego estimado do Call Europeu: %.2f\n’,
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preco_call);
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Figura 2. Simula¢ao para NMC=1
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Figura 3. Simula¢ao para NMC=5
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Figura 4. Simulacao para NMC=10
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Figura 5. Simulacao para NMC=25
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Figura 6. Simulacao para NMC=50
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Figura 7. Simula¢do para NMC=100
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4 CONCLUSAO

O Octave Online se mostrou uma boa ferramenta para precificar opcoes europeias. Essa
técnica pode ser util para estudantes de matematica, especialmente aqueles que se concentram
em financas aplicadas. Além disso, o uso do Octave pode ajudar a desenvolver habilidades
valiosas em programacao e andlise de dados, podendo ser usado para criar graficos que permi-
tem explorar diferentes cenérios de precos e volatilidade e para implementar estratégias de
backtesting.
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