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Resumo

Os numeros complexos representam uma extensd@o numerica do conjunto dos nimeros reais que atribuem novas
particularidades a esse agrupamento tornando-o, em vdrios cendrios, mais simples e vantajoso. Entretanto, o seu
reconhecimento e aceitacdo como sistema numérico enfrentou resisténcia e a estruturacdo de suas propriedades
e a escolha das melhores definic6es para as extensées de funcbes reais, como a extracdo de raizes n-ésimas, a
exponencial, a logaritmica e as funcées trigonométricas, somente se consolidou apds o trabalho de diversos mate-
mdticos. Nesse artigo, pautados em consideracées de cunho histdrico, apresentaremos caminhos que conduziram
a Formula de Euler, e = cos® + isen 6, bem como discutiremos o trabalho realizado por Roger Cotes (1682-1716)
sobre a drea da superficie de um elipsdide, estudo que conduziu o matemadtico inglés a uma verséo logaritmica da
famosa Férmula de Euler, antecipando em mais de 30 anos essa relacdo, mas cujo trabalho frequentemente néo é
mencionado em livros diddticos. Ademais, exibiremos exemplos numéricos que elucidam as assercbes propostas
por Cotes. Assim, por meio da apresentacdo e discussdo de elementos histdricos que conduziram o desenrolar da
teoria dos nuiimeros complexos, esperamos despertar o interesse de académicos e professores de matemadtica para
essa drea do conhecimento.
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1. INTRODUCAO

Os numeros complexos sao representados pelo conjunto C = {z+iy : x,y € Re i? = —1}
sobre o qual se estabelece as operacoes de adicdao e multiplicacdo como segue: se z = a+ib, w =
c+1id € C, entdo

z+w=(a+c)+i(b+d)ez-w=(ac—bd)+i(ad+ bc).

Tal definicdo permite provar que C = (C, +, -) possui a estrutura de corpo, ou seja, sa-
tisfaz as propriedades associativa e comutativa para a adicao e multiplicacao, a existéncia de
elementos neutros (0 e 1) e simétricos (z # 0) para ambas as operagdes e a distributividade da
multiplicacdo em relacdo a adicdo. Ademais, os nimeros complexos, ou imaginarios, possuem
uma representacao no plano complexo, conforme Figura 1, com a qual é possivel apresentar
uma interpretacao para suas operacoes aritméticas, a adicao como uma soma vetorial e a multi-
plicacdo como resultado de um vetor na direcdo da soma angular cujo moédulo é a multiplicacao
dos modulos dos valores complexos que o define. Detalhes em (FERNANDES; JR., 2006).

A ideia de que todo o nimero elevado ao quadrado resulta em um nimero positivo (oz2 =
a-a > 0,Va € R) foi tomada como verdadeira por muito tempo e isso prejudicou a aceitacdo
dos nimeros complexos. De fato, para além dos imaginarios, “até o final do século XVIII as raizes
negativas e imaginarias de equacdes eram consideradas quantidades irreais” (ROQUE, 2012, p.
409).
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Figura 1. Representacio da soma e do produto no plano complexo.

De modo geral, um corpo ordenado K = (K, +, -) pode ser escrito como unido disjunta
K = {P}U{-P}U{0}, onde P é chamado do conjunto de elementos positivos e — P dos
negativos. Como P é fechado para adicio e multiplicacdo de K, segue queVa € P C K : a® =
a-a € P. Ainda, pela propriedade de ordenacao da tricotomia, se a é ndo nulo e a ¢ P, entdo
—a € Pea® = (—a) - (—a) € P.Isso mostra que um nimero elevado ao quadrado sempre
é positivo e, também, que —1 € —P,jaque 1 = 1? € P. Assim, C n3o pode ser um corpo
ordenado, uma vez que ;> = —1, ou seja, possui um elemento cuja poténcia quadrada no é
positival

Outrossim, falar de ordem total de um corpo K é compreender uma relacdo de ordem (<)
que seja compativel com a operacao de adicao e multiplicacdo do corpo, ou seja, Vx,y, 2z € K,
temos:

e sexxy,entdor +z2<xy+2;
e selxrel=xy,entdo0 <Xz -y.

Ha de se tomar cuidado e fazer a distincdo entre corpo ordenado e as relacdes de ordem que
se podem estabelecer num conjunto, sendo estas Gltimas definidas como relacdes R C K x K
que satisfazem as propriedades reflexiva, antisimétrica e transitiva? Conforme (BASTOS; COSTA,
2012, p. 38), ao dizermos que “os complexos ndo podem ser ordenados ndo estamos sendo
nem corretos, nem precisos. Pois [...] o conjunto dos nimeros complexos pode ser totalmente
ordenado. No entanto, [...] temos que o corpo dos niimeros complexos nio é ordenado”.
Nesse artigo vamos retomar interpretacoes que conduziram a famosa férmula

e = cosf + isen 0, (1)

primeiramente, explorando a representacdo de determinadas funcoes por séries de poténcia,
através de um desencadeamento utilizado por Euler, e, posteriormente, apresentando o estudo

1 Observe que nao é possivel supor que —1 € P C C, pois teriamos 1 = (—1) - (—1) € P, contrariando a lei da
tricotomia. Detalhes em (LIMA, 2000).
2 Reflexiva: xRz, antisimétrica: xRy e yRx = x =pg vy, transitiva: tRy e yRz = zRz.
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realizado por Roger Cotes que culminou em uma férmula equivalente a expressa acima, mas que
antecedeu essa relacdo em mais de 30 anos (veja (COTES, 1714)). Nesse estudo, Cotes buscava
calcular a area da superficie de um elipsdide e, nesse interim, propos a relacao

In(cos @ + isen §) = 6. (2)

Por fim, trabalhamos com exemplos para evidenciar as equivaléncias numéricas abordadas
na argumentacao desenvolvida por Cotes. Para isso, utilizamos a notagao e a concep¢ao atual
de algumas funcoes complexas. Dessa forma, exploramos outras relacdes matematicas que
encaminham a resultados semelhantes aos classicos ja conhecidos.

As consideracdes que desenvolveremos nas secoes 3 e 4 estao apoiadas na obra (NAHIN,
1998), as quais apresentamos, em linguagem moderna, sem maiores preocupacdes com as
questdes de manuseio de variaveis e convergéncia das séries (tanto reais quanto complexas),
pois nosso objetivo é a compreensao das ideias que conduziram as expressoes discutidas. Para
maiores detalhes relacionados a convergéncia de séries e limites veja (LIMA, 2000) e (CHURCHILL,
1975). Ademais, Euler manipulou de forma despretensiosa muitas séries e limites, que o rigor
de hoje impde certos cuidados e restricdes, mas que a época eram justificaveis. Ainda, como
forma de elucidar as discussoes apresentadas, na secao 5 apresentamos exemplos que reforcam
a validade da formula (2).

2. O DESPERTAR DA TEORIA - UM POUCO DA HISTORIA

Os nimeros complexos nao surgiram como resposta as solucdes de raizes quadraticas
negativas, provenientes da “Formula de Baskara”?ja que essas equacbes eram propostas, em sua
maioria, para resolverem problemas praticos. Assim, caso a solucao indicasse raizes quadradas
de valores negativos se deduzia que a questdo ndo possuia solucao, desconsiderando-se os
valores. Na verdade, eles surgem como resposta aos entraves numeéricos advindos com a formula
para resolucdo de equacodes cubicas.

Segundo (STRUIK, 1992), Gregos e Orientais haviam ensaiado solucdes para as equacdes do
terceiro grau e resolvido alguns casos numericamente. Era de conhecimento dos estudiosos
que as clbicas podiam ser reduzidas aos casos:

w* +pr = q,2° = pr+q,2° + ¢ = pa,

em que p e ¢ sdo numeros positivos. Ainda conforme (STRUIK, 1992, p. 146), a solucdes para
equacoes cubicas

Foram investigadas especialmente pelo Prof. Scipio del Ferro, que morreu em
1526. Pode crer-se, [...] que, na realidade, del Ferro resolveu todos os tipos.
Nunca publicou as suas solucdes e falou a poucos amigos [Anténio Fior] sobre elas.
Contudo, a fama da descoberta tornou-se conhecida e, depois da morte de Scipio,
um calculador veneziano chamado Tartaglia, alcunhado de O Gago, redescobriu
os seus métodos (1535).

3 No Brasil constuma-se atribuir o nome Férmula de Baskara a férmula de resolucdo das equacdes do segundo
grau, entretanto Baskara nao é o responsavel por tal formulacao.
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Além desses personagens, sobrevém Girolamo Cardano que,

Depois de um juramento solene de segredo, conseguiu de Tartaglia a chave da
solucdo da cubica. Em 1545, porém, quando apareceu em Nuremberg a Ars Magna
de Cardano, um grande tratado em latim de algebra, |4 estava a solucao de Tartaglia
da clbica (EVES, 2011, p. 303).

De fato, Girolamo Cardano (1501-1576), em 1545, publicou o livro Ars Magna, um compéndio
sobre a algebra da época, no qual apresentou a férmula para resolucao de equacodes do tipo
23+ pr+q = 0,p,q¢ € R, além de manipulacdes com raizes negativas, mas, como seus
contemporaneos, acabou por descarta-las por considera-las intteis. A publicacdo dessa férmula
causou diversas discussdes sobre a primazia da sua resolucdo. Disputas a partea férmula de
resolucao da equacao cubica é dada por:

a:—\/——+\/— \/———\/—— (3)

Rafael Bombelli (1526-1573) foi um dos precursores no entendimento de que se deveria
criar uma estrutura que contemplasse as raizes quadraticas negativas como forma de justificar
a solucdo = = 4 para a equacido z° — 152 — 4 = 0, como menciona (GARBI, 2007).

Aplicando os coeficientes da equacdo z° — 152 — 4 = 0 em (3), Bombelli chegou a solucio

= {’/2 + /=121 + 6/2 —+/—121 e, diferentemente de seus antecessores, estabeleceu

uma estrutura permitindo o manuseio de v/—1, uma vez que tinha conhecimento da raiz 4. As
demais raizes s30: —2+ v/3 e —2 — /3. Assim, da necessidade de se justificar um procedimento
aritmético que conduza a solucao para

§/2 + V=121 + {’/2 — /=121 = 4,

oriundo de uma equacao de terceiro grau, Bombelli deu inicio aos estudos sobre os niumeros
complexos (GARBI, 2007).

A partir desse momento, diversos matematicos contribuiram com a elucidacao das questoes
gue envolviam os nimeros imaginarios, entre eles destacamos: John Bernoulli (1667-1748), René
Descartes (1596-1650), John Wallis (1616-1703), Abraham De Moivre (1667-1754), Roger Cotes
(1682-1716), Leonhard Euler (1707-1783), Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783), Caspar Wessel
(1745-1818), Jean-Robert Argand (1768-1822), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Agustin-Louis
Cauchy (1789-1857) e William Rowan Hamilton (1805-1865) (KATZ, 2010).

Ademais, a dificuldade de se dissociar solucdes para equacoes polinomiais de grande-
zas positivas, isto é, valores positivos que possam responder a problemas praticos, pode ter
contribuido para o retardo dessa teoria.

A discussao sobre as quantidades negativas, durante o século XVIII, mostra que
somente os numeros absolutos eram aceitos, pois se pretendia relacionar a exis-
téncia em matematica a uma nocao qualquer de “realidade”. Para avancar era
preciso migrar para um conceito de nimero nao subordinado aideia de quantidade
(ROQUE, 2012, p. 407).

4 Aos interessados vide (EVES, 2011), (GARBI, 2007), (KATZ, 2010) e (STRUIK, 1992).
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Por fim, “o passo decisivo para que o estatuto dos niimeros complexos fosse firmemente
estabelecido foi dado com a introducao da nocao de vetor. Esse conceito apareceu na Inglaterra,
no final do século XIX, nos trabalhos de W. R. Hamilton” (ROQUE, 2012, p. 452).

Essa teoria nos permite estabelecer uma das mais elegantes identidades matematicas,
relacionando valores que aparentemente nada tem em comum e que, também historicamente,
se encontram afastados: a unidade (1), a constante definida pela razdo do comprimento de
uma circunferéncia pelo seu didametro (1), o zero (0), o niUmero de Euler (e), que esta associado
ao limite e = nh_}ngo (1 + %) , € a unidade imaginaria (7). A Identidade de Euler, assim definida
para homenagear esse importante matematico, é dada por: ™ + 1 = 0.

Segundo (BOYER, 1996, p. 305),

Os trés simbolos e, 7, i, pelos quais Euler em grande parte é responsavel, podem
ser combinados com os dois inteiros mais importantes, 0 e 1, na célebre igualdade
™41 = 0, que contém os cinco nimeros mais significativos (bem como a mais
importante relacdo e a mais importante operacido) em toda a matematica. O
equivalente dessa igualdade, em forma generalizada, fora incluido por Euler em
1748 em seu livro didatico mais conhecido, Introductio in analysin infinitorum
(Grifo do autor).

Euler apresentou a férmula (1) em seu Introductio em 1748 e, para § = , ela resulta
na identidade acima mencionada. Entretanto, Roger Cotes publicou em 1714 a sua versao
logaritmica da equacao (2) na revista Philosophical Transactions de Londres, que foi republicada
em 1722 (postumamente) no Harmonia mensurarum, um material que obteve maior divulgacao.
Se Cotes tivesse aplicado a periodicidade das funcdes trigonométricas a equacio (2) teria
antecipado a Euler em 34 anos, monstrando que a definicado do logaritmo admite infinitos
valores (CAJORI, 2007).

Na sequéncia apresentamos algumas relacoes que eram de conhecimento de Euler e que,
possivelmente, desencadearam o estabelecimento da férmula (1).

3. AFORMULA DE EULER

Em correspondéncias trocadas com John Bernoulli, no ano de 1740, Euler expde duas

solucdes para a equacao diferencial
d?y
73 Ty =0 y(0) y'(0) =0,

que sdo y(x) = 2cosx e y(x) = €™ + e *. Admitindo que ()" = ce®”, Ve € C, um célculo
rapido mostra que elas satisfazem as condicdes acima, logo as duas expressdes devem ser iguais,
concluindo que:

2cosx = e +e . (4)
Nesse mesmo ano, em outra correspondéncia, apresenta a relacido

—xt

2isenzr = ™ — e
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Ainda, no ano seguinte, em 1741, usa a relacdo estabelecia em (4) para mostrar uma surpre-
endente aproximacao, ja que o conceito de poténcias de niUmeros imaginarios ainda ndo estava
consolidado.

2t 4270 10
2 T 13
21’ 2—i iln2 + —iln2 )
De fato, Euler percebeu que +2 = ¢ 26 = cos(In 2), e, com isso, calculou

cos(In 2) ~ 0,7692389. Como i—g ~ 0, 7692307, os valores coincidem até a quinta casa decimal.
(NAHIN, 1998)

Apesar do conhecimento das relacoes entre as funcdes cosseno, seno e exponencial (com-
plexa), e das manipulacoes realizadas por Euler, somente em 1748 é que ele publica explici-
tamente a férmula (1) em seu livro Introductio in Analysis Infinitorum que, segundo (NAHIN,
1998), se deu devido a confianca reforcada nessa expressdo pelas relacdes que ele obteve com
as séries de poténcias®das funcdes e”, cos z, sen x. Relembrando, elas sdo dadas por:

2 .1'3 J}4 $5

e :1+$+§+§+Z+a+'”

) 22 . PR +x8 210
cost=1——+———+ — — — .
20 40 6! 8 10!

O B S S R b
senr =r — —~+ - — 5t — T

gt 5 79 11!
Ao substituir x por 760 no desenvolvimento de ¢”, Euler obteve:
0 _q oy, @0 (0 (0)t (i) (i0)° (i) (i)
I I T R R
62 6 o 6> 6° 7 68

:1+Z9—§—Z§+4—+Zg—g—lﬁ+g+

0> 0+ 65 G L
:O——+———+—~~)H@——+———+m>

21 4! 6! 8!
=cosf + isend.

E chegasse a Formula de Euler de um novo modo: preciso, esclarecedor e brilhante! E para
o valor de # = 7 temos a identidade e™ = cos 7 + isenm = —1, ou seja, e + 1 = 0.

Ademais, para se preservar a propriedade da exponencial real, que soma expoentes de
poténcias de mesma base, é natural esperarmos que, para todo z = = + 1y € C, tenhamos

e” =" =" . " = e"(cosy + iseny). (5)

A expressao (5) permite simplificar a representacio da forma polar (ou trigonomética), vide
Figura 2, de um niimero complexo z = x + iy = r(cos @ + isen §) fazendo uso da exponencial:

5 As séries em questdo, na época, ja eram de conhecimento da comunidade de matematicos. Hoje, pelo desenvol-
vimento da Série de Taylor, para vizinhancas adequadas de um valor a, uma funcao f(x) de classe C*° analitica é

aproximada pela série de poténcias: f(z) = f(a) + f'(a)(x —a) + f’;('a) (x —a)* + f//;@ (x—a)®+---,vide
(LIMA, 2000). ' '
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z =re". Aqui, 7 = |z| e , também chamado de argumento de z o arg z, satisfaz as equacdes
x
cos) = —esenf = y. Perceba que arg z possui infinitos arcos, ja que 0 + 2k7, k € 7Z, sdo

r r
arcos que satisfazem a mesma representacao polar. Esta caracteristica é que ir4 permitir a
interpretacao do logaritmo como um conjunto com infinitas solucoes.

z2=—2+2V3i

|z] =4 1

|
I
|
1
1
I
|
1 2
1
|
I
I
[
I
I
|
|
|
|

Figura 2. Representacao de z no plano complexo.

A relacdo (5) conduziu Euler a esclarecer duvidas e controvérsias que ainda existiam em
relacdo ao logaritmo de um nlimero real negativo ou complexo. Compreendendo o logaritmo
como o inverso da exponencial, estabeleceu o log 2 como o conjunto dos valores w = u+iv € C
tais que e’ = 2z = = + 1y, ou seja,

logz=w<xe" =2z
& e’ = 1 + iy = |2|(cos 0 + isen §)
o etel = |2]e?
S =|zlev=argz
S w=In|z| +iargz

s w=Inr+i0+2kn), k € Z.

Elucidou-se, com isso, um dos pontos conflitantes da teoria, a definicdo de logaritmos para
valores reais negativos e imaginarios. Assim, depois de Euler ficou determinado, por exemplo,
que:

log2=In|2|+i-arg(2) =In2+ 2kwi, k € Z.

log—1=In|— 1| +i-arg(—1) = mi + 2kmi, k € Z.

logi = In|i| + - arg(i) = gz + 2kni, k € Z.

log(1+i)zln]1+i|+i-arg(1+i)zln\/§+%i+2km’, ke
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Portanto, para o argumento principal, ou seja, a determinacdo do argumento (do angulo)
em [0, 27), temos:

e log2 = In 2, coincide com a defini¢ao real.

e log —1 = 71, logaritmo de —1, um valor negativo, resulta em um imaginario.

o] . .
0og1 = —1.
8173

e log(l1414)=Inv2+ %z

4. AFORMULA DE COTES

Nessa secao vamos apresentar o desenvolvimento utilizado por Roger Cotes que o conduziu
a férmula (2). Para tanto, considere a elipse, centrada na origem, dada por:

2 2
x Yy
NI A
a?  b? ’
em que a e b sdo os comprimentos dos semi-eixos, conforme Figura 3. Tomando a porcao do
primeiro quadrante e rotacionando-a em torno do eixo-y, obtemos a superficie de revolucao de

meio elipséide.

dy |y

. . I2 y2
Figura 3. Elipse - + i 1.

Relembramos que o calculo da area de uma superficie gerada pela revolucdo de uma funcao
d

x = ¢(y), em torno do eixo-y, é dada pela formula A = 27z ds sendo que ela provem, no

C
limite, da aproximacao de somas da area da superficie de troncos de cones, que é dada por

ri+r
Arc = 2nrl,emquer = 117

é o raio médio e [ a reta geratriz, conforme Figura 4.
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al—— , (

(a) (b)

Figura 4. (a) Tronco de cone. (b) Superficie de rotacio aproximada por um tronco de cone.

Em nossa construgdo | = |P;_1 P;| e, no limite, representa o comprimento do arco de P;_;
aPeds=+/(dv)?+ (dy)2.°

Parametrizando a elipse da Figura 3 em funcao do angulo 6,6 < [0, g], e realizando as
respectivas derivadas, obtemos:

{xzacos@ {dmz—asen&d@
=

y=bsenf dy = bcos 60db

Assim,

ds = \/(—asen 0df)? + (bcos 0df)? = va? sen 20 + b2 cos? Od6.

Logo, a area A de meio elipsoide é dada por:

™

A= /2 27 (a cos 0)v a? sen 26 + b2 cos? Od.
0

Fazendo a mudanca de variaveis,

u = senf 0=0=u=0
du = cos 0dO 9:Ez>u:1 ’

temos

A= / ’ 2mav/ a’sen 20 + b2 cos? O(cos 6)df
0

1
:/ 2mar/a2u? + b2(1 — u?)du
0

1
:/ 2marn/u?(a? — b2) + b2du.
0

6 De fato, a distancia entre os pontos P;_1 = (x(t;—1),y(ti—1)) e P; = (z(t;),y(t;)), parat € [t;—1,t;],édadapor:

|Pio1 Py = /(x5 — 2i1)2 4 (ys — yi_1)? = VAz2 4+ Ay2 = \/(x’(t;-*)At)2 + (v (t))At)2 = \/da? + dy?.
Utilizamos, nessa deducéo, o Teorema do Valor Médio. Detalhes em (THOMAS; WEIR; HASS, 2012).
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Para prosseguirmos, utilizaremos as férmulas das integrais abaixo. Detalhes da técnica
utilizada para estas resolucoes podem ser obtidos em (THOMAS; WEIR; HASS, 2012).

JIZ L2 2
/\/x2+c2dx:%—i—%ln(ij\/vaLc?)—i-cO.

[Z 2 2
/\/02 —22dx = % + %arcsen (E) + ¢o.
c

Aqui, apesar de termos representado a Figura (3) com a > b, é necessario considerarmos
duas situacoes se quisermos expressar A em termos de integrais reais, a saber:

e Sea>b:

1 b2
A= / 2rava? — b2y | u? + ——— du.
0 (a? —b?)

e Sea<b:

1 2
A= 2wavb? — a? b— — u? du.
0 (b? — a?)

E importante observarmos, para a discussdo posterior, que se obtivermos imaginarios
em algum ponto ao avaliar uma das equacoes para A, a depender da suposicdo de a > b ou
a < b, entdo havera outro imaginario em “outro lugar” que ira eliminar o primeiro, pois A, que
representa a area do elipsoide, deve ser real. Os exemplos abaixo ajudarao a esclarecer essa
questdo. Ademais, utilizando as férmulas de integracdo acima, segue-se que:

e Seaq >b:

1 2
A:27m\/a2—b2/ \/u2+<2b—du
0 as —

b?)
uy/u? + azb% v b2 !
=2rava? — b? ’ + 20wy Ju +
2 2 a? —b? .

a2 -0  2a?— a? —b?
1 b b2
242 — 12 In a? —b?
b2 a? b2
=Tma a+—a2—b2 In{1+ prp—T —In pra—

2 772
Crafat 2 (2 YEZNY
a2 — b2 b b

1 2 1 b 2
:27rava2—b2 5 a—+—2—b21D<1+ a )

10
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e Sea<b:

1 2
A =2maVvVbh? — a? b——u2 du
0 (b* —a?)

m b2 2 b2 1

L ——) b
b2—a? 2_a2 U
=2maVvb? — a2 5 + 2“ arcsen | ——
b2

1 a? 1 b b2 — a?
=2raVbh? — a? 5\/62_a2+§b2_a2arcsen e

b? b2 — a2
=Ta (a + marcsen (T)) .

Agora, independente de tomarmos a > b ou a < b, fixando uma medida ¢ tal que:

Vb2 — g2 Vb2 — g2 /—1- (a2_b2> Va2 — b2
¢ = arcsen 3 temos que sen ¢ = 2 = 2 = ZT e,
da identidade fundamental sen 2¢) + cos® » = 1 segue, em ambos 0s casos, que cos ¢ = %,
ja que o quadrante que estamos considerando é o primeiro. Ainda, v/—1 = =+, e colocar

a2 — b2

b
. . . . . . a
nas expressoes. Por fim, o leitor mais atento poderia se questionar como cos ¢ = 7 pode

sen ¢ =1 € uma escolha arbitraria, pois esse valor (positivo ou negativo) se cancelara

assumir valores maiores do que 1 quando a > b, mas essa situagao é permitida no caso das
extensoes complexas das funcoes seno e cosseno, que nos complexos nao sao limitadas, ao
contrario dos casos reais em que |cosz| < 1 e [senz| < 1.

Cabe ressaltarmos que as duas formulas da area acima foram expressas para apresentar
apenas nlimeros reais para as equacoes, entretanto, em se introduzindo os nimeros complexos,
ambas devem permanecer validas. Cotes, entdo, comparou as duas expressoes da area A, ja que
elas devem representar a mesma quantidade fisica’ Se, por exemplo, a > b a primeira formula
dara o valor da area somente com manipulacdes de nimeros reais €, a segunda, apresentara
nameros complexos, mas ambas calculam o valor para a mesma area A. Logo, ele obteve:

b? a a? — b?
A:T('CL (a+ﬂln (g"‘T))

ou

b2 /b — o2
A=ma|a+ ——— arcsen (| ——
b2 _ o2 b

b2
=ma | a + ——————= arcsen (sen
( v A ¢)>

b2
=7ma | a-+ —(—qu))
( a2 — b2
7 "[...] which represent the same physical quantity"(NAHIN, 1998, p. 165), traducdo minha.

"
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que conduz a relacao
In(cos ¢ —isen @) = —ig.

Cotes concluiu sua apresentacao nesse ponto, ndo avancando em discussoes mais gerais,
como por exemplo uma mudanca de variaveis de ¢ por —¢, para obtermos In(cos ¢ + i sen ¢) =
i¢, uma representacao um pouco mais “limpa”.

Talvez as dificuldades que os matematicos estavam enfrentando para elucidar a definicao
de funcao logaritmica para valores imaginarios e reais negativos, dentre outros obstaculos
relacionados aos numeros complexos, fez com que ele sustasse suas investidas acerca da
formula (2), mas se o tivesse feito, anteciparia em anos a férmula de Euler e = cos ¢ + isen ¢
e, ainda, a formula D’ Moivre (cos ¢ + isen ¢)" = cos n¢ + isen ne, pois das propriedades do
logaritmo, teriamos

In(cos ¢ + isen ¢)" = nlIn(cos ¢ + isen ¢)
= n(i¢)
= i(ng)

= In(cosn¢g + isen ng)

e, assim,
(cos ¢ + isen ¢)" = (cosng + isen ng).

5. EXEMPLOS DA RELAGCAO DE COTES

Nessa secao vamos aplicar exemplos nas relacoes discutidas por Cotes como forma de
evidenciar as equivaléncias numéricas abordadas por ele. Para tanto, utilizaremos as definicoes

ja estabelecidas das extensdes complexas das funcdes seno, cosseno, logaritmo e exponencial.
2 2

x
Comecamos com a elipse dada por -+ ‘% =

a area da superficie de meio elipséide é dada por

9 4 VT

Agora, considerando a segunda férmula da area, na qual teremos de trabalhar com os
valores complexos, pois vV b? — a? = /-7, temos

B 9 VT
A=Arx (4 + marcsen <z?>) . (7)

Abaixo retomamos algumas definicbes parat € Re z = x + iy € C.

1,sendoa =4eb = 3. Nestecaso,a > be

t —t ot
e cosht = —5 esenht =
eiz _ efiz

e senz = — ou, equivalentemente, sen z = sen x cosh y + 7 cos x senh y.
1

12
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eiz + e—iz ) )
® Ccosz = — ou, equivalentemente, cos z = cos x cosh y — isen x senh y.

7 7
Tomando w = u + iv € C tal que arcsen <z?> = w temos que sen w = z? Logo,

7
senw = senu coshv + ¢ cosu senh v = O+i§.
senu coshv =0 (coshv > 0) senu=0=>u=0+kmr,keZ
=
cosusenhv:g j:senhv:\/—7

Considerando o argumento principal de w, ou seja, kK = 0, precisamos resolver a equagao

7 .
senhv = 5 Entao,

eV —e \/7@(1,)2 207 . \/7+40uv VT —4
— = e ) — e —1= e = e’ = .
2 3 3 3 3
7T—4 7T—4
Como \/_3 < 0 e, portanto, ¢’ = \/_3 nao admite solucao, temos que v =
VT7+4 g )
In 3 um valor que ja apareceu na equacao (6). Dessa forma,

arcsen (z?) :w:u+w:0+iln<\ﬁ3+4> =1iln (g—i—g),

evidenciando a igualdade das relacoes (6) e (7).

2 2

X
De forma analoga, consideramos a elipse dada por o0 T y_2 =1,sendoa =2eb =5.

Neste caso, a < b e a area da superficie de meio elipsoide é dada por

25 V21
A=27 |2+ —arcsen | — ) (8)
V21 )
Para a outra equacao da area teremos
25 2 V21
A=2r |2+ —“=In|=+i— | ]. (9)

Desenvolvendo a logaritmo complexo da expressao acima, temos

In (g +Z@) =log (2 +2@>

5 5 5 5
2 V21 2 V21
V21
= In1 4+ ¢ arcsen
) /21
= ¢ arcsen =

13
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Novamente, verifica-se a igualdade entre (8) e (9), o que ocorre devido a validade da
construcao de Cotes.

6. CONCLUSAO

Roger Cotes apresentou um resultado surpreendente sobre o logaritmo de nimeros com-
plexos e, por motivos que desconhecemos, ndo explorou as possibilidades que envolviam a
relacdo. Sua construcao se apoiou em argumentacoes nao triviais, explorando uma perspectiva
de um problema de area que comumente nao é utilizada, mas que revela a conexao entre as
funcoes complexas logaritmicas e as trigonométricas, como ilustrado nos exemplos. Certo é que
muitas davidas pairavam sobre esta emergente teoria, as quais, posteriormente, Euler ajudou
a elucidar. Por fim, a Formula de Euler ¢ = cos 6 + isen § encanta os que dela se apropriam,
pois mais do que a possibilidade de conexao entre cinco valores numéricos (0, 1,7,¢,7), ela
estabelece uma perfeita relacao entre funcoes transcendentes.
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