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Resumo

Neste trabalho estudamos a equacdo de Laplace Au = 0, no disco. Usando a teoria de equacées diferenciais e
técnicas para determinar a func¢éo de Green no disco, encontramos uma solucdo. Mostramos que esta solucdo é
Unica via principio do mdximo.

Palavras-chave: Equacdo de Laplace. Funcéo de Green. Principio do madximo.

1. INTRODUCAO

Ao longo do texto, denotamos por © < R? um dominio (aberto conexo) limitado. Utilizare-
mos as notacdes = = (1, 73) e y = (y1, y2) para denotar pontos (ou vetores) de R?. Para evitar
confusao, vamos utilizar o subindice x ou y, para denotar a variavel de integracao ou derivagao.
Nosso texto é baseado nas notas de aula do Rodney Josué Biezuner (BIEZUNER, 2010) e no livro
do Lawrence C. Evans (EVANS, 1998).

Seja u = u(xy, r2) uma funcdo real de duas variaveis, que possua derivadas parciais de
segunda ordem. O operador laplaciano (em duas dimensdes) é um operador diferencial parcial
de segunda ordem, definido por
_Pu Ou
-~ Ox? * o3’

A seguir, destacamos algumas equacoes diferenciais parciais que envolvem o operador laplaciano.
A equacao de Poisson

Au

Au = f,
a equacao do calor
uy — Au =0,
a equacao da onda
Ut — Au = O,

a equacao de Schrodinger
iuy — Au =0,
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dentre vérias outras.
A equacao de Laplace, que recebe o nome de seu criador Pierre Simon Laplace, é definida
por
Au = 0.

Esta equacdo possui inUmeras aplicacoes em fisica, pois aparece naturalmente em problemas
de potenciais elétricos, magnéticos, gravitacionais, hidrodinadmica, temperaturas de estado
estacionario, entre outros. Sugerimos o capitulo 12 de (LEIGHTON M. SANDS, 1964) para mais
exemplos de aplicacdes da equacao de Laplace.

Em geral, a equacao de Laplace possui varias solucdes, como por exemplo, se u é constante
ou um polinédmio de primeiro grau nas variaveis x; e x5, entdo u satisfaz a equacao de Laplace.
No entanto, quando inserimos um dado inicial g sobre a fronteira de um dominio limitado
Q C R?, temos ent3o o chamado problema de Dirichlet

Au=0, em €,
(1)

u =g, sobre 0.

Podemos entdo levantar a seguinte questao: Sera que o problema de Dirichlet possui solucao?
Se possuir, esta solucdo sera Unica? Antes de responder a estas perguntas, vamos descrever com
mais detalhes como o problema de Dirichlet para equacao de Laplace aparece em problemas
de temperaturas de estado estacionario.

Sejam R > 0ex = (x1,25) € IR2. Definimos o disco de centro na origem e raio R, por

Br(0) = {:U € R? |z] < R},

em que |z| = /a3 + 3. Definimos também o fecho e a fronteira do disco Bx(0), respectiva-
mente, por
Bg(0) = {z € R?* |z| < R},

OBgr(0) = {z € R* |z| = R}.

Suponha que tenhamos um disco {2 = Br(0), de um certo material, em que este disco
é aquecido em sua fronteira 0B (0), de acordo com a funcdo temperatura g. Veja a figura 1.
A partir deste momento, existe um fluxo de calor F' para o interior do disco, dado pela Lei da

conducao de calor de Fourier:
F = —kVu,

em que k é a condutividade térmica do material e u = u(z, x2) € a temperatura em cada ponto
do disco Bg(0).

Quando consideramos que nao ha perda de calor para o ambiente, chega um momento
em que o disco entra em equilibrio térmico. Esta é uma situacao de estado estacionario. Dessa
forma, nao existe fonte ou sumidouro do campo F. Isto significa que

divF = 0,
- OF OF. -
em que divF = div(Fy, Fy) = 8_1 + 8_2 Para o campo F’ dado pela Lei da conducao de
T1 i)

calor de Fourier, temos que

divF = div(—kVu) = —kAu = 0
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Figura 1. Condicao de fronteira no disco.

Fonte: Os autores.

e portanto a funcdo temperatura u deve satisfazer o problema de Dirichlet (1). Esta interpretacao
nos leva a acreditar que o problema de Dirichlet possui solucdo e esta solucao é Unica, pois o
sistema entra em equilibrio térmico. Antes de enunciar o nosso resultado, daremos algumas
definicoes.

Dizemos que uma fun¢do u € C°(Q), ou é de classe C°(12), se u for continua em €. Uma
fungdo u € C*(Q), ou é de classe C*(Q2), se u possuir todas as derivadas parciais até a ordem
k, continuas em (2.

Dizemos que uma fungo u é solugio do problema de Dirichlet (1), se u € C*(2) N C°(Q)
e satisfaz as equacoes (1).

Usando a teoria de equacoes diferenciais e as técnicas para determinar a funcao de Green
no disco, enunciamos o nosso principal resultado.

Teorema1.1. Se ) = Bg(0)eg € CK@BR(O)), o problema de Dirichlet (1) possui uma tnica
solugdo u de classe C*(Bg(0)) N C°(Br(0)), dada pela representacéo integral

R? — W/ 9(y)
u(zr) = ——— —2 dS,,.
(=) 2R OBR(0) |z —y|? Y

2. SOLUGCAO FUNDAMENTAL DA EQUAGAO DE LAPLACE

Iniciaremos esta secdo enunciando um fato importante sobre o operador laplaciano.
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Lema 2.1. O operador laplaciano é invariante por rotacoes.
Demonstracdo. Veja o apéndice, na secao 6. OJ

O resultado acima torna plausivel a existéncia de solucdes radiais para a equacao de Laplace.
Veremos que a equacao de Laplace possui uma solucao radial fundamental, a partir da qual
solucdes mais complexas podem ser construidas.

Transformaremos a equacdo de Laplace em uma equacao diferencial ordinaria para encon-
trarmos sua solucao fundamental.

Teorema 2.1. Seja u(x) = u(|z|) = u(r) uma fungdo radial. Para uma funcéo radial, o operador
laplaciano é dado por

Au(r) = u"(r) +u/(r) <1)

r

em que u/'(r) e u”(r) denotam as derivadas de u(r) com relagdo a r.

r= o] = /ot + a3

Demonstracao. De fato, como

temos 9 .
—=—(z]+23) 20 = —F/— = —.
oy 2 1T NCET

Dai, pela regra da cadeia, obtemos

Ou _Oudr Oum — ' (r) 2
dry Ordr, Orr r’

Calculando a derivada segunda de « com relacdo a =1, temos

u  Ou <u’(r)ﬂ) _od(r) @ N ) 0 (3:1)

—_ u/ r)———m=
or?  On r oxy r ( Oxy \ r
x? 1 22
=u"(rN2+d ) ==L, 2
() +u0) (-3 (2)
De maneira analoga, podemos calcular a derivada segunda de u, com relacao a z,:
d%u PN , 1 a3
— =u(r)—=+ur)| —-———]-
013 ( )7’2 () roor3 (3)

sur =) o) (1 D) e B e (1 2)
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Com a finalidade de obter uma solugao radial «(r) para a equagdo de Laplace Au(r) =0, 0
teorema 2.1 afirma que esta solucao deve satisfazer a equacao diferencial ordinaria de segunda
ordem

W)+ (r) (1) 0.

r

Podemos reduzir a ordem desta equagio substituindo v(r) = «/(r). Entdo v(r) satisfaz

v'(r) + v(r) (%) =
donde obtemos
vr) 1
v(r) r

A equacao diferencial acima é separavel. Podemos resolvé-la integrando ambos os lados da
equacao anterior, com relacao a r.

1
nv(r)=—Inr=Inr'=1n <—> .
r
1 . . ,
Logo v(r) = —. Substituindo v(r) = u'(r), obtemos
T
1
/ — —
u'(r) = -

Integrando ambos os lados da equacao anterior, concluimos que
u(r) =Inr.

Observe que a fungdo u : R? \ {0} — R definida por u(z) = u(|x|) = In || satisfaz a equagio
de Laplace Au = 0.

Defini¢do 2.1. Uma fungdo u € C*(Q)) que satisfaz a equagdo de Laplace Au = 0, é chamada
uma fung¢ao harménica em ().

Note que u(z) = In |x| € harménicaem R?\{0}. Se {2 for um dominio radial, como por exem-
plo, o disco Br(0), gueremos obter uma solucéo
u € C*(Bg(0)) N C(Bg(0)). Note que a funcio u(z) ndo é continua na origem do plano R
Contornaremos este problema através da inversao no circulo. Veja a secao 4.

Definicdo 2.2. A funcdo T : R*\ {0} — R definida por
1
['(z) = ——In|z|
2
€ chamada a solucao fundamental para a equacdo de Laplace.

A razao pela qual aparece a constante multiplicativa —1 /27, na definicdo da solucao fun-
damental, é para que a mesma nao apareca na férmula de representacdo de Green, teorema
3.1

Lema 2.2. O operador laplaciano é invariante por translacées.
Demonstragdo. Note que, por definicdo, Au(x) = Au(z + a), em que
a = (ay,as) € um vetor constante em R O

Observe que a funcao I'(x) ndo esté definida na origem. Vamos retirar esta singularidade da
origem, passando para uma singularidade em um ponto y € €. Isso pode ser feito considerando
afungdo I'(z — y). O lema anterior garante que I'(x — y) é harménica em R? \ {y}.
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3. FUNCAO DE GREEN

Dada uma funcio u € C*(Q2) N C* (1Y), pretendemos obter uma férmula de representacio
integral para u(y), em termos da solucdo fundamental I'(x — y), onde y € 2 é um ponto
arbitrario. Para isto, gostariamos de usar a segunda identidade de Green, enunciada pelo lema
seguinte.

Lema 3.1 (Segunda i_dentidade de Green). Seja 2 C R? um aberto com fronteira suave. Se
u,v € C*(Q) N C(Q) entdo vale a identidade

/Q(uAv — vAu)dA = /89 (ua - U%) ds.

Demonstracao. Veja o apéndice, na secao 6. [

Inicialmente, podemos pensar em colocar diretamente I'(z — y) no lugar de v, mas isso
nao pode ser feito porque I'(x — y) possui uma singularidade em y. Uma maneira de superar
esta dificuldade ¢é aplicar a segunda identidade de Green na regido 2 \ B.(y) e fazer ¢ — 0.
Antes de enunciar o préoximo teorema, vamos enunciar uma propriedade importante que sera
utilizada em sua demonstracao.

Lema 3.2 (Propriedade da média). Se u € C°(Q) e B.(x) C €, entdo u satisfaz a propriedade

1
u(x lim ——— udS.
)= B8 BB o

Demonstracdo. Veja o apéndice, na secao 6. L]

Teorema 3.1 (_Férmula de representacio de Green). Seja Q2 C R? um aberto limitado e u €
C%(Q) N C*(Q). Entdo, para todo y € (), temos

ar 0
u(y) = —/ (u—(x —y) — —UF<$ - )) ds, — / Aul'(x — y)dA,.
o0 ov v Q
Demonstracdo. Seja & > 0 suficientemente pequeno, para que tenhamos

B.(y) C Q. Entdo I'(x — y) é de classe C' em que Q \ B.(y) e podemos aplicar a segunda
identidade de Green a esta regido para obter

/ (@F(m —y) — ua—r(x — ) / Aul'(z — y)dA,
2I0\B. ()] \OV v 0\B-(y)

/ ulAl(z — y)dA,

2
Uo\

/ Aul'(z — y)dA,

pois I'(z — ) é harménicaem Q \ B.(y).



RMAT V. 1,N.1 | 2024

Note que podemos escrever 9[Q2 \ B.(y)] = 9Q U 0B, (y). Dessa forma, podemos separar
a integral de fronteira na identidade anterior, para obter

ou or du or
[ (G —uga—)as. + /aBE@ (G —ug e -n) ds.

= / Aul'(x — y)dA,. (4)
Q\EE(Z/)

Observe que na segunda integral de fronteira, o vetor normal unitario  aponta para dentro do
disco B.(y). Veja a figura 2.

Figura 2. Vetor normal exterior a fronteira de 2\ B.(y).

ik

Fonte: Os autores.

Se C' = sup | Vul, temos
Q

ou
—I'(x — v)dS,
/a i) OV (z—y)

/ Va1 — )dS,| < / Vul|v||T(x — y)|dS,
8Bg(y) 9B

< C’/ Il'(x —y)|dS, = g/ In |z — y|dS,
2B 27 Jop. ()

C
= — ln(s)/ 1dS, = Celne.
2 OB:(y)

Tomando o limite quando ¢ — 0, obtemos

Ine 1

lim elne = lim —— = lim —5- = lim —e =0.
e—0t+ e—0* E e—0t —= e—0t
Consequentemente
0
/ au I'(x —y)dS, — 0 (5)
0B:(y) v

quando ¢ — 0.
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Por outro lado,

or
/ u—(x —y)dS, = / uV,['(z —y) - vdS,
0B.(y) OV OB.(3)
-1 —(r —
= — uV,In|z —y|- {M} ds,
27 Jop.(y) [z — y
1 1
= — “ e = —— udS,
21 Jop.(y) | — Yl 2me JoB.(y)
1
= — udS,
0B (y)| dBc(y)
pois V, In |z — y| = | T y|2 calculado na variavel de integracao x. Segue da propriedade da
r—Yy
média, lema 3.2, que
or
u——(z —y)dS; — u(y) (6)
oB.(y) OV

quando ¢ — 0.
Como a fungdo In |z| é integravel numa vizinhanca da origem, obtemos também que

/ Aul(z — y)dA, — / Aul'(z — y)dA, (7)
O\B:(y) Q

quando ¢ — 0.
Fazendo ¢ — 0 em (4), concluimos por (5), (6) e (7), que

Corolario 3.1 (Férmlﬂa de Representacdo para Funcoes Harmonicas). Seja 2 um aberto limitado
eu € C*(Q) N C*(Q) uma fungéo harménica. Entdo, para todo 3 € €, temos

Consequentemente, toda funcdo harménica € de classe C*° em (2. Além disso, qualquer derivada
parcial D%u de u também é uma func¢éo harménica.

Demonstracdo. De fato, como y & 0f2, o integrando nesta férmula de representacao € infinita-
mente diferenciavel com respeito a y. Dessa forma, podemos derivar sob o sinal de integral e
mudar a ordem de derivacao, para concluirmos que

A[Du|(y) = D*[Aul(y) = 0.
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Agora, para cada y € ), suponha que h, € C*(2) N C"(Q) resolve o problema de Dirichlet

Ah, =0 em
hy(x) =T'(z —y) sobre 0.

Pela segunda identidade de Green, lema 3.1, temos

ou Oh,

Subtraindo esta identidade da Formula de Representacdo de Green, teorema 3.1, obtemos

w == [ (u5 =0 - G- ) ds, ~ [ aurte - paa,

ou Oh,
_ /39 (EF(x —y) — UE) dsS, + /Q hyAudA,

—— [ o] G- - Gx@] as. - [ sulrte—y) -y a)aa

Definicdo 3.1. A funcdo G : Q2 x Q\ {x =y} — R definida por

G(z,y) =T(z —y) — hy(z)
€ chamada a funcao de Green para o laplaciano na regido (). Portanto, segue que

u(y) = — /asz u(x)g—f(a:,y)d&t - /QAU(ZL‘)G(ZE,y)dAz.

Lema 3.3 (Propriedades da funcdo de Green). A funcdo de Green possui as propriedades se-
guintes.

i) A funcédo de Green é simétrica, isto é, G(x,y) = G(y, ).

oG
ii) Afungdo de Green G(x,y) e sua derivada normal rm (x,y), sdo harmbnicas nas duas
14

varidveis em x # y.
Demonstracdo. Veja a Proposicdo 5.18 e o Corolario 5.19 de (BIEZUNER, 2010). l
Proposicao 3.1. Seja () um aberto limitado. Entdo toda solucdo
u € C*(Q) N CY(Q) do problema de Dirichlet
—Au=f em
u=g sobre 0f),

satisfaz .
u(y) = — / oG . )iS, - / F(@)Glz, y)dA,.

Dessa forma, temos uma férmula para construir a solucao de qualquer problema de Dirichlet
para o laplaciano em um aberto limitado €2, desde que conhecamos a funcdo de Green para 2.
A dificuldade é obter a funcao de Green para um dado dominio (2.
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4. SOLUGAO DA EQUAGAO DE LAPLACE NO DISCO - FORMULA INTEGRAL DE POISSON

Considere a transformacdo 7' : R*\ {0} — R*\{0}, T : y — 7 = T'(y) definida por

_ R
y=—
ly[?
Esta transformacao é chamada a inverséo através do circulo 9 Bg(0), centrado na origem e de
raio R. A invers3o transforma o disco Br(0) em seu exterior R* \ By(0), mantendo fixado o
circulo 9Bg(0). A sua inversa é ela prépria. Veja a figura 3.

Figura 3. Inversao através do circulo.

Fonte: Os autores.

Usaremos a inversao através do circulo, para determinar a fungdo de Green no disco Bg(0).
Mas antes, vamos enunciar um resultado Gtil em nossa argumentacao.

Lema 4.1. A equacdo de Laplace € invariante por dilatacées.
Demonstracdo. Veja o apéndice, na secao 6. ]

Teorema 4.1. A funcdo de Green para o operador laplaciano no disco Bg(0) é dada por

ta-n -1 (Wa-p) s 420

I(x) —T(R) se y=0.

G(z,y) =
Demonstracdo. De fato_, fixado y € Bg(0), precisamos encontrar uma fungdo harménica
h, € C*(Bg(0)) N C'(Bg(0)) que seja solucio para o problema de Dirichlet
Ah, =0 em Bg(0),
hy(x) =T'(x —y) sobre 0Bg(0).

10
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Se y = 0, basta tomar h, como sendo a funcdo constante h,(z) = I'(R). Sey # 0, a
situacao é mais complicada. Em principio, poderiamos pensar em tomar a propria funcao I,
mas esta funcao possui uma singularidade em y. Vamos usar a inversao através do circulo, para
transformar a singularidade y em um ponto 7, fora do disco. Observe que a funcao

hy(z)=T(x—7) =T <l,_ R2y>

|y|?

é harmonica em Bg(0), pois esta funcdo deixa de ser harmonica apenas no ponto 7, que esta
fora do disco. Dessa forma, a funcéo h,(z) = I' (x — ) é solucdo da equacéo

Ah, =0 em Bg(0),

mas
hy(x) =T(x —7) #'(x —y) sobre 0Bg(0).

Assim sendo, precisamos fazer alguma operacao na funcéo h,(z) de tal maneira que ela
continue sendo harménica no disco Bi(0). O lema 4.1 nos diz que a equacao de Laplace é
invariante por dilatacées. Note que a funcao I' é radial, mas

|z — 7| # | —y| sobre 0Bg(0).

Isto nos leva a crer que uma operacao de dilatacao possa resolver o problema. Isto &, existe
k € R, tal que
|k(x — )| = |x —y| sobre 0Bg(0)?

Daremos uma resposta afirmativa a esta questao tomando k£ = % Com efeito, para z €

0Bgr(0), temos
|yl NI Ry Y|
RN =R \" ly[?

lyl ‘x _ Ry
R |y[?

pois |z| = R e (z,y) = z1y1 + z2y», denota o produto escalar em R?. Portanto, a fungio h,

definida por
o) =1 (M- p)

¢ a solucdo procurada para o problema de Dirichlet (8), no caso y # 0.

"
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Concluimos que, a funcdo de Green no disco Bgr(0) é a fungdo
G(z,y) =I'(z —y) — hy(x), dada por

ta=) -1 (Yie-m) s vro

G(z,y) = a
['(z) —T(R) se y=0.
0
Segue da Proposicio 3.1 que, se u € C*(Bg(0)) N C*(Bg(0)) é harménica, entio
oG
u(y) = —/ u(x)a—(:r,y)de. (9)
9Br(0) v

. oG . .
A derivada normal % em 0Bg(0), pode ser calculada da seguinte maneira. Como o vetor
14

normal unitario apontando para foraé v = o segue que

a_G
ov

O vetor gradiente de G, calculado na variavel x, é dado por

xz
, =

(z,y) = (VaG(z,y) R>~

1z =

0 1
T - = — [~ 1Inle — - _
O, (z=y) Oy ( 2m nlz y‘) 27 |z — y?

0 0 1 1 T2 — Yo
T M- = — [ ——1nlz — -

2
9 Yl _ 9 1 Yl R*y, 1 lgT‘le — U
—TI'| =z — = — (——|= — —__—rt 7
Oy ( R (z y)) Oy ( or R\ ly|? 21 |z — y|?

2
o Iy, _ o (1. |yl Ry 1 Wz — g
—TI'| = (z— = —(—=—h|= — — . m72 I
09 < R (z=7) Ory \ 27 YR ly|? 21 |z —y|?

2 2
Lz —uy 1 mer—n 1 o —1p 1%@—3;2)

omle -yl 2m e -y 2mfe—yP 2w [o—yP?

12
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Calculando agora a derivada normal, temos
zy_ 1 [of -z a2 — 21y,
B = ok |z —y|? |z —y|?
— TaY2 ‘}y%|2 xQ — T2Y2
+ 2 2
M—yl |z =y
S DY — Y1 — ‘ ’2 — T1Y1
27rR]x — yP R

2
+ x5 — Tays — (’RL 5 — iBQyz) ]

20 ) = (VG y),

21 R|z — y|? R
N Y it 1
- 27R |z —y|?

pois |z|* = 27 + 5 = R*. Como a derivada normal de G é simétrica com relac3o as variaveis z

. . . 0G o
e y, veja o lema 3.3(i), podemos trocar as variaveis de M e substituir em (9), para obtermos a
14
formula de representacao

2 2
u(z) = —/ u(y)g—G(y,:c)dSy = M/ u(y) ds,. (10)
dBR(0) v d

Br(0) |I - y|2

Esta férmula é chamada formula integral de Poisson. A fungao

1 R*—|z|?

K = =

r € B,y € 0Bg,

é chamada o nticleo de Poisson para o disco Bg(0).

Lema 4.2. Para todo x € Bg(0) vale

/ K(z,y)dS, = 1.
0BR(0)

2
— |z
Demonstracdo. Basta fazer u = 1 na férmula integral de Poisson e observar que 2—]‘%’ é
T
constante com relacao a y, dai podemos passa-lo para dentro da integral. O

13
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5. EXISTENCIA DE SOLUCAO

O proximo resultado demonstra a existéncia de solucdo para o problema de Dirichlet no
disco.

Teorema 5.1. Seja g € C°(0Bg(0)). Defina

Entdo u € C*(Br(0)) N C°(Bg(0)) e u € solugdo do problema de Dirichlet
Au=0 em Bg(0),
u=g sobre 0Bg(0).

Demonstragdo. Observe que a funcdo u(x) definida acima é a formula integral de Poisson dada
por (10). Dessa forma, podemos escrever

oG
u(z) = — /83R(0) u(y)E(y,x)dSy.

g . O0G , o . s .
Pelo lema 3.3(i7), a funcdo a—(y, x) é harmonica com relacdo a segunda variavel x. Logo,
1%

podemos derivar dentro do sinal de integral para obter Au(x) = 0, para todo = € Bg(0). Resta
estabelecer a continuidade até a fronteira, isto é, para todo xy € Bg(0), devemos obter

lim u(z) = g(xo).

Tr—TQ

Por definicdo de continuidade, veja (LIMA, 2008), precisamos mostrar que, para todo ¢ > 0,
devemos obter d, > 0 tal que

|z — x| < 8o = |u(z) —g(z0)| < e.

De fato, como g € C°(0Bg), dado ¢ > 0, existe §, > 0 tal que
£
[y — ol <d1 = [g(y) - g(w0)| < 3

paray € 0Bg(0). Seja M = max |g|. Pelo lema 4.2, temos
O0BRr(0)

9(zo) = / o SR ),

14
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Consequentemente,
u(x) — g(xp)| = K(x,y)dS, — zo) K (x,y)dS,
ul) — g(ao)| / 9K (z,y) /MR(O)g( K (. y)
/8 ) (9(y) - 9(x0))dS,

/B o K (z,)llg(y) — g(x0)|dS,
/ <6 K(z,y)|g(y) — g(wo)|dS,

K(z,y)lg(y) — g(x0)|dS,

/ :C0|>61
< E/ K(z,y)dS,
2 Jly—aol<s1
" / K(z,y) (l9(w)] + lg(zo)]) dS,
ly—z0]|>01
<ZioMm K (z,y)dS,
2 ly—z0|>61
5 R? — |x]? / 1
<o —1 s
2 27TR |y £0|>(51 |:L‘ - y|2 Y
£ R? — |x|?
< — M 11
<5+t Ty (1)

Note que h(z) = R* — |z|? é continua, ndo negativaem B (0) e h(xo) = 0 (z¢ € Bg(0)).
Entdo dado ¢ > 0, existe 9, > 0 tal que

em RO}

|z — x0| < 62 = |h(z) — h(zo)| = h(z) < Wi

para z € Bg(0). Defina 69 = min{dy,d2} > 0. Para |x — x| < o, utilizamos a desigualdade
acima em (11), para concluir que
u(z) — g(z0)| <e.

15
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6. PROVA DO TEOREMA 1.1

Para mostrar a unicidade de solucdo e provar o teorema 1.1, vamos enunciar o principio do
maximo. Este resultado afirma que o maximo e o minimo de uma funcao harménica nao pode
estar no interior do dominio.

Teorema 6.1 (Principio do méaximo). Suponha que u € C*(2) N C°(Q) satisfaca Au = 0. Se ) é
limitado, temos
max ¢ = max u,

Q o0
min ¢ = min u.
Q 0
Demonstracédo. Veja o teorema 6.1 de (BIEZUNER, 2010). O

Agora estamos prontos para provar o nosso principal resultado, o teorema 1.1.

Demonstracdo. Seja Q) = Br(0) e g € C°(Br(0)). Pelo teorema 5.1 a fungio dada por

R? — |zf” 9(y)
T 8Bg(0) |z — 9

é de classe C*(Bgr(0)) N C°(Bg(0)) e resolve o problema de Dirichlet (1).

Para provar a unicidade, suponha que existam duas solucdes, u; e uy, do problema de
Dirichlet de classe C?(Bgr(0)) N C°(Bk(0)). Entdo defina u = u; — uy e observe que, pela
linearidade do operador laplaciano, u é solucao do problema

Au=0 em Bg(0),
u=0 sobre 0Bg(0).
Portanto « € harmonica e satisfaz

max v = min u = 0.
OBg(0) dBR(0)

Segue do principio do maximo, teorema 6.1, que u = 0. L]

16
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7. APENDICE

Demonstracao do Lema 2.1. O operador laplaciano é invariante por rotacoes.

Demonstracdo. Seja Ry a matriz de rotacdo em R?, dada por

cos —senb

Ry =
senf cos@

Considere a mudanca de coordenadas y = Ryx e defina v(y) = u(R, ' (y)). Note que u(x) =
v(Rpx) e pela regra da cadeia, temos

6u_8v%+8v8y2

FE T T e 02

Como y = Ryx, temos que
y = (cos 0x1 — sen Oxq, sen 01 + cos Oxs).

Calculando as derivadas parciais e substituindo em (12), obtemos

% = @6089 + ﬁsen@
O0xy a?/l Y2 '

Dai, novamente pela regra da cadeia

Pu v o, v
8_33% = 8—y%cos 0+ 8_y§86n 0.

De maneira inteiramente analoga, obtemos também

Pu v, v,
— = ——sen” 0 + —=cos” 0.
dxs  Oyi dy3

Somando as duas Ultimas identidades, concluimos que Au(z) = Av(y). O

Demonstracao do Lema 3.1. Antes de demonstrar este lema, vamos relembrar o teorema
da Divergéncia, que sera utilizado em sua demonstracao.

Teorema 7.1 (Divergéncia). Seja §2 um aberto limitado de R?. Se a fronteira OS) for uma curva,
cuja parametrizagdo é de classe C*, temos

/ divFdA = / (F,v)dS
Q o0

em que (-, -) denota o produto escalar em R?, F' é um campo vetorial em ) de classe C* e v é o
vetor normal exterior a fronteira 0f).

17
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Demonstracgdo. A primeira identidade de Green

/Vu-VvdA:/ u@dS—/uAvdA
Q o0 OV Q

—

segue diretamente do teorema da Divergéncia escolhendo F' = u Vv e a segunda é obtida da
primeira, permutando u e v e subtraindo as duas identidades. ]

Demonstracio do Lema 3.2.

Demonstracdo. Suponha que u € C°(Q) e B.(x) C Q. Entdo u é continua sobre o circulo
0Bc(x), que é um conjunto compacto. Dessa forma, a funcdo « assume um minimo e um
maximo em 0B, (x), digamos

u(zl) =m. e wu(2?)= M., respectivamente.

Logo

m|0B:(z)| < / udS < M.|0B(z)]. (13)
OB ()

em que |0B.(z)| denota o comprimento do circulo dB.(z). Observe que, as sequéncias {z.},
{22} convergem para z, quando ¢ — 0. Como u € C°(12), temos que

me =u(xl) » u(x) e M. =u(z?) — u(x)

quando ¢ — 0. Portanto, fazendo ¢ — 0 em (13) e usando as convergéncias acima, obtemos o
resultado. O

Demonstracido do Lema 4.1. A equacao de Laplace é invariante por dilatacoes.

Demonstracdo. Considere a mudanca de coordenadas y = kx, k € R nao nulo e defina
v(y) = u(k~'(y)). Note que u(z) = v(kz) e pela regra da cadeia, temos

o,
Or1 Oy

e
Pu O,
gu_ 90
ori Oy

De maneira analoga, obtemos também que

Pu P,
o3 Oy3

Portanto, concluimos que
Au(r) = k*Av(y) = 0.

18
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8. CONCLUSAO

O problema de temperatura de estado estacionario, descrito na introducdo, nos motivou
a procurar por solucdes para a equacao de Laplace no disco. Usando teoria de equacoes
diferenciais e técnicas para determinar a funcao de Green no disco, concluimos que a solucao
existe e depende de seus dados de fronteira, de acordo com a representacao integral dada no
teorema 1.1. Concluimos também que esta solucao é Unica, via principio do maximo.
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