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Resumo

A pesquisa atualmente em andamento, explora métodos e abordagens relacionados as sequéncias lineares e recor-
rentes, partindo do estudo combinatdrio da famosa sequéncia de Fibonacci. E importante ressaltar que a sequéncia
de Fibonacci possui conexées com outras sequéncias, sendo a sequéncia de Mulatu uma das mais relevantes para
este trabalho em particular. Nesse contexto, o objetivo principal desta pesquisa é introduzir e investigar a inter-
pretacdo combinatdria da sequéncia de Mulatu, o que permitira a definicdo do modelo combinatdrio de Mulatu,
considerando especialmente a nocdo de braceletes.
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1. INTRODUCAO

A sequéncia de Fibonacci foi originalmente concebida pelo matematico Leonardo Pisano,
que ficou famoso como Fibonacci ou "filho de Bonaccio". Leonardo nasceu em Pisa, na Italia,
durante o periodo de 1180 a 1250. Sua notoriedade na historia da matematica é atribuida ao
famoso problema da reproducao dos coelhos imortais, que levou a criacdo da sequéncia de
Fibonacci, como pode ser visto em detalhes em Santos (2017) e Koshy (2019).

Leonardo Pisano adquiriu um profundo conhecimento matematico das contribuices ara-
bes e destacou-se nas areas de Algebra e Aritmética. No entanto, ele é mais lembrado por sua
notavel contribuicdo a matematica por meio da sequéncia que hoje leva seu nome. Esse le-
gado perdura até os dias atuais, e a sequéncia de Fibonacci € amplamente estudada e aplicada
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em diversos campos da matematica e das ciéncias naturais. Portanto, o trabalho de Leonardo
Pisano continua a influenciar a matematica e a ciéncia em todo o mundo. A sua férmula de
recorréncia édadapor F,, = F, 1+ F, o,n>2,neNeFy=F, = 1.

Abordando de forma breve a sequéncia de Lucas, L,,, pode-se definir como sendo uma
sequéncia numérica de segunda ordem com recorréncia definida por: L,, = L,,_1 + L,,_» para
n > 2, com valores iniciais Ly = 2 e L; = 1, conforme definido por Sloane (1964), mais
informacoes podem ser vistas em Sloane (1964) e Koshy (2019). Essa sequéncia recebe o nome
em homenagem ao matematico francés Edouard Lucas (1842-1891), que é reconhecido por suas
contribuicoes a Matematica Recreativa e é o criador do famoso Jogo da Torre de Hanoi.

A abordagem combinatéria de sequéncias oferece uma perspectiva Unica para compreen-
der e explorar suas propriedades matematicas (ALVES et al., 2024; VIEIRA; ALVES; CATARINO,
2022). No caso da sequéncia de Mulatu, a pesquisa busca identificar padroes e relacbes com-
binatoérias que podem ajudar a elucidar sua natureza e comportamento. A nocao de braceletes
pode ser particularmente relevante para essa investigacao, pois pode fornecer insights sobre
como os elementos da sequéncia estao relacionados e como podem ser combinados de ma-
neira significativa.

A medida que a pesquisa avanca, espera-se que ela contribua para o enriquecimento do
conhecimento sobre a sequéncia de Mulatu, bem como para o desenvolvimento de métodos e
abordagens combinatérias que podem ser aplicados a outras sequéncias lineares e recorrentes.
Além disso, essa pesquisa pode ter aplicacoes praticas em diversas areas, incluindo matematica
discreta, teoria dos niUmeros e da ciéncia da computacao.

A medida que os resultados desta pesquisa sdo obtidos e analisados, espera-se que novos
insights e descobertas sejam feitos, contribuindo para o avanco do conhecimento matematico
e para a compreensao mais profunda das sequéncias lineares e recorrentes, como a sequéncia
de Mulatu.

Por sua vez, os nimeros de Mulatu, M,,, foram inicialmente introduzidos pelo Professor
de Matematica Mulatu Lemma, da Savannah State University. Esses nimeros constituem uma
sequéncia numérica com a relacdo de recorréncia M,, = M,_1 + M, _o paran > 2 e com
os valores iniciais My = 4 e M; = 1 (MULATU, 2018; MULATU, 2011). Esses nimeros exi-
bem propriedades e padroes notaveis que tém despertado grande interesse na comunidade
matematica. Este artigo se dedica a investigacao de abordagem combinatéria desses nimeros,
perante a abordagem combinatéria dos nimeros de Fibonacci e Lucas.

2. INTERPRETAGAO COMBINATORIA DE FIBONACCI E LUCAS

De maneira geral, observamos que nas pesquisas contemporaneas ha um crescente in-
teresse pelo estudo de sequéncias numéricas recorrentes e suas diversas generalizacdes. E
importante ressaltar que, esses estudos frequentemente nio recebem a devida atencdo em
livros de Histéria da Matematica, apesar de sua relevancia e riqueza matematica (GRIMALDI,
2012; LAGRANGE, 2013; STILLWELL, 2010). Uma abordagem interessante, é a interpretacio
combinatoria da sequéncia de Fibonacci via ladrilhamentos. Tao logo, tomando como base a
recorréncia da sequéncia de Fibonacci, dada por F,, = F,,_1 + F,_2,n > 2, cujos valores ini-
ciais sao dados por fy = I} = 1. Assim, tem-se o tabuleiro do tipo 1 x n, com dois tipos de
ladrilhos: um ladrilho 1 x 1 na cor preta e um ladrilho (dominds) 1 x 2 de cor vermelha. Esse



RMAT V. 1, N. 1 | 2024

n-tabuleiro unidimensional é indicado na Figura 1.

Figura 1. Interpretacao sobre a nogao de n-tabuleiro.

Fonte: Benjamin e Quinn (2003b).

Destaca-se que um tabuleiro é composto por quadrados, conhecidos como casas, células
ou posicoes, que sao numerados para descrever suas posicoes. Um tabuleiro especifico sera
referido como um n-tabuleiro para indicar seu tamanho ou ordem (Spreafico, 2014).

Em Spivey (2019) o autor demonstra que a quantidade de maneiras f,, de se cobrir um
n-tabuleiro com monominds 1x 1 e dominds 1x 2 éigual a f,, = F,,,;.

No contexto geral, esta pesquisa se baseia em contribuicdes anteriores, notadamente nos
estudos de Benjamin e Quinn (2003a), Benjamin e Quinn (2003b), Spreafico (2014) e Koshy
(2019). Essas obras introduzem o conceito de um n-tabuleiro e fornecem definicdes de termos e
abordagens que serao utilizados como parte integrante deste estudo, a medida que exploramos
as propriedades combinatoérias da sequéncia de Fibonacci.

Com base nisso, Benjamin e Quinn (2003a) e Benjamin e Quinn (2003b) conceituam um
n-bracelete como uma cobertura de um n-tabuleiro circular. Nesse contexto, os nimeros de
Lucas desempenham um papel em estruturas circulares. O nUmero [,, representa a quantidade
de maneiras de se cobrir um tabuleiro circular composto por n células marcadas com mono-
minos e dominds de tamanho 1 x 2. Na Figura 2, apresenta-se a contagem de pavimentacoes
no bracelete de Lucas de tamanho 4, ou seja, 14, demonstrando um total de 7 possibilidades
distintas de pavimentacao no bracelete. Para n > 0, tem-se [,, como sendo a quantidade de
maneiras de ladrilhar num tabuleiro circular de tamanho n, com monomindés e dominds. Entao
L,,, representa o n-ésimo nimero de Lucas, tem-se que [,, = L,,.

Figura 2. Modelo combinatorio de Lucas.

Fonte: Benjamin e Quinn (2003a).
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A partir dos estudos realizados acerca do modelo combinatério de Lucas, tem-se a investi-
gacao das abordagens combinatérias de Mulatu.

3. OESTUDO DA ABORDAGEM COMBINATORIA PARA OS NUMEROS DE MULATU

Nesta secdo, seguiremos as discussdes apontadas por Koshy (2019) e Benjamin e Quinn
(2003b), em que analisam o comportamento combinatoério da sequéncia de Lucas via bracele-
tes.

Com isso, tem-se o0 modelo combinatério de Mulatu por meio de braceletes e utilizando
monominds curvos brancos, dominds curvos cinzas e dominds curvos pretos para compor esse
modelo. A partir dessas pecas disponiveis, é possivel estabelecer uma interpretacdo combina-
téria para os nimeros de Mulatu.

Defina m,, o nUmero de maneiras de cobrir um tabuleiro circular com n-posicoes rotuladas
no sentido horario, usando monominds curvos brancos, dominds curvos cinzas e dominés cur-
vos pretos. Denomina-se um n-bracelete, uma cobertura de um n-tabuleiro circular. Ressalta-
se que um bracelete é dito fora de fase se existe um dominé na posicao (n, 1), ou seja, se o
domind cobre as células n e 1. Caso contrario ele é dito em fase.

Paran > 3, tem-se que os possiveis braceletes de tamanho 1 x n, com monominds curvos
brancos, dominéds curvos cinzas e dominds curvos pretos. Se o domind curvo preto aparecer,
deve ser inserido somente uma vez; nao pode estar fora de fase; e, na presenca do domind
curvo cinza, este devera aparecer primeiro.

Teorema 1. Sejam m,, o numero de maneiras de preencher o n—bracelete e M,, é o n-ésimo
termo da sequéncia de Mulatu. EntGo m,, = M,,.

Demonstracao. Paran = 3, tem-se ms = 6, resultando em 6 braceletes, 5 em fase e 1 fora de
fase.

Considere o ultimo ladrilho de um n-bracelete contado por m,,. Observe que este Gltimo
ladrilho ndo é domind curvo preto, pois n > 3. Entdo, o n-bracelete termina com um mono-
mino curvo branco ou dominé curvo cinza. No caso da ultima pega ser um monomind curvo
branco, tem-se o bracelete em fase com os dominds em posicdo (1, n), ou o bracelete fora de
fase, com os dominds na posicao (n, 1).

Assim, existem n — 1 posicoes restantes que devem ser percorridas de m,,_; maneiras.
Quando o n-bracelete termina com um dominé curvo cinza, tem-se os braceletes em fase com
este ladrilho na posicdo (n—1, n), ou o bracelete fora de fase, com os dominés na posicédo (n, 1).
Isso implica que restam n — 2 posicoes que devem ser percorridas de m,,_, maneiras. Assim,
My = Mp—1 + Mp_2, Paran = 3,e mg = 6, my = 11 e ms = 17. Portanto, m,, = M,,. O

Para melhor compreensao do leitor, tem-se na Figura 3 o modelo combinatério de Mulatu
para o caso n = 3, com 6 braceletes.

Para o caso n = 4, tem-se 11 braceletes gerados, como mostrada na Figura 4.

Desse modo, pode-se realizar as operacoes e estabelecer que, paran = 5 tem-se 17 brace-
letes e, para n = 6 tem-se 28 braceletes.



RMAT V. 1, N. 1 | 2024

Figura 3. Modelo combinatério de Mulatu paran = 3.

Fonte: Elaborado pelos autores.

4. CONCLUSAO

Devido ao amplo cenério de pesquisa e ao crescente interesse em explorar formas
de generalizacdo de sequéncias lineares e recorrentes, esta pesquisa se baseia fundamental-
mente na abordagem combinatéria das sequéncias de Fibonacci e Lucas. Além disso, a aborda-
gem combinatoéria é apresentada como uma vertente essencial para avangos na investigacao de
sequéncias matematicas. Nesse contexto, a introducao do estudo combinatério da sequéncia
de Mulatu, por meio da nocao de braceletes, representa um passo significativo para enten-
der esses nimeros no contexto mais amplo, das sequéncias recorrentes e suas propriedades
combinatorias.

Essa abordagem permite uma exploracao mais profunda e abrangente das sequéncias, bus-
cando identificar padroes, relacoes e propriedades que podem nao ser imediatamente eviden-
tes em uma analise puramente numérica. O estudo combinatério das sequéncias oferece uma
perspectiva Unica para a compreensao de seu comportamento e pode levar a descobertas im-
portantes no campo da matematica discreta.

A medida que esta pesquisa avanca, ela ndo apenas contribuira para o enriquecimento do
conhecimento sobre a sequéncia de Mulatu, mas também abrird caminho para a aplicacao de
métodos e técnicas combinatérias em outras areas da matemética e da ciéncia da computacao.
A nocao de braceletes, em particular, pode se mostrar uma ferramenta poderosa para explorar
sequéncias e padrdes em diversas disciplinas.

Portanto, esta pesquisa representa um esforco significativo para avancar na compreensao
das sequéncias lineares e recorrentes, abrindo portas para novas descobertas e aplicagoes no
campo da matematica e além.
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Figura 4. Modelo combinatério de Mulatu para n = 4. Fonte: Elaborado pelos autores.
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