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Resumo

Cinco problemas propostos para a Olimpiada Internacional de Matemdtica sdo discutidos em detalhe. Apresenta-se
uma introducdo dos contetidos relativos ao circuncentro e ortocentro de um triagngulo. As demonstracées envolvidas
nas solucgdes sdo complementadas pela disponibilizacdo dos respectivos links das figuras interativas, utilizando
0 GeoGebra. E esperado que o artigo possa ser apreciado tanto por estudantes que preparam-se para as fases
finais de competic6es nacionais ou internacionais, quanto por professores que atuam no ensino e interessem-se em
problemas mais desafiadores.

Palavras-chave: Olimpiadas internacionais de Matemadtica. Circuncentro e Ortocentro. Problemas resolvidos.
Ensino Médio e Universitdrio. Geometria.

1. INTRODUCAO

O circuncentro O e o ortocentro H sdo dois pontos no tridngulo muito importantes. Neste
artigo sao resolvidos cinco problemas envolvendo estes, mas sem a pretensao de esgotar o tema.
Os mesmos foram propostos na Olimpiada Internacional de Matematica (IMO, International
Mathematical Olympiad). Embora UGteis, as resolucdes apresentadas nos foruns de problemas
olimpicos ndo detalham muitas transicoes, as quais ficam para o leitor. Os autores parecem
supor que todos tém conhecimentos matematicos suficientemente avancados. Adicionalmente,
essas resolucdes encontram-se frequentemente em inglés.

Nossa apresentacao visa que o material possa de fato ser lido e estudado por estudantes
de lingua portuguesa (e talvez espanhola) que preparam-se para as fases finais das olimpiadas
nacionais ou internacionais. Esperamos também que a presente abordagem sirva de apoio aos
professores do Ensino Médio que aventuram-se em topicos mais avancados. Em comparacao
com outras solucoes disponiveis, as discussdes no artigo usam argumentos menos rebuscados
e um nimero menor de transicoes a serem preenchidas pelo leitor.

Anteriormente discutimos outros conjuntos de problemas de olimpiadas internacionais
de Matematica sobre Baricentro (LINARES; SANTOS; JESUS, 2021a), Incirculos e Ex-incirculos
(LINARES; SANTOS; JESUS, 2021b), a Desigualdade de Ptolomeu (LINARES et al., 2022), Trigo-
nometria (LINARES; BRUNO-ALFONSO, 2023) e Areas (LINARES, 2024). Na Secdo 2 é feita uma
breve introducao de alguns conceitos basicos, utilizados neste trabalho. O leitor ja familiarizado
com a teoria pode passar diretamente para a Secao 3, onde sao enunciados e resolvidos cinco
problemas IMO.
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2. ALGUNS RESULTADOS BASICOS UTILIZADOS NESTE TRABALHO

Para o leitor iniciante recomenda-se consultar também os livros de Geometria (NETO, 2013),
(DOLCE, 2013) e (BARBOSA, 2007).

2.1. Mediatriz e Circuncentro

Proposicao 1. Sejam B, C' e P trés pontos distintos e ndo colineares nhum plano. Vale que
PB = PC se, e somente se, o ponto P pertence a mediatriz m do segmento BC' (Figura 1).

Figura 1. Demostracao da Proposicao 1. Versao interativa aqui. O ponto P pode ser deslocado para verificar as
medidas dos segmentos PB e PC.

Prova. Suponha-se que o ponto P pertence a mediatriz m do segmento BC' Seja M o ponto
médio de BC. Como m é mediatriz vale que:

ZPMB =/ZPMC = 90°.
Ou seja:
BM = MC
/ZPMB = /PMC = 90° .
PM (comum)
Pelo critério de congruéncia LAL tem-se: APMB = APMC. Logo, PB = PC.


https://www.geogebra.org/m/kwxxz4dw
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Reciprocamente, parte-se da igualdade PB = PC'. Portanto:

BM = MC
PB = PC
PM (comum).

Neste caso utiliza-se o critério de congruéncia LLL para afirmar que:
APMB = APMC.

Comisso, ZPMB = ZPMC = 90°. Conclui-se que o ponto P pertence a mediatriz m do
segmento BC.

Proposicao 2. As trés mediatrizes de um triangulo ABC' intersectam-se num ponto O, chamado
circuncentro, que € o centro da circunferéncia circunscrita d (Figura 2).

Figura 2. Demostracao da Proposicao 2. Versao interativa aqui. Os pontos A, B e C podem ser deslocados para
verificar a concorréncia das mediatrizes e a posi¢cao do ponto O.

Prova. Sejam r, s e t as mediatrizes dos lados BC, C A e AB, respectivamente. Define-se
O = r N s. Devido a Proposicdo 1vale que BO = CO (O € r)e CO = AO (O € s), logo
BO = AQ. Segue, ainda da Proposicdo 1, que o ponto O deve estar também sobre a mediatriz
t. Da igualdade BO = C'O = AO o circuncentro O é o centro da circunferéncia circunscrita d.

Para um tridngulo acutangulo o circuncentro encontra-se no interior do mesmo; num
retangulo é localizado no ponto médio da hipotenusa e em um obtusangulo no exterior do
tridangulo.


https://www.geogebra.org/m/dydxhkb2
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2.2. Alturas e Ortocentro

Proposicao 3. As trés alturas AD, BE e C'F de um triangulo ABC' intersectam-se hum ponto
H, chamado ortocentro (Figura 3).
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Figura 3. llustracao para a Proposicao 3. Versao interativa aqui. Os pontos A, B e C podem ser deslocados para
verificar a concorréncia das alturas e a posicao do ponto H.

Prova. Por A, B e C sdo construidas retas paralelas aos lados BC', C'A e AB, respectivamente.
Marcam-se os pontos A', B’ e C' na intersecdo duas a duas destas. Por construcdo, os quadri-
lateros AB'CB, AC'BC e ABA'C sao paralelogramos. Logo, A, B e C' sé@o pontos médios
de B'C', C'"A" e A'B’, respectivamente. Como as retas AD, BE e C'F sdo mediatrizes do
NA'B'C’, sabe-se, pela Proposicdo 2, que concorrem num ponto. Mas AD, BE e C'F também
sdo alturas do AN ABC. Ou seja, as alturas sdo concorrentes.

Na Figura 3 0 AABC é chamado medial do AA'B’'C’. Para um tridngulo acutangulo o
ortocentro encontra-se no interior do mesmo; num retangulo é localizado no vértice do angulo
reto e em um obtusangulo no exterior do triangulo.

2.3. Circuncentro e Ortocentro sao conjugados isogonais

Definicao 4. Sejam um triGngulo ABC e k seu circuncirculo. O conjugado isogonal P’ do ponto
P ¢ k é obtido refletindo as retas PA, PB e PC em relacgdo as bissetrizes internas de ABC,
que passam por A, B e C, respectivamente. Isto é, P’ é tal que valem as igualdades de éngulos
a seguir (Figura 4):

/BAP = ZCAP',

/ABP = /CBP/,


https://www.geogebra.org/m/njecgm7h
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/ACP = /BCP'.

Figura 4. Construcao geométrica para conjugados isogonais. Versao interativa aqui.

Proposicao 5. O circuncentro O e ortocentro H do A ABC sdo conjugados isogonais (Figura 5).

B < FE O~

Figura 5. Construcao geométrica para provar que circuncentro O e ortocentro H sao conjugados isogonais.
Versao interativa aqui.

Prova. Como O é o centro da circunferéncia k, circunscrita ao AABC entdo:

/AOC =2/ ABC = 2.


https://www.geogebra.org/m/sfksqgn4
https://www.geogebra.org/m/dnvnxwar
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Isto €, o dngulo central € duas vezes o inscrito (Figura 5). Seja D o ponto médio do segmento
AC. Segue que AD = DC' e AO = OC. Como o AAOC é€ isdsceles, de base AC, o segmento
OD é mediana, bissetriz e altura (OD 1. AC). Logo, pelo critério de congruéncia LLL vale que:

NADO = ACDO

e /DOA = /2DOC = 3. Tem-seque H € AFE e AE | BC. Pelo critério de semelhanca AA
que:
ANADO ~ NAEB

e /DAO = ZEAB = «. Em outras palavras, as retas AO e AE séo simétricas em relacdo a
bissetrizao Z/ BAC'. Uma construcdo andloga pode ser feita partindo dos outros dois vértices.

2.4. Reta de Euler

Proposicao 6 (Reta de Euler). Para todo triangulo ABC' o Circuncentro O, o Baricentro GG e o
Ortocentro H sdo colineares e HG = 2GO. Adicionalmente, sendo D o pé da mediana relativa
ao vértice A, vale que AH = 20D (Figura é).

Figura 6. Guia para a demonstracao da Proposicao 6. Os pontos H, G e O sao colineares e determinam a Reta
de Euler. Versao interativa aqui.

Prova. A Figura 6 ilustra um triGngulo ABC'. Sejam D e E pontos médios dos lados BC' e C A,
respectivamente. Sejam H, e H,, os pés das alturas relativas aos vértices A e B. Constroem-se
o Circuncentro O e o Ortocentro H do triangulo ABC'. Denota-se por G’ a intersecdo das retas
ADe HO.

Mostrar-se-d que o ponto G’ = G € o Baricentro. Isto €, H, G e O sdo colineares. Tem-se
que DE é Base Média relativa ao lado AB. Logo, DE || AB e

AB

S}
DE


https://www.geogebra.org/m/abcntne7
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Como AH, || OD e BH,, || OF segue que /BAH = /ZEDOe ZABH = ZDEQO. Por AA
tem-se NABH ~ ADFEQ. Portanto,

BH AH AB
EO DO DE

2.

Adicionalmente, por angulos alternos entre paralelas, / HAG' = ZODG' e, por opostos
pelo vértice, /AG'H = /DG'O. Consequentemente, pelo critério de semelhanca AA, tem-se
ANAHG ~ ADOG'. Logo,

AH HG  AGQ
DO  OG' DG

Como AG' = 2DG’' e AG = 2D conclui-se que G’ = G e os pontos H, G e O séo

colineares (pertencem a Reta de Euler).

2.

2.5. Circulo de nove pontos

Teorema 7 (Circulo de nove pontos). Seja um AABC, O e H seu circuncentro e ortocentro
e cy a circunferéncia que passa pelos pontos médios D, E e F, dos lados BC, CA e AB,
respectivamente. Entdo cq passa também pelos pés H,, H, e H. das alturas, bem como pelos
pontos médios J, K e L dos segmentos que unem os vértices a H (Figura 7). Adicionalmente, o
centro Oq de cq estd localizado no ponto médio do segmento HQO e seu raio € metade do raio
da circunferéncia circunscrita ao ANABC.

Figura 7. A circunferéncia cy passa pelos pontos notaveis: D, E, I, H,, H,, H., J, K e L. O centro Og de cg
esta localizado no ponto médio do segmento H O e seu raio é metade do raio da circunferéncia circunscrita ao
AABC. Versao interativa aqui.

Prova. E construida a circunferéncia cy passando pelos pontos médios D, E e F dos lados BC,
C A e AB, respectivamente. Primeiro serd provado que H, € cy. Os segmentos DE e F'E sdo

7


https://www.geogebra.org/m/zpmf4pak
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bases médias, logo BF'ED é um paralelogramo. Isto é, F'E || BD, ED || FB, FE = BDe
ED = FB. (1)

No AAH,B, retanguloem H,, a mediana H,F), relativa a hipotenusa AB, é metade desta.
Logo,
H,F = FB. (2)

De (1) e (2) segue que H,F' = ED. Consequentemente o quadrildtero H,DEF é um
trapézio isdsceles. Isto €, o quadrildtero H,D E'F’ € inscritivel. Com isto mostra-se que H, € cqg.
Analogamente demonstra-se que H,, H. € cq. Seja J o ponto médio do segmento H A. Quer-
se provar que J € c9. No AAHB o segmento JF é base média. Com isto, JF || HB.
Analogamente, no AABC o segmento F'D é base média. Logo, F'D || C'A. Por terem lados
respectivamente paralelos tem-se:

LDFJ = /ZAH,B = 90°.

Como £/DFJ = /ZDH,J = 90° o quadrildtero DH,F'J é ciclico e JD é um diagmetro de
cy. Portanto, J € cqg. Analogamente mostra-se que os pontos K e L, médios entre Be H e
C' e H estdo em cq. Localiza-se o circuncentro O do AABC e marca-se a intersecdo Og dos
segmentos OH e D.J. De AH = 20D segue AJ = JH = OD e os quadrildteros AODJ e
JODH sao paralelogramos. Sendo R o raio da circunferéncia d circunscrita ao AN ABC tem-se:
AO = JD = R. Como as diagonais de um paralelogramo intersectam-se no seu ponto médio

encontra-se que HOq = Oy0 e

R
JOg = OgD == 5

Isto €, o centro Oq do circulo de nove pontos cq estd localizado no ponto médio do segmento
HO e seu raio é metade do raio da circunferéncia circunscrita ao AABC'

3. PROBLEMAS OLIMPICOS RESOLVIDOS

A seguir abordamos um problema da IMO 1982, realizada na cidade de Budapeste, capital
da Hungria. Este é o P14 da SL, proposto pela delegacdo da Australia (DJUKIC et al., 2011). Neste
exploramos os conceitos de Circuncentro, Quadrilateros convexos e Semelhanca de figuras.

Problema 1. Seja ABC D um quadrildtero plano convexo e seja A; o circuncentro do ABCD.
Definem-se B, C e D de maneira correspondente. (a) Provar que todos os pontos A, By, Cy
e D, coincidem ou sdo todos distintos. Assumindo o ultimo caso, mostrar que A, e C' estdo em
lados opostos da reta B; D, e, da mesma forma, B, e D, estdo em lados opostos da reta A,C}.
Isso estabelece a convexidade do quadrildtero A, B;CD;. (b) Denotar por A, o circuncentro de
B,C1 D, e definir By, Cy e Dy de maneira andloga. Mostrar que os quadrildteros A, BoCs Do e
ABCD sao semelhantes.

A Figura 8 ilustra uma construcao geométrica.
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Figura 8. Uma construciao geométrica do Problema 1. Versao interativa aqui.

(a) Seja k a circunferéncia circunscrita ao ABCD, de centro A;. Suponha-se inicialmente
que o quadrilatero ABC' D seja inscritivel. Neste caso A € k e serd valido que:

AlzBlzClle.

Considera-se agora o caso em que A é externo a k. Segue que A, A > A,C e C,C > (1 A.
Com isto a mediatriz dos pontos A e C (m 4¢) separa aos pontos A; e C';. Nota-se que, pelas
propriedades do circuncentro, By, D1 € mc.

(b) Pela construgado de mediatrizes A, By | C1D; 1 AB. Logo, AyB, || AB. Analoga-
mente, BoCy || BC, CoDs || CD e Dy Ay || DA. Pelo critério de semelhanca AA serd valido:

AAQBQCQ ~ AABC,

AAQDQCQ ~ AADC

Segue que os quadrilateros A, B,Cy Dy e ABC'D sao semelhantes. Isto conclui a solucdo
do primeiro problema.

O segundo problema discutido é da IMO 1989, realizada na cidade de Brunsvique, na
Alemanha. Este é o P32 da SL, proposto pela delegacao dos Estados Unidos de América (DJUKIC
et al., 2011). Neste exploramos os conceitos de Circuncentro, Ortocentro e Lei dos Senos.

Problema 2. O vértice A do triangulo acutangulo ABC € equidistante do circuncentro O e do
ortocentro H. Determinar todos os valores possiveis para a medida do angulo A.

A Figura 9 ilustra uma construcao geométrica inicial.


https://www.geogebra.org/m/cthukvgf
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Figura 9. Uma construcio geométrica inicial do Problema 2. Versao interativa aqui.

Sejam A’ e C’ os pés das alturas correspondentes aos vértices A e C, respetivamente, e R
o circunraio do AABC (Figura 10). Pela analise dos angulos internos nos tridangulos AA'B e
AC'"H encontra-se que:
ZAHC' = ZA'BA = B.

Como, por hipétese, AH = AO = R, no AAC’H tem-se:

A~

AC" = Rsen (B).
Do AAC’C e o resultado anterior pode ser escrito:
C_C”
AC”
CC'" = Rsen (B) tan(A). (3)
Por outro lado, pela Lei dos Senos aplicada no AABC tem-se:

BC
sen (A)’

tan(A) =

2R =

BC = 2Rsen (A).

Do ABC'C vale que: A
CC'" = BC'sen (B).

Juntando os dois ultimos resultados encontra-se:

A

CC" = 2Rsen (A) sen (B). (4)
De (3) e (4) segue:

Rsen (B) tan(A) = 2R sen (A) sen (B),

10
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Como o AABC é acutangulo a Unica solucdo possivel ¢ A = 60°. Isto conclui a resolucao
do segundo problema.

Figura 10. Uma construcao geométrica do Problema 2. Versao interativa aqui.

A seguir abordamos um problema da IMO 1995, que foi realizada na cidade de Toronto,
Canada. Este é o P14 da SL, proposto pela delegacdo da Colémbia (DJUKIC et al., 2011). Neste
exploramos os conceitos de Ortocentro, Angulos na circunferéncia e Paralelogramos.

Problema 3. Seja ABC um triangulo. Uma circunferéncia que passa por B e C' intercepta os
lados AB e AC novamente em C' e B’, respectivamente. Provar que BB', CC' e HH' séo
concorrentes, onde H e H' séo os ortocentros dos triangulos ABC e AB'C’, respectivamente.

A Figura 11 ilustra uma construcao geométrica inicial.

"


https://www.geogebra.org/m/awh4d7jt
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Figura 11. Uma construcio geométrica inicial do Problema 3. Versao interativa aqui.

Seja o ponto P = BB’ N CC' (Figura 12). Quer-se provar que /BPH = /B'PH’. Pois
nesse caso, pela reciproca de dngulos opostos pelo vértice, H, P e H' s3o colineares.
Por serem angulos inscritos no mesmo arco de circunferéncia vale que:

/B'BC' = /B'CC',
/B'C'C = /B'B'C.

Sejam D e E as projecdes ortogonais dos vértices B e C relativos aos lados CA e AB,
respetivamente. Pelo critério de semelhanca AA tem-se que:

ABDB' ~ ANCEC".

Logo,
/DBB = /C'CE,
/HBP = /PCH.

Sejam X e Y pontos tais que os quadrilateros BPCX e HPCY sao paralelogramos
(consequentemente, o quadrilatero BHY X também o sera). Como BC'B'C é inscritivel segue
que ZCOBC' = LZAB'C’. Pelo critério de semelhanca AA tem-se:

AABC ~ NAB'C".

Isto €, existe uma operacio de roto-homotetia, centrada em A, que transforma B em B’
e C'em (C’'. Sendo H e H' os ortocentros dos tridngulos ABC e AB'C’, respetivamente, a
mesma operacao transforma H em H'. Portanto, também sera valida a semelhanca:

AHBC ~ AH'B'C'.

Consequentemente,
/CBH = /H'B'C’,

12
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/HCB=/B'C'H'.
Pelas propriedades de paralelogramos e dngulos opostos pelo vértice segue:
/CXB=/BPC =/B'PC'".

Adicionalmente, pelo paralelogramo BPC X e o quadrilatero inscritivel BC’ B'C' encontra-
se:
/XBC =/PCB=/C'CB=/C'BB.

Logo, pelo critério de semelhanca AA, vale:
ABXC ~ AB'PC'.

Das duas ultimas semelhancas de tridngulos conclui-se a semelhanca dos quadrilateros
BHCX e B'"H'C'P. Portanto,
/HXB=/HPB'.

Por outro lado, de angulos com lados mutuamente paralelos e alternos entre paralelas:
/CXY =/PBH = /PCH = ZCHY.
O anterior significa que o quadrilatero HC'Y X é inscritivel. Finalmente,
/BPH = /XCY = /XHY = /HXB = /H'PB'.

Ou seja, pela reciproca de angulos opostos pelo vértice, H, P e H' so colineares e BB’,
CC'" e HH' s3o concorrentes. Isto conclui a solucio do terceiro problema.

Figura 12. Uma construcao geométrica do Problema 3. Versao interativa aqui.

O quarto problema é da IMO 1996, realizada na cidade de Bombaim, india. Este é o P10 da
SL, proposto pela delegacdo do Reino Unido (DJUKIC et al., 2011). Neste exploramos os conceitos
de Ortocentro, Circuncentro, Baricentro e Paralelogramos.

13
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Problema 4. Seja o triangulo ABC de ortocentro H e P um ponto em seu circulo circunscrito,
distinto de A, B e C. Sejam E o pé da altura BH e PAQ B e PARC paralelogramos. Adici-
onalmente, as retas AQ) e H R encontram-se em X. Provar que os segmentos X F e AP sdo
paralelos.

A Figura 13 ilustra uma construcdo geométrica inicial.

Q.

Figura 13. Uma construcao geométrica inicial do Problema 4. Versao interativa aqui.

Pela hipotese de PAQB e PARC serem paralelogramos segue que QB || AP || RC e
)B = AP = RC. Logo, o quadrildtero Q BC' R também é um paralelogramo com QR || BC
e QR = BC. Portanto, a reta AH é perpendicular com QR (Figura 14). Pelo critério de
congruéncia LLL vale que ABCP = AQRA. O AQRA pode ser construido transladando o

—
ABCP pelo vetor PA. Sejam G, G’ e H' os baricentros do AABC, do APBC e o ortocentro
do APBC, respetivamente. Como os tridangulos ABC' e PBC' tém circuncentro comum O, a
partir das propriedades da reta de Euler e a reciproca do Teorema de Tales vale:

—_— =
HH' = 3GG".

Seja M o ponto médio do lado BC', comum aos AABC' e APBC. Pelas propriedades do
baricentro e a reciproca do Teorema de Tales vale:

3GG" — AD.

Segue que:

HH' = AP = RC.

Logo, o quadrilatero H H'C' R também é um paralelogramo com HR || H'C. Com isto,
RH 1 QX da mesma forma que CH' 1 BP.Ou seja, o ponto H é ortocentro comum dos
ANAABC e AAQR. Como LAXH = ZAEH = 90° o quadrilatero AH E X é ciclico. Portanto,

LQXE =/ZAXFE =180° — ZEHA.

14
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Estudando os tridngulos retangulos associados com H encontra-se que /FHA = ZACB.
Segue:
ZQXE =180° — LACB.

Por construcdo ABPC é ciclico. Portanto, Z/ACB = ZAPB e
/ZQXE =180°— ZAPB.

Também por hipétese, o quadrilatero () BP A é um paralelogramo, disto:
ZAPB =180° — ZQAP.

Ou seja,
ZQXE =ZQAP.

Pela reciproca de correspondentes entre paralelas demonstra-se que X E || AP. Isto conclui
a solucao do quarto problema.

Q

Figura 14. Uma construcao geométrica do Problema 4. Versao interativa aqui.

O Gltimo problema é da IMO 1996, realizada na cidade de Bombaim, india. Este é o P12 da
SL, proposto pela delegacao do Reino Unido (DJUKIC et al., 2011). Neste exploramos os conceitos
de Ortocentro, Circuncentro e Poténcia de ponto relativo a circunferéncia.

Problema 5. Seja ABC um triangulo acutangulo com BC > C'A. Seja O o circuncentro, H seu
ortocentro e F' o pé da altura C' H. Deixe a perpendicular a OF em F encontrar o lado C A em
P. Provar que /ZPHF = /BAC.

A Figura 15 ilustra uma construcao geométrica inicial.
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Figura 15. Uma construcao geométrica inicial do Problema 5. Versao interativa aqui.

Sejam E o pé da altura BH e Y e Z os pontos médios de AC e AB, respectivamente
(Figura 16). Como Y’ é ocircuncentrodo AFCA(AY =Y Fe /FAY = /YFA = A) tem-se
LAY F = 180° — 2A. Como LZOFP = ZPY O = 90° o quadrilatero OF PY é inscritivel e

/FPO = /FYO = 2A — 90°.

Desenha-se a perpendicular HRa FFPcom R € FP.De ZOZF = ZOFP = 90° segue
que LZFO = LHF R. Pelo critério de semelhanca AA vale:

ANOZF ~ ANHRF.

Logo,
0z _HR
OF HF’
HR-OF = HF -OZ. (5)

Pelas propriedades do ortocentro tem-se:
HC HB
0z oYy
Devido a Z/BFC = ZBEC = 90°, o quadrilatero BCE'F' é inscritivel por uma circunfe-
réncia k. A poténcia do ponto H relativa a k pode ser escrita como:

2. (6)

Poty(H)=HF -HC = HE - HB. (7)

Combinando (5), (6) e (7) escreve-se:

HR-OF:HF-OZ:%HF-HC:%HE-HB:HE-OY.
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Portanto,
HR _ 0)%

HE ~OF’
Adicionalmente, de OF || HR e OY || HE segue que:
/EHR = /YOF.
Pelo critério de semelhanca LAL vale:
AFEHR ~ AFOY.
Logo, ZHRE = ZFYO = 2A —90°. Do quadrilatero inscritivel H RPE tem-se:
/HPC =/HPFE =/HRE = ZFYO.

Do ACF A encontra-se que ZACF = 90° — A = /PCH. Como o Z/PHF é externo no
vértice H do APHC segue:

/PHF = /HPC + /PCH,

/PHF =2A —90° + 90° — A,
/PHF = A= /BAC.

Figura 16. Uma construcao geométrica do Problema 5. Versao interativa aqui.

4. COMENTARIOS FINAIS

Foi feita uma rapida introducado de alguns conceitos basicos relativos aos centros de trian-
gulos Circuncentro e Ortocentro. A seguir foram discutidos detalhadamente cinco problemas
IMO. Espera-se que estes sirvam de apoio aos professores do Ensino Médio que se aventuram
em topicos mais avancados e treinam estudantes para participar em olimpiadas.
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