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Resumo
A presente pesquisa tem como objetivo aprofundar a investigação da sequência de Leonardo, introduzindo a
sexta ordem da sequência de Hexa-Leonardo. Neste contexto, exploramos teoremas e definições matemáticas,
possivelmente inovadores, com o propósito de avançar no conhecimento desses números, como evidenciado pelos
resultados apresentados neste estudo. Além disso, para futuras pesquisas, almejamos a generalização da sequência
de Leonardo, expandindo, assim, as fronteiras do conhecimento matemático nesse campo.
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1. INTRODUÇÃO

A sequência de Leonardo é uma sequência numérica e recorrente, possuindo a relação de
recorrência dada por: Len = Len−1 + Len−2 + 1, n ≥ 2, com os valores iniciais Le0 = Le1 = 1
(ALP; KOÇER, 2021a; ALP; KOÇER, 2021b; SHANNON, 2019; VIEIRA et al., 2020b; VIEIRA; ALVES;
CATARINO, 2019). Os números de Leonardo são uma sequência numérica que segue uma relação
de recorrência específica. Essa sequência é semelhante à sequência de Fibonacci, mas com uma
pequena variação na relação de recorrência.

Isso significa que, a partir do terceiro termo (Le2), cada número na sequência é obtido
somando os dois termos anteriores (Len−1 e Len−2) e, em seguida, adicionando 1. Portanto, os
primeiros termos da sequência seriam:
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Le0 = 1

Le1 = 1

Le2 = Le1 + Le0 + 1 = 1 + 1 + 1 = 3

Le3 = Le2 + Le1 + 1 = 3 + 1 + 1 = 5

Le4 = Le3 + Le2 + 1 = 5 + 3 + 1 = 9

E assim por diante.
Os números de Leonardo são uma sequência interessante de explorar em matemática e

têm várias propriedades e padrões matemáticos associados a eles (ALP; KOÇER, 2021a; ALP;
KOÇER, 2021b).

Recentemente, Catarino e Borges (CATARINO; BORGES, 2019) realizaram uma alteração na
recorrência da sequência de Leonardo obtendo a seguinte recorrência equivalente

Len+1 = 2Len − Len−2 (1)

sendo Le0 = Le1 = 1, Le2 = 3 suas condições iniciais.
Feinberg (FEINBERG, 1963), por sua vez, conduziu um estudo abordando a extensão dos nú-

meros de Fibonacci, explorando a sequência de Tribonacci. Portanto, neste trabalho, realizamos
uma extensão da sequência de Fibonacci, expandindo a ordem desses números e investigando
suas propriedades matemáticas.

Esta expansão da sequência de Leonardo, que deu origem à sequência de Hexa-Leonardo,
contribui para um maior entendimento das propriedades matemáticas subjacentes a esses
números. Além disso, permite explorar novas possibilidades e relações entre essas sequências
numéricas, o que é fundamental no contexto da matemática pura e aplicada. O estudo dessa
sequência pode ter várias aplicações em campos como ciência da computação, teoria dos
números, combinatória e muito mais. Portanto, a pesquisa relacionada a essa extensão da
sequência de Leonardo é valiosa e continua a enriquecer o campo da matemática.

2. HEXA-LEONARDO

A sequência Hexa-Leonardo é uma extensão que possui a relação de recorrência de sexta
ordem e é dada pela recorrência:

Definiçao 1. A recorrência dos números de Hexa-Leonardo é dada por:

Le6n = Le6n−1 + Le6n−2 + Le6n−3 + Le6n−4 + Le6n−5 + 1, n ≥ 5,

com os valores iniciais Le60 = Le61 = 1, Le62 = 3, Le63 = 5 e Le64 = 9. E ainda, realizando as
operações de Le6n − Le6n+1, obtemos a relação de recorrência homogênea dada por:

Le6n = 2Le6n−1 − Le6n−6, n ≥ 6.

Assim, os primeiros termos da sequência são descritos na Tabela 1:
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TABELA 1.
Primeiros termos da sequência Hexa-Leonardo.

Le60 Le61 Le62 Le63 Le64 Le65 Le66 Le67

1 1 3 5 9 20 39 77

Com base nas pesquisas realizadas por (VIEIRA et al., 2020b; VIEIRA et al., 2020a) nas
quais é apresentado a construção da forma matricial para sequências lineares e recorrentes, é
possível estabelecer um teorema relacionado à representação em forma matricial da sequência
Hexa-Leonardo. Importante destacar que essa matriz consiste na adição de um vetor contendo
os seus respectivos valores iniciais. É necessário ainda, definir uma outra matriz, que será
multiplicada ao vetor, levando em consideração a matriz estudada nos trabalhos de (SEENUKUL,
2015; SOKHUMA, 2013).

Teorema 2. Se

Q6 =
[
20 9 5 3 1 1

]



2 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−1 0 0 0 0 0


=

[
Le66 Le65 Le64 Le63 Le62 Le61

]
,

então a forma matricial dos números de Hexa-Leonardo é dada por

Qn
6 =

[
20 9 5 3 1 1

]



2 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−1 0 0 0 0 0



n

=
[
Le6n+5 Le6n+4 Le6n+3 Le6n+2 Le6n+1 Le6n

]
, n ⩾ 1.

Demonstração. Utilizando o princípio da indução finita, temos que: Para n = 1 a igualdade é
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válida, pois

Q6 =
[
20 9 5 3 1 1

]



2 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−1 0 0 0 0 0


=

[
20 9 5 3 1 1

]
=

[
Le66 Le65 Le64 Le63 Le62 Le61

]
Supondo que seja válido para n = k, k ∈ N, temos que:

Qk
6 =

[
20 9 5 3 1 1

]



2 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−1 0 0 0 0 0



k

=
[
Le6k+5 Le6k+4 Le6k+3 Le6k+2 Le6k+1 Le6k

]
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Assim, a igualdade também será válida para n = k + 1. De fato,

Qk+1
6 =

[
20 9 5 3 1 1

]



2 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−1 0 0 0 0 0



k+1

=
[
20 9 5 3 1 1

]



2 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−1 0 0 0 0 0



k 

2 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−1 0 0 0 0 0



=
[
Le6k+5 Le6k+4 Le6k+3 Le6k+2 Le6k+1 Le6k

]



2 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−1 0 0 0 0 0


=

[
2Le6k+5 − Le6k Le6k+5 Le6k+4 Le6k+3 Le6k+2 Le6k+1

]
=

[
Le6k+6 Le6k+5 Le6k+4 Le6k+3 Le6k+2 Le6k+1

]
.

Portanto, pelo Princípio de Indução Matemática temos que a igualdade é válida para todo
natural n ≥ 1.

Teorema 3. Para os números de Hexa-Leonardo, o polinômio característico é dado por:

p(x) = x6 − 2x5 + 1.

onde é uma equação de sexto grau possuindo seis raízes.

Demonstração. Com base no Teorema de Cayley-Hamilton, tem-se que o polinômio caracterís-
tico de Hexa-Leonardo é dado por (GOMES; OLIVEIRA, 2019):

p(λ) = det(λI −Q6),
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com λ ∈ Z ou λ ∈ C, λI =



λ 0 0 0 0 0

0 λ 0 0 0 0

0 0 λ 0 0 0

0 0 0 λ 0 0

0 0 0 0 λ 0

0 0 0 0 0 λ


e a matriz base da sequência de Tetra-

Leonardo, dada por: Q6 =



2 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

−1 0 0 0 0 0


. Assim,

λI −Q6 =



λ− 2 −1 0 0 0 0

0 λ −1 0 0 0

0 0 λ −1 0 0

0 0 0 λ −1 0

0 0 0 0 λ −1

1 0 0 0 0 λ


.

E ainda,

det(λI −Q6) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− 2 −1 0 0 0 0

0 λ −1 0 0 0

0 0 λ −1 0 0

0 0 0 λ −1 0

0 0 0 0 λ −1

1 0 0 0 0 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= λ6 − 2λ5 + 1.

Então, p(λ) = 0, tem-se λ6 − 2λ5 + 1 = 0. Portanto, p(x) = x6 − 2x5 + 1.
Teorema 4. Para n ∈ N, tem-se que a fórmula de Binet da sequência Hexa-Leonardo é dada
por:

Le6n = A(x1)
n +B(x2)

n + C(x3)
n +D(x4)

n + E(x5)
n + F (x6)

n,

sendo x1, x2, x3, x4, x5 e x6 as raízes do polinômio característido da sequência Hexa-Leonardo
(x6 − 2x5 + 1 = 0) e A, B, C, D, E e F são os coeficientes da fórmula de Binet.
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Demonstração. Para demonstrar a fórmula de Binet da sequência Hexa-Leonardo é necessário
calcular o determinante baseado no trabalho de (ANDRADE; FACINI, 2018). Este discriminante
deverá ser maior que zero para que a fórmula de Binet exista.

Assim, tem-se que:

M = (−1)
1
2
6(6−1)det



1 −2 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 1 −2 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 −2 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 −2 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 −2 0 0 0 0 1

6 −10 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 6 −10 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 6 −10 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 6 −10 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 6 −10 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 6 −10 0 0 0 0


∆ = (−1)

1
2
6(6−1) · det(M)

∆ = (−1)15 · (−153344)

∆ = 153344.

Dessa forma, como∆ > 0, tem-se que as raízes são distintas.

Teorema 5. Assim como na Proposição 5.1 de Catarino e Borges (CATARINO; BORGES, 2019)
podemos definir a função geradora dos números de Hexa-Leonardo por

GLe6n
(x) =

1− x+ x2 − x3 − x4 + 2x5

1− 2x+ x6
.

Demonstração. Para definir a função geradora do número de Hexa-Leonardo vamos escrever
uma sequência em que cada termo da sequência corresponde aos coeficientes.

GLe6n
(x) =

∞∑
n=0

Le6nx
n.

Fazendomanipulações algébricas devido a relação de recorrência podemos escrever essa sequên-
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cia como:

GLe6n
(x) = Le60 + Le61x+ Le62x

2 + Le63x
3 + Le64x

4 + Le65x
5 +

∞∑
n=6

Le6nx
n

= Le60 + Le61x+ Le62x
2 + Le63x

3 + Le64x
4 + Le65x

5 +
∞∑
n=6

(2Le6n−1 − Le6n−6)x
n

= Le60 + Le61x+ Le62x
2 + Le63x

3 + Le64x
4 + Le65x

5 + 2x
∞∑
n=6

Le6n−1x
n−1 −

x6

∞∑
n=6

Le6n−6x
n−6

= Le60 + Le61x+ Le62x
2 + Le63x

3 + Le64x
4 + Le65x

5 +

2x
∞∑
n=0

(Le6nx
n − Le60 − Le61x− Le62x

2 − Le53x
3 − Le54x

4)− x6

∞∑
n=0

Le6nx
n

= 1 + x+ 3x2 + 5x3 + 9x4 + 20x5 + 2x
∞∑
n=0

(Le6nx
n − 1− x− 3x2 − 5x3 − 9x4)−

x6

∞∑
n=0

Le6nx
n

= 1 + x+ 3x2 + 5x3 + 9x4 + 20x5 − 2x− 2x2 − 6x3 − 10x4 − 18x5 +

2xGLe6n
− x6GLe6n

Assim, temos:

GLe6n
(x)− 2xGLe6n

+ x6GLe6n
= 1− x+ x2 − x3 − x4 + 2x5

GLe6n
(x)(1− 2x+ x6) = 1− x+ x2 − x3 − x4 + 2x5

GLe6n
(x) =

1− x+ x2 − x3 − x4 + 2x5

1− 2x+ x6

Logo abaixo é mostrada na Figura 1 o softwareMaxima para os números de Hexa-Leonardo.
E ainda, tem-se a recorrência da sequência de Hexa-Leonardo para índices inteiros não

positivo.

Definiçao 6. Para n > 0, tem-se a fórmula de recorrência da sequência de Hexa-Leonardo.

Le6−n = 2Le6−n+5 − Le6−n+6.

Assim, é possível calcular os termos com índice inteiro não positivo de Hexa-Leonardo de
acordo com a Tabela 2 abaixo:

Com índice inteiro não positivo, a sequência de Tetra-Leonardo, será nomeada a matriz
geradora de ϱ6 obtida através do cálculo da matriz inversa deQ6.
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Figura 1. Desenvolvimento da Função Geradora de Hexa-Leonardo para os termos positivos.

TABELA 2.
Termos da sequência de Hexa-Leonardo - índice inteiro não positivo.

Le6−1 Le6−2 Le6−3 Le6−4 Le6−5 Le6−6

-2 1 1 -1 1 -5

Teorema 7. Se ϱ6 =
[
20 9 5 3 1 1

]



0 0 0 0 0 −1

1 0 0 0 0 2

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0


=

[
Le64 Le63 Le62 Le61 Le60 Le6−1

]
,

então a forma matricial dos números de Hexa-Leandro, para o campo dos inteiros não
positivos, é dada por
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ϱn6 =
[
20 9 5 3 1 1

]



0 0 0 0 0 −1

1 0 0 0 0 2

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0



n

=
[
Le6−n+5 Le6−n+4 Le6−n+3 Le6−n+2 Le6−n+1 Le6−n

]
, n ⩾ 1.

Demonstração. Utilizando o princípio da indução finita, temos que:
Para n = 1 a igualdade é válida, pois

ϱ6 =
[
20 9 5 3 1 1

]



0 0 0 0 0 −1

1 0 0 0 0 2

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0


=

[
9 5 3 1 1 −2

]
=

[
Le64 Le63 Le62 Le61 Le60 Le6−1

]
Supondo que seja válido para n = k, k ∈ N, temos que:

ϱk6 =
[
20 9 5 3 1 1

]



0 0 0 0 0 −1

1 0 0 0 0 2

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0



k

=
[
Le6−k+5 Le6−k+4 Le6−k+3 Le6−k+2 Le6−k+1 Le6−k

]
Assim a igualdade também será válida para n = k + 1. De fato,
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ϱk+1
6 =

[
20 9 5 3 1 1

]



0 0 0 0 0 −1

1 0 0 0 0 2

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0



k+1

=
[
20 9 5 3 1 1

]



0 0 0 0 0 −1

1 0 0 0 0 2

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0



k 

0 0 0 0 0 −1

1 0 0 0 0 2

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0



=
[
Le6−k+5 Le6−k+4 Le6−k+3 Le6−k+2 Le6−k+1 Le6−k

]



0 0 0 0 0 −1

1 0 0 0 0 2

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0


=

[
Le6−k+4 Le6−k+3 Le6−k+2 Le6−k+1 Le6−k −Le6−k+5 + 2Le6−k+4

]
=

[
Le6−k+4 Le6−k+3 Le6−k+2 Le6−k+1 Le6−k Le6−k−1

]
.

Portanto, pelo Princípio de Indução Matemática temos que a igualdade é válida para todo
natural n ≥ 1.

3. CONCLUSÃO

A pesquisa apresentou uma extensão da sequência de Leonardo, dando origem a uma nova
sequência denominada por sequência Hexa-Leonardo. Dessa maneira, foram investigados os
aspectos matemáticos envolvidos, destacando a relação de recorrência, a fórmula de Binet, a
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função geradora e a representação em forma matricial dos números Hexa-Leonardo, bem como
sua generalização para números inteiros não positivos, também expressos em forma matricial.

Por último, é importante ressaltar o potencial de aplicação destes números em proje-
tos futuros, assim como a sua utilização em diferentes contextos e apresentar sua forma de
representação visual.
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