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Resumo

Cinco problemas propostos para a Olimpiada Internacional de Matemadtica séo discutidos em detalhe. Apresenta-se
uma introducdo dos contelidos relativos a bissetrizes. As demonstracées envolvidas nas solucées sdo complemen-
tadas pela disponibilizagdo dos respectivos links das figuras interativas, utilizando o GeoGebra. E esperado que o
artigo possa ser apreciado tanto por estudantes que preparam-se para as fases finais de competicées nacionais ou
internacionais, quanto por professores que atuam no ensino e interessem-se em problemas mais desafiadores.

Palavras-chave: Olimpiadas internacionais de Matemadtica. Bissetrizes. Problemas resolvidos. Ensino Médio e
Universitdrio. Geometria.

Abstract

Five problems proposed for the International Mathematics Olympiad are discussed in detail. An introduction to
the contents relating to bisectors is presented. The demonstrations involved in the solutions are complemented by
the availability of the respective links to the interactive figures, using GeoGebra. It is expected that the article can
be appreciated both by students preparing for the final stages of national or international competitions, and by
teachers who work in teaching and are interested in more challenging problems.

Keywords: International Mathematics Olympiads. Bisectors. Problems resolved. High School and University.
Geometry.

Resumen

Se analizan en detalle cinco problemas propuestos para la Olimpiada Internacional de Matemdticas. Se presenta una
introduccion a los contenidos relacionados con las bisectrices. Las demostraciones involucradas en las soluciones
se complementan con la disponibilidad de los respectivos enlaces a las figuras interactivas, utilizando GeoGebra.
Se espera que el articulo pueda ser apreciado tanto por estudiantes que se preparan para las etapas finales de
competencias nacionales o internacionales, como por profesores que trabajan en la docencia y estan interesados
em problemas mds desafiantes.

Palabras-Clave: Olimpiadas Internacionales de Matemadticas. Bisectrices. Problemas resueltos. Escuela Secundaria
y Universidad. Geometria.
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1. INTRODUCAO

Os teoremas da Bissetriz Interna e Externa, assim como da divisdo harmonica, sdo pilares
fundamentais para o estudo da Geometria. Neste artigo sao resolvidos cinco problemas envol-
vendo estes, mas sem a pretensao de esgotar o tema. Os mesmos foram propostos na Olimpiada
Internacional de Matematica (IMO, International Mathematical Olympiad). Embora uteis, as
resolucoes apresentadas nos féruns de problemas olimpicos ndo detalham muitas transicoes, as
quais ficam para o leitor. Os autores parecem supor que todos tém conhecimentos matematicos
suficientemente avancados. Adicionalmente, essas resolucdes encontram-se frequentemente
em inglés.

Nossa apresentacao visa que o material possa de fato ser lido e estudado por estudantes
de lingua portuguesa (e talvez espanhola) que preparam-se para as fases finais das olimpiadas
nacionais ou internacionais. Esperamos também que a presente abordagem sirva de apoio aos
professores do Ensino Médio que aventuram-se em tdpicos mais avancados. Em comparacao
com outras solucoes disponiveis, as discussdes no artigo usam argumentos menos rebuscados
e um nimero menor de transicoes a serem preenchidas pelo leitor.

Um artigo da area de Educacdo Matematica (PEREIRA; SILVA, 2020) fez uma pesquisa
bibliografica das investigacoes realizadas a respeito de Bissetriz. Os resultados mostraram
gue a nocao de lugar geométrico é pouco detalhada. Outras pesquisas apontaram que o
ensino de Geometria Plana, utilizando o software GeoGebra, proporciona ricas possibilidades
de visualizacdo do processo de aprendizagem que sao dificeis de serem trabalhadas em um
ambiente comum (Silva, 2018), (Menegalli; Brandl, 2022), (Ferreira, 2010), (Pereira, 2012) e
(Cruz; Filho, 2019).

Para o leitor iniciante recomenda-se consultar os livros de Geometria (Neto, 2013), (Dolce,
2013) e (Barbosa, 2007). De muita utilidade sdo as notas das aulas do Programa Olimpico
de Treinamento, curso de Geometria, Nivel 2, do Prof. Bruno Holanda (Holanda, 2011), do
Prof. Rodrigo Pinheiro (Pinheiro, 2006) e do Prof. Cicero Thiago (Thiago, 2006). Também
serviram como referéncia os livros de Geometria Analitica (Frensel; Crissaff, 2017) e Matematica
Discreta (Morgado; Carvalho, 2015) adotados pelo Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional (PROFMAT).

Anteriormente discutimos outros conjuntos de problemas de olimpiadas internacionais de
Matematica sobre a Desigualdade de Ptolomeu (Linares et al., 2022), Trigonometria (Linares;
Bruno-Alfonso, 2023) e Areas (Linares, 2024). Na Secdo 2 é feita uma breve introducio de alguns
conceitos basicos, utilizados neste trabalho. O leitor ja familiarizado com a teoria pode passar
diretamente para a Secao 3, onde sao enunciados e resolvidos cinco problemas IMO.

2. ALGUNS RESULTADOS BASICOS UTILIZADOS NESTE TRABALHO

Teorema 1 (Teorema da Bissetriz Interna). A Figura 1 mostra um triangulo ABC. A bissetriz
interna AP do /A divide internamente o lado oposto BC' na razéao:

BA _BP
CA CP’

em que P é o ponto de intersecdo da bissetriz interna com o lado BC'

(1)
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Figura 1. Guia para a demonstracao do Teorema 1. Versao interativa aqui.

Prova. Traca-se a reta AB e uma reta paralela a AP passando por C. Chama-se D o ponto de

intersecdo destas. Como AP || C' D, por alternos internos, segue que:
LPAC = ZACD =«

e, por Correspondentes, tem-se:
ZBAP = ZADC = a.

De Z/ACD = ZADC encontra-se que o ANAC'D é isoésceles de base C'D. Logo,

CA = DA.
Pelo Teorema de Tales vale que:

BA  BP

DA CP
Mas AD = AC, portanto,

BA  BP

CA  CP

Teorema 2 (Teorema da Bissetriz Externa). Seja ABC um triangulo néo isdsceles e A(), como

Q) € BC, a bissetriz externa do £ A (Figura 2). Entdo vale que:

BA _ BQ
CA~CQ

(2)
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Figura 2. Guia para a demonstracio do Teorema 2. Versao interativa aqui.

Prova. Sem perda de generalidade considera-se o caso em que AC' > AB. Traca-se uma reta
paralela a AQ passando por B. Chama-se B’ ao ponto de intersecéo desta com AC.
Seja o ponto D € AC e além de A. Como QA || BB’ valem as igualdades:

/QAB = /ABB' = (3 (Alternos Internos),

/DAQ = Z/AB'B = 8 (Correspondentes).

Como /ZABB' = Z/AB’'B o triangulo ABB' é isésceles de base BB’ e AB = AB’. Pelo
Teorema de Tales tem-se:

B'A  BQ

CA ~ CQ
Ou seja,

BA  BQ

CA  CQ

Teorema 3 (Teorema da Bissetriz). Sejam ABC um triangulo néo isdsceles, P o ponto de
intersecdo da bissetriz interna do Z A com o lado BC' e A(Q), como () € BC, a bissetriz externa
do ZA. Entdo vale que:

BA BP  BQ

CA_CP _CQ 3)

Prova. O resultado segue das equacées (1) e (2).

Proposicao 4. A Figura 3 mostra um triagngulo ABC'. Seja I seu Incentro e I, o centro da
ex-circunferéncia correspondente ao lado BC. Seja E o ponto de intersecdo de AI com a circun-
feréncia circunscrita ao ANABC. Entéo,

EB=FC=FI=FEI,.


https://www.geogebra.org/m/uwfabjt9
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\&9()" —a—p

Figura 3. Guia para a demonstracao da Proposicio 4. Versao interativa aqui.

Prova. Pela bissetrizem A e o quadrildtero inscritivel AC' EB tem-se:
/BAFE = /CAFE = /CBE = /BCFE = .

Portanto, o AEBC € isdsceles, de base BC, e EB = EC. Além disso, da bissetrizem B,
sejam /I BA = ZIBC = 3. Pela propriedade do angulo externo,

/BIE = a + 8.

Segue que, /BIE = ZIBE,o0 AEBI éisdsceles, de base Bl,e EB = E1. Pela bissetriz
externa em B, sejam
/JBIl, = /ZCBI, = .

Como o /JBA = 180° tem-se que v = 90° — 3. Do ABJI,, retdngulo em J, tem-se
/JI1,B = (3. Pela soma dos dngulos internos no A A.J 1, e o dngulo raso em B encontra-se:
/EBIl,=/FI,B=90"—a—f.
Istoé, o AEBI, é isésceles, de base Bl,,e EB = E1,. Conclui-se que:
EB=FEC=FEI=FI,.
Inspirada na segunda igualdade da (3) é feita a definicdo a seguir.

Definicao 5 (Divisdo Harmoénica). Seja um segmento BC'. Os pontos P (no interior do segmento
BC) e @ (na reta BC, mas no exterior do mesmo segmento) dividem harmonicamente o
segmento BC' quando:
BP  BQ
CP CQ
Onde k é um numero real ndo negativo e k # 1. Os pontos P e () também sdo chamados de
conjugados harménicos do segmento BC' na razao k.

(4)


https://www.geogebra.org/m/xxhwkhxq
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10 Quando k = 1 (BP = CP) o ponto P é o ponto médio do segmento BC' e o ponto () esta
= no infinito. A Figura 4 permite acompanhar a deducao que segue.

og)
)
0°

Figura 4. Divisdo harmdnica. Guia paraocaso 0 < k < 1 (BP < CP). Versao interativa aqui.

n2 Quando k£ = 0 vale que BP = B(@) = 0. Isto é, os pontos P e () coincidem no ponto B. Se
w 0< k<1, entado:
PB+ PC = BC, (5)
QC =QB+ BC. (6)
15 Da equacio (4) obtém-se:
PB=k-PC, (7)
QB =Fk-QC. (8)
- Substituindo (7) e (8) em (5) e (6), respectivamente, encontra-se:
PC = ! BC (9)
1+ kT
" QC = L BC (10)
T
19 Adicionalmente, substituindo (9) e (10) em (5) e (6), respectivamente, obtém-se:
PB = K BC (11)
14k
B QB = K BC (12)
B
" Da soma de (11) e (12) chega-se em:
2k
P=——BC. 1
QP = —5BC (13)
122 A Figura 5 permite acompanhar a deducao que segue.
P
@ @ @it @
B C Q

Figura 5. Divisdo harmoénica. Guia para o caso & > 1 (BP > C'P). Versao interativa aqui.
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Se k > 1, entao:

PB+ PC = BC, (14)
QB =QC+ BC. (15)
Da equacao (4) obtém-se:
PB =k PC, (16)
QB =k-QC. (17)

Substituindo (16) e (17) em (14) e (15), respectivamente, encontra-se:

1

PC=——B 8
¢ 1+k ¢ 18)
QC = L BC (19)
k=17 ?
Adicionalmente, substituindo (18) e (19) em (14) e (15), respectivamente, obtém-se:
PB = LBC’ (20)
14k
@B = b BC (21)
k-1
Da soma de (18) e (19) chega-se em:
2k

Definicao 6 (Inversdo de ponto). Dados um plano [, uma circunferéncia i € [, com centro O e
raio r, e um ponto P € [, o ponto P’ que pertence a semirreta O P e satisfaz

OP' -OP = r?

€ chamado inverso de P em relacéo a i (Figura 6). O ponto O é chamado “centro de inversao” e
1 € chamada de “circunferéncia de inversao”. Também utiliza-se a notacédo

P = Inv(P,1).
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Figura 6. llustracdo da Defini¢do 6 e da construcio dos pontos inversos P’ e Q’. Quando S € i = S’ = S. Versdo

interativa aqui.

Definicao 7 (Polo e Polar). Considera-se uma circunferéncia de inversdo i de centro O e os
pontos pares de inverséo P e P'. A reta g, perpendicular a O P’ passando por P’, é chamada

Polar de P e o ponto P é denominado Polo de g (Figura 7).

137
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Figura 7. Guia para a Definicao 7. Versao interativa aqui.

o Teorema 8 (La Hire). Com referéncia a Figura 8, o ponto () estd na Polar de P (reta g) se, e

w somente se, P estd na Polar de () (reta k).


https://www.geogebra.org/m/dmgubmub
https://www.geogebra.org/m/bdzvygbm
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Figura 8. Guia para a demonstracao do Teorema 8. Versao interativa aqui.
Prova. Considera-se inicialmente que () € g, e g € a Polar do Polo P, quer-se provar que P € k,
sendo k Polar do Polo (). Da definicdo de inversao
OP-OP =0Q-0Q" = 0B?
e o angulo comum ZQ'OP = /P'OQ tem-se, pelo critério de semelhanca LAL, que:
AOP'Q ~ ANOQ'P.
Logo, ZOQ'P = ZOP'Q = 90°. Ou seja, P € k. A prova da reciproca € andloga.

Corolario 9 (Dualidade entre polares concorrentes e polos colineares). Com referéncia a Figura 9,
seja C' = kN g. Se trés pontos (Polos) séo colineares, por exemplo P, Q e C', entdo suas Polares,
g, k e n, sdo concorrentes e vice-versa.


https://www.geogebra.org/m/bdzvygbm
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Figura 9. Guia para a demonstracao do Corolario 9. Versao interativa aqui.

Prova. Pelo Teorema 8 (La Hire) a Polar j do Polo C' deve passar por P e (). Assim como a Polar
n de C' passa por C.

Teorema 10 (Brocard). Seja ABC D um quadrildtero inscrito numa circunferéncia ~ de centro
O. Sejam os pontos Z = ABNCD,Y = ADNBCeP = ACNBD.EntdoaretaY P é
a polar de Z relativo a v e a reta PZ é a polar de Y relativo a . Ou seja, O € ortocentro do
AZY P (Figura 10).

Figura 10. llustracido do Teorema 10 (Brocard). Versio interativa aqui.

Prova. Sejam os pontos () e S as intersecées das tangentesem A e B e C e D, respetivamente
(Figura 11). Pelo Teorema de Brianchon para quadrildteros os pontos (), P, S e Y sao colineares.
Como os pontos () e S sdo os polos das retas polares ABe DC e Z = AB N DC, entao,

10


https://www.geogebra.org/m/bdzvygbm
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pelo Teorema 8 (La Hire), a reta (.S, que coincide com a reta Y P, é polar do ponto Z. Ou seja,
Iw(Z~y)=2'€YP, OeZZ e/YZ'Z =90°.

Analogamente, sejam os pontos R e L as intersecées das tangentesem Ae D e Be C,
respetivamente. Pelo Teorema de Brianchon para quadrildateros os pontos R, Z, L e P sdo
colineares. Como os pontos R e L sdo os polos das retas polares AD e BC'eY = AD N BC,
entdo, pelo Teorema 8 (La Hire), a reta RL, que coincide com a reta Z P, € polar do ponto Y. Ou
seja, Inv(Y,v)=Y' € PZ,0 € YY'e LYY'Z = 90°. Portanto, O € ortocentro do AZY P

Figura 11. Demonstracdo do Teorema 10 (Brocard). Versio interativa aqui.

Proposicao 11 (Divisdo harmdnica de ponto sobre polar). Seja i uma circunferéncia de raio r e
centro O. Deixa-se P ser um ponto arbitrdrio e p sua reta polar. Considera-se uma reta g que
passa por P e que intercepta i nos pontos C' e D. Seja ainda o ponto () = p N g (Figura 12).
Entdo os pontos P e () dividem harmonicamente o segmento C'D. Isto é, vale:

DP _DQ
PC  QC’

"
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Figura 12. llustracao da Proposicao 11. Versao interativa aqui.

O ponto P pode estar dentro ou fora da circunferéncia. Uma demonstracao utilizando
geometria analitica esta disponivel aqui.

3. PROBLEMAS OLIMPICOS RESOLVIDOS

A seguir abordamos um problema da IMO 1959, realizada na cidade de Bucareste, capital
da Roménia. Este é o P5 da competicdo, proposto pela delegacdo da Roménia (Djukic et al.,
2011). Neste exploramos os conceitos de bissetriz, semelhanca e lugar geométrico.

Problema1. £ dado um segmento AB e nele um ponto M. Do mesmo lado de AB sdo construidos
os quadrados AMCD e BM FE. As circunferéncias circunscritas dos dois quadrados, cujos
centros sd@o P e (), cruzam-se em M e N. (a) Provar que as retas F'A e BC' interceptam-se em
N. (b) Provar que todas as retas M N passam por um ponto S, independentemente da sele¢éo
de M. (c) Encontrar o lugar geométrico dos pontos médios de todos os segmentos P(), a medida
que M varia ao longo do segmento AB.

A Figura 13 mostra uma construcdo geométrica inicial.

12
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Figura 13. Construcao geométrica inicial para o Problema 1. Versao interativa aqui.

(@) Como AM = MC,Z/FMA =/ZBMC =90°e MF = M B, pelo critério de congruén-
cia LAL, segue:
ANFMA=ABMC.

Isto é, uma rotagao de 90°, centrada no ponto M, transformao ABMC no AF M A. Sendo
gue o segmento B(C' gira 90° para virar o segmento F'A tem-se que:

LZONF =90°.

Adicionalmente, AC' e BF sao didmetros das circunferéncia k e r circunscritas aos quadra-
dos AMCD e M BEF, respetivamente. Logo,

LANC = ZBNF =90°.

Os resultados anteriores e NV ponto comumde k erlevama N = AF N BC.
(b) Como BF é diametro no quadrado M BEF, segue que ZM F B = 45° (Figura14). O
quadrilatero BM N F esta inscrito em r, logo

/MNB=/MFB = 45°.
De ZANC = 90° segue que:
JANM = ZMNB = 45°.

Ouseja, areta M N é bissetrizdo ZAN B. Sendo M N bissetriz intercepta, pela segunda vez,
a circunferéncia circunscrita s do AABN num ponto fixo S tal que AS = BS (Proposicao 4).
Isto é, a localizacao de S ndo depende da posicdo de M em AB. A versao interativa da figura a
seguir permite verificar esse fato.

13
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Figura 14. Construcao geométrica para o Problema 1. Versao interativa aqui.

(c) Neste item serdo utilizados conhecimentos de Geometria Analitica. Seja0 <t < 1 um

parametro real. Suponha-se que as coordenadas cartesianas dos pontos A, M e B sejam:

A =(0,0),
M = (t,O),
B =(1,0).

A posicao dos centros P e () dos quadrados AMCD e M BEF, respetivamente, sera:
t t
P=(5.5)=(P.P),
(27 2) ( y)

1—t 1—-1 1+t 1—-1¢
Q= (H_T’T> = (TaT) = (Qu, Qy)-

Seja Y o ponto médio do segmento P(). Entao calcula-se:

Y— Px+Qx Py+Qy
a 2 72 ’

142t 1
y=(—"1=-).
()

Isto é, o lugar geométrico do ponto Y é um segmento de reta entre os pontos:

(3:3) €=0,
(Z}l) (t=1).

O segundo problema discutido é da IMO 1965, realizada na cidade de Berlim, capital da
Alemanha. Este é o P5 da competicdo, proposto pela delegacdo da Roménia (Djukic et al., 2011).

Neste exploramos o Teorema de Tales e a semelhanca de tridngulos.

14
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Problema 2. Dado um triangulo O AB tal que Z AOB < 90°,seja M # O um ponto arbitrdrio do
triangulo. Denotam-se por P e () os pés das perpendiculares de M a O A e OB, respetivamente.
Seja H o ortocentro do AOP(). Encontrar o lugar geométrico dos pontos H quando: (a) M
pertence ao segmento AB; (b) M pertence ao interior do AOAB.

A Figura 15 ilustra uma construcdo geométrica para o item (a).

Figura 15. Uma constru¢io geométrica para o item (a) do Problema 2. Versio interativa aqui.

Sejam P’ e (' os pés das alturas dos pontos P e () relativas aos lados OB e O A, respe-
tivamente. Analogamente, sejam A’ e B’ os pés das alturas dos pontos A e B relativas aos
lados OB e O A, respetivamente. Pela definicio de ortocentro tem-se que H = PP' N QQ'.
Intuitivamente verifica-se que, quando M = A,entio P = M = AeQ = P' = A’ = H.
Adicionalmente, quando M = B,entioQ = M = Be P = Q' = B’ = H.Isto leva a
conjeturar que H € A'B’.

Por serem perpendiculares ao lado O A segue que PM || B'B || Q'Q. Analogamente,
sendo perpendiculares ao lado O B encontra-se que QM || A’A || P'P. Pelaida do Teorema de
Tales para as transversais AB’ e AB vale:

B'P BM
B'A  BA’

Pela semelhanca ABMQ ~ ABAA’ encontra-se:

B'P BM MQ
B'A  BA AA

Nota-se ainda que o quadrilatero M PH() é um paralelogramo. Isto é, M P = QH e
M@ = PH.Ou seja,
B'P  BM M@ PH
B'’A BA AA AAY

15
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B'P PH
B'A  AA"

A Ultima equagdoe /HPB' = /A'AB' (PH || AA') levam, pelo critério de semelhanga
LAL,a AHPB' ~ NA’AB’. Portanto, H € A’B’. Em outras palavras, o lugar geométrico dos
pontos H quando M pertence ao segmento AB é o segmento A'B’.

A Figura 16 ilustra uma construcdo geométrica para o item (b). Pelo resultado discutido no

item (a), quando M esta em qualquer lugar do interior do AOAB, entdo o lugar geométrico
dos pontos H € no interior do AOA'B'.

Figura 16. Uma construcio geométrica para o item (b) do Problema 2. Versio interativa aqui.

A seguir abordamos um problema da IMO 1991, que foi realizada na cidade de Sigtuna,
Suécia. Este é o P1da competicdo e o P6 da SL, proposto pela delegacdo da antiga Unido Soviética
(Djukic et al., 2011). Neste exploramos o Teorema da Bissetriz Interna e a desigualdade das
médias aritmética e geométrica.

Problema 3. Seja o triangulo ABC' arbitrdrio. Provar a desigualdade:

1 [A-IB-IC _ 8

el
15 e S ar

onde I é oincentroely, g e ls sGo os comprimentos das bissetrizes internas dos dngulos do
NABC.

A Figura 17 ilustra uma construcao geométrica inicial.

16
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Figura 17. Uma construcao geométrica inicial do Problema 3. Versao interativa aqui.
241

242

Sejam BC' = a, CA = be AB = c as medidas dos lados e A;, By e (' aintersec¢do das
bissetrizes internas com os lados BC, C A e AB, respetivamente. Isto é, (4 = AA,,lp = BB;

2 €lo = CC4. Pelo Teorema da Bissetriz Interna relativo a bissetriz AA; tem-se:

BAl . Cc
AC b
244 Seja BA; = z. Logo, A{C = a — x. Portanto,
x JR—
a—x b
245

246

r = BAl ac

b +c’
ab
a—x=A,C = )
! b+ c
247 Adicionalmente, pelo Teorema da Bissetriz Interna, relativo a bissetriz B, segue
IA _c
IAl B I.
248

Substituindo = dos resultados anteriores encontra-se:

1A _b+ec
IAl— a

Portanto, a fracao de interesse pode ser escrita como:

A 1A
lA_IA+[A1_%+1_

17
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250

B b:C  b+ec
B % & a+b+ec
251 Analogamente,
IB  c+a
Iz a+tbtc
- IC  a+b
le  a+b+c
253 Segue que:
IA-IB-I1C  (b+c)(c+a)(a+D)
la-lg-lo (a+b+c)
254 Sejam A’, B e C' as projecées ortogonais de I sobre os lados BC, C A e AB, respetiva-

s mente (Figura 18). Entao,

2

@

C'B=BA =m >0,
AC=CB =n>0,
BA=AC =p>0,

256

257

258

a=m-+n,
259
b=mn+p,
260
c=p+m.
261 Em funcao de m, n e p a fracdo de interesse transforma-se em:

IA-IB-IC _ (n+2p+m)(p+2m+n)(m+2n+ p)
Iy-lg-le 8(m +n + p)?

262 A desigualdade no enunciado do problema pode ser reescrita como:

(n+2p+m)(p+2m+n)(m+2n+p) o 64

2 < —.
(m+n+ p)3 - 27

263 Para demonstrar a validade do lado direito escreve-se:

4(m+n+p))3
3 b

(n4+2p+m)(p+2m~+n)(m+2n+p) < (

4(m +n+p)
3 Y
(n+2p+m)+ (p+2m+n)+ (m+2n+p)

{‘/(n+2p+m)(p+2m+n)(m+2n+p) <

265

Sn+2p+m)(p+2m—+n)(m+2n+p) < 3

266 O resultado anterior é verdadeiro pela aplicacdo da desigualdade entre as médias geomé-
267 trica e aritmética aos niumeros positivos n + 2p + m, p + 2m + n e m + 2n + p. A igualdade
s acontece quando m = n = p. Ou seja, para a = b = c¢. Para demonstrar a validade do lado
29 €squerdo escreve-se:

2(m +n+p)* < (n+2p+m)(p+2m+n)(m+2n + p).
18
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Com a mudanca de variavel 7' = m + n + p a desigualdade anterior é reescrita como:
2T°% < (T + p)(T + m)(T +n),

2T < T? + (m +n+p)T? + (mn +np + pm)T + pmn,
273 < 2T° 4 (mn + np + pm)T + pmn,
0 < (mn+np+ pm)T + pmn.

A Gltima linha é verdadeira pois todas as variaveis envolvidas sdo nimeros positivos.

A e

n

B m n

Figura 18. Uma construcao geométrica do Problema 3. Versao interativa aqui.

O quarto problema é da IMO 2005, realizada na cidade de Mérida, no México. Este é o P19
da SL, proposto pela delegacao da Russia (Djukic et al., 2011). Neste exploramos os conceitos de
incentro, divisao harmonica, trapézio isdsceles e semelhanca de tridngulos.

Problema 4. A mediana AM dum triangulo ABC' intercepta seu incirculo w nos pontos K e L.
As retas que passam por K e L paralelas a BC cruzam w novamente em X e Y, respetivamente.
As linhas AX e AY interceptam BC' em P e (). Provar que BP = C'(Q).

A Figura 19 ilustra uma construcao geométrica inicial.

19
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U
O

Figura 19. Uma construcio geométrica inicial do Problema 4. Versao interativa aqui.

282 Denotam-se por D, E e F os pontos de tangéncia de w com BC, CA e AB, respectiva-
s mente. Sejam os pontos I oincentro, Y’ = AX NLY e R = AM N EF (Figura 20). Como a
4 reta E'F é a polar do ponto A em relacdo w, entdo A, R, K e L sao conjugados harmonicos
s (Proposicao 11). Ou seja,

©

2

KR KA
RL AL
Como BC' || KX || LY e o critério de semelhanca AA, ent&o vale:

2

®
o

AAKX ~ AALY?,

287

KA KX
AL LY
288 Portanto,
KR KX
RL — LY"
289 De KX || Y L segue que o quadrilatero inscrito K X LY é um trapézio isésceles. Ou seja,

0o KY = XLeXY = KL. Quer-se provar que B() = PC. Como M é ponto médio isto implica
2 que QM = MP.Se LY = LY, entdo da semelhanca

AKXR~ALYR

22 encontra-se R € XY. Como DI é o eixo de simetria de K X LY, bastara provar que R € DI.
293 Por hipotese, R é um ponto da mediana AM. Logo, vale a igualdade de areas:

[AARB] = [AARC),

AB-FR- sen(LRFA)=AC - ER - sen(LAER).
295 Comoos AIFE e AAFE sao isésceles, de base F'E, entdo

/IFE = /FEI,

20
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296

/RFA=/AER,
AB ER
AC ~ FR
298 Seja o ponto I’ a intersecio da reta por I paralela a I E com a reta I R. Pela semelhanca

AFI'R ~ AEIR

2

9 €Screve-se:

N

ER EI FI
FR FI' FI’

300

AB  FI
AC  FI"
301 Estudando os angulos nos AAF'E e I F'E encontra-se que:

/EFI' = /IFE = /FFEI,

ZIFI' = /BAC.

303 Pelo critério de semelhanca LAL vale:
ANIFT ~ ABAC.

304 Portanto,
/I'IF = /CBA.

305 Por outro lado, o quadrilatero BD 1 F é inscritivel pois a somas dos angulos opostos é 180°.
w6 Segue que:
ZFID = 180° — ZCBA.

307 Como ZFID + ZI'[ F = 180°, os pontos D, I e R s3o colineares.

A

-
1
1
1
1
JOMN:
—- — -
~

gcg u
_<
Uc/

low)
s
O¢-f--------

Figura 20. Resolucao do Problema 4. Versao interativa aqui.

21


https://www.geogebra.org/m/wf5gw28q

RMAT V. 2,N. 1 | 2024

308 O ultimo problema é da IMO 2009, realizada na cidade de Brémen, Alemanha. Este é o
w9 P4 da competicdo e o P16 da SL, proposto pela delegacdo da Bélgica (Djukic et al., 2011). Neste
o exploramos os conceitos de quadrilateros inscritiveis e reta polar.

3

am  Problema 5. Seja ABC um triangulo com AB = AC. As bissetrizes dos angulos ZC'AB
w2 e /ZABC encontram os lados BC e CAem D e E, respectivamente. Seja K o incentro do
s triangulo ADC'. Suponha-se que / BE K = 45°. Encontrar todos os valores possiveis do / BAC.

314

3

as A Figura 21 ilustra uma construcao geométrica inicial.

A

Figura 21. Uma construcao geométrica inicial do Problema 5. Versao interativa aqui.

316 De AB = AC o AABC(C é isosceles, de base BC', e AD é bissetriz, altura e mediana.
s» Denotam-se por I e L os incentros dos AABC e ABDA, respetivamente. Como AL e BL

»s SA0 bissetrizes e considerando o triangulo retangulo AD B, vale que:

/BAL = /LAD = a,

/ABL = /LBD = j3,
2(a+ B) =90°,
a+ [ =45°.
a2 O LALI é externoem L do AALB. Segue:

320

321

/ALI = /BAL + /ABL,

LALI = a+ = 45°.

224 Considerando a hipétese Z/BEK = 45° e areciproca de angulos alternos entre paralelas
»s encontra-se AL | EK. Sejaoponto L' = BI N DK. Como

LLULA=/L'DA = 45°

22
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2 entdo o quadrildtero ALDL' é inscritivel pela circunferéncia m. Portanto,

/LAL =180° — ZL'DL = 90°,

/AL'L = ZADL = 45°,
/LL'D = /LAD = a.

329 Adicionalmente, LL' é diametro de me AL = AL'. Sendo o segmento AK bissetriz do
w0 ZDAC tem-se:

328

/DAK = /ZKAC = «,
AK = AL = AL'.
3% O LAKI é externoem K do AAKC. Segue:

331

/AKI = /KAC + ZACK,

333

LALI = a + 3 = 45°.

334 Como AL || EK e ZLAL' = 90° o prolongamento do segmento K E é perpendicular com
ws AL’ . Sejamospontos P = AKNL'Ee@ = ACNL K. De

/PAQ = /PL'Q =a

s encontra-se que o quadrildtero APQL’ é inscritivel pela circunferéncia n. Podem acontecer
w dois casos: a) PQ || AL’ (Figura 22) e b) PQ }t AL’ (Figura 23). No caso a) PQ || AL’ segue
s que o quadrildtero APQL’ é um trapézio is6sceles e

AK = KL

Figura 22. Uma construcio geométrica do caso a) do Problema 5. Versao interativa aqui.
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39 Ou seja, 0 AAK L' é equilatero. Com isto,
ZAL'K = 60° = 45° + «,
h a = 15°,
h /BAC = 4a = 60°.
342 No caso b) PQ }y AL’ seja o ponto M = PQ N AL’ (Figura 23). Pelo Teorema 10 (Brocard)

«s K FE é areta polar do ponto M relativo a circunferéncia n. Como KE | AL’ entdo AL’ é

us  didmetro de n. Segue que:
ZL'PA = /ZL'QA = 90°.

345 Em outras palavras, neste caso o ponto E é ortocentro do AAK L. Pela soma dos angulos
us internos no AAP B, retangulo em P, pode ser escrito:
3a+ [ =90°,
347
200 + 45° = 90°,
348
200 = 45°,

349

ZBAC = 4a = 90°.

Figura 23. Uma construcdo geométrica do caso b) do Problema 5. Versio interativa aqui.

350 O anterior termina a resolucdo do problema. Isto é, ZBAC = 60° ou ZBAC = 90°.

4. COMENTARIOS FINAIS

351 Foi feita uma rapida introducdo de alguns conceitos basicos relativos aos teoremas da
2 bissetriz, assim como da divisao harménica. A seguir foram discutidos detalhadamente cinco
s problemas IMO. Espera-se que estes sirvam de apoio aos professores do Ensino Médio que se
+ aventuram em tépicos mais avancados e treinam estudantes para participar em olimpiadas.

a

3!

vy
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