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1. INTRODUÇÃO

Os teoremas da Bissetriz Interna e Externa, assim como da divisão harmônica, são pilares35

fundamentais para o estudo da Geometria. Neste artigo são resolvidos cinco problemas envol-36

vendo estes, mas sem a pretensão de esgotar o tema. Osmesmos foram propostos na Olimpíada37

Internacional de Matemática (IMO, International Mathematical Olympiad). Embora úteis, as38

resoluções apresentadas nos fóruns de problemas olímpicos não detalhammuitas transições, as39

quais ficam para o leitor. Os autores parecem supor que todos têm conhecimentos matemáticos40

suficientemente avançados. Adicionalmente, essas resoluções encontram-se frequentemente41

em inglês.42

Nossa apresentação visa que o material possa de fato ser lido e estudado por estudantes43

de língua portuguesa (e talvez espanhola) que preparam-se para as fases finais das olimpíadas44

nacionais ou internacionais. Esperamos também que a presente abordagem sirva de apoio aos45

professores do Ensino Médio que aventuram-se em tópicos mais avançados. Em comparação46

com outras soluções disponíveis, as discussões no artigo usam argumentos menos rebuscados47

e um número menor de transições a serem preenchidas pelo leitor.48

Um artigo da área de Educação Matemática (PEREIRA; SILVA, 2020) fez uma pesquisa49

bibliográfica das investigações realizadas a respeito de Bissetriz. Os resultados mostraram50

que a noção de lugar geométrico é pouco detalhada. Outras pesquisas apontaram que o51

ensino de Geometria Plana, utilizando o software GeoGebra, proporciona ricas possibilidades52

de visualização do processo de aprendizagem que são difíceis de serem trabalhadas em um53

ambiente comum (Silva, 2018), (Menegalli; Brandl, 2022), (Ferreira, 2010), (Pereira, 2012) e54

(Cruz; Filho, 2019).55

Para o leitor iniciante recomenda-se consultar os livros de Geometria (Neto, 2013), (Dolce,56

2013) e (Barbosa, 2007). De muita utilidade são as notas das aulas do Programa Olímpico57

de Treinamento, curso de Geometria, Nível 2, do Prof. Bruno Holanda (Holanda, 2011), do58

Prof. Rodrigo Pinheiro (Pinheiro, 2006) e do Prof. Cícero Thiago (Thiago, 2006). Também59

serviram como referência os livros de Geometria Analítica (Frensel; Crissaff, 2017) e Matemática60

Discreta (Morgado; Carvalho, 2015) adotados pelo Mestrado Profissional em Matemática em61

Rede Nacional (PROFMAT).62

Anteriormente discutimos outros conjuntos de problemas de olimpíadas internacionais de63

Matemática sobre a Desigualdade de Ptolomeu (Linares et al., 2022), Trigonometria (Linares;64

Bruno-Alfonso, 2023) e Áreas (Linares, 2024). Na Seção 2 é feita uma breve introdução de alguns65

conceitos básicos, utilizados neste trabalho. O leitor já familiarizado com a teoria pode passar66

diretamente para a Seção 3, onde são enunciados e resolvidos cinco problemas IMO.67

2. ALGUNS RESULTADOS BÁSICOS UTILIZADOS NESTE TRABALHO

Teorema 1 (Teorema da Bissetriz Interna). A Figura 1 mostra um triângulo ABC. A bissetriz68

interna AP do ∠A divide internamente o lado oposto BC na razão:69

BA

CA
=

BP

CP
, (1)

em que P é o ponto de interseção da bissetriz interna com o lado BC.70
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Figura 1. Guia para a demonstração do Teorema 1. Versão interativa aqui.

Prova. Traça-se a reta AB e uma reta paralela a AP passando por C. Chama-seD o ponto de71

interseção destas. Como AP ∥ CD, por alternos internos, segue que:72

∠PAC = ∠ACD = α

e, por Correspondentes, tem-se:73

∠BAP = ∠ADC = α.

De ∠ACD = ∠ADC encontra-se que o△ACD é isósceles de base CD. Logo,74

CA = DA.

Pelo Teorema de Tales vale que:75

BA

DA
=

BP

CP
.

Mas AD = AC, portanto,76

BA

CA
=

BP

CP
.

Teorema 2 (Teorema da Bissetriz Externa). Seja ABC um triângulo não isósceles e AQ, como77

Q ∈ BC, a bissetriz externa do ∠A (Figura 2). Então vale que:78

BA

CA
=

BQ

CQ
. (2)

79
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Figura 2. Guia para a demonstração do Teorema 2. Versão interativa aqui.

Prova. Sem perda de generalidade considera-se o caso em que AC > AB. Traça-se uma reta80

paralela a AQ passando por B. Chama-se B′ ao ponto de interseção desta com AC.81

Seja o pontoD ∈ AC e além de A. ComoQA ∥ BB′ valem as igualdades:82

∠QAB = ∠ABB′ = β (Alternos Internos),
83

∠DAQ = ∠AB′B = β (Correspondentes).

Como ∠ABB′ = ∠AB′B o triângulo ABB′ é isósceles de base BB′ e AB = AB′. Pelo84

Teorema de Tales tem-se:85

B′A

CA
=

BQ

CQ
.

Ou seja,86

BA

CA
=

BQ

CQ
.

Teorema 3 (Teorema da Bissetriz). Sejam ABC um triângulo não isósceles, P o ponto de87

interseção da bissetriz interna do ∠A com o lado BC e AQ, comoQ ∈ BC, a bissetriz externa88

do ∠A. Então vale que:89

BA

CA
=

BP

CP
=

BQ

CQ
. (3)

90

Prova. O resultado segue das equações (1) e (2).91

Proposição 4. A Figura 3 mostra um triângulo ABC. Seja I seu Incentro e Ia o centro da92

ex-circunferência correspondente ao lado BC. Seja E o ponto de interseção de AI com a circun-93

ferência circunscrita ao△ABC. Então,94

EB = EC = EI = EIa.

95
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Figura 3. Guia para a demonstração da Proposição 4. Versão interativa aqui.

Prova. Pela bissetriz em A e o quadrilátero inscritível ACEB tem-se:96

∠BAE = ∠CAE = ∠CBE = ∠BCE = α.

Portanto, o△EBC é isósceles, de base BC, e EB = EC. Além disso, da bissetriz em B,97

sejam ∠IBA = ∠IBC = β. Pela propriedade do ângulo externo,98

∠BIE = α + β.

Segue que, ∠BIE = ∠IBE, o△EBI é isósceles, de base BI, e EB = EI. Pela bissetriz99

externa em B, sejam100

∠JBIa = ∠CBIa = γ.

Como o ∠JBA = 180◦ tem-se que γ = 90◦ − β. Do △BJIa, retângulo em J , tem-se101

∠JIaB = β. Pela soma dos ângulos internos no△AJIa e o ângulo raso em B encontra-se:102

∠EBIa = ∠EIaB = 90◦ − α− β.

Isto é, o△EBIa é isósceles, de base BIa, e EB = EIa. Conclui-se que:103

EB = EC = EI = EIa.

Inspirada na segunda igualdade da (3) é feita a definição a seguir.104

Definiçao 5 (Divisão Harmônica). Seja um segmento BC. Os pontos P (no interior do segmento105

BC) e Q (na reta BC, mas no exterior do mesmo segmento) dividem harmonicamente o106

segmento BC quando:107

BP

CP
=

BQ

CQ
= k. (4)

Onde k é um número real não negativo e k ̸= 1. Os pontos P eQ também são chamados de108

conjugados harmônicos do segmento BC na razão k.109

5
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Quando k = 1 (BP = CP ) o ponto P é o ponto médio do segmentoBC e o pontoQ está110

no infinito. A Figura 4 permite acompanhar a dedução que segue.111

Figura 4. Divisão harmônica. Guia para o caso 0 ≤ k < 1 (BP < CP ). Versão interativa aqui.

Quando k = 0 vale que BP = BQ = 0. Isto é, os pontos P eQ coincidem no ponto B. Se112

0 < k < 1, então:113

PB + PC = BC, (5)
114

QC = QB +BC. (6)

Da equação (4) obtêm-se:115

PB = k · PC, (7)
116

QB = k ·QC. (8)

Substituindo (7) e (8) em (5) e (6), respectivamente, encontra-se:117

PC =
1

1 + k
BC, (9)

118

QC =
1

1− k
BC. (10)

Adicionalmente, substituindo (9) e (10) em (5) e (6), respectivamente, obtêm-se:119

PB =
k

1 + k
BC, (11)

120

QB =
k

1− k
BC. (12)

Da soma de (11) e (12) chega-se em:121

QP =
2k

1− k2
BC. (13)

A Figura 5 permite acompanhar a dedução que segue.122

Figura 5. Divisão harmônica. Guia para o caso k > 1 (BP > CP ). Versão interativa aqui.

6
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Se k > 1, então:123

PB + PC = BC, (14)
124

QB = QC +BC. (15)

Da equação (4) obtêm-se:125

PB = k · PC, (16)
126

QB = k ·QC. (17)

Substituindo (16) e (17) em (14) e (15), respectivamente, encontra-se:127

PC =
1

1 + k
BC, (18)

128

QC =
1

k − 1
BC. (19)

Adicionalmente, substituindo (18) e (19) em (14) e (15), respectivamente, obtêm-se:129

PB =
k

1 + k
BC, (20)

130

QB =
k

k − 1
BC. (21)

Da soma de (18) e (19) chega-se em:131

QP =
2k

k2 − 1
BC. (22)

Definiçao 6 (Inversão de ponto). Dados um plano l, uma circunferência i ∈ l, com centro O e132

raio r, e um ponto P ∈ l, o ponto P ′ que pertence a semirreta OP e satisfaz133

OP ′ ·OP = r2

é chamado inverso de P em relação a i (Figura 6). O pontoO é chamado “centro de inversão” e134

i é chamada de “circunferência de inversão”. Também utiliza-se a notação135

P ′ = Inv(P, i).

136

7
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Figura 6. Ilustração da Definição 6 e da construção dos pontos inversos P ′ eQ′.Quando S ∈ i ⇒ S′ = S. Versão
interativa aqui.

Definiçao 7 (Polo e Polar). Considera-se uma circunferência de inversão i de centro O e os137

pontos pares de inversão P e P ′. A reta g, perpendicular a OP ′ passando por P ′, é chamada138

Polar de P e o ponto P é denominado Polo de g (Figura 7).139

Figura 7. Guia para a Definição 7. Versão interativa aqui.

Teorema 8 (La Hire). Com referência a Figura 8, o ponto Q está na Polar de P (reta g) se, e140

somente se, P está na Polar deQ (reta k).141

8
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Figura 8. Guia para a demonstração do Teorema 8. Versão interativa aqui.

Prova. Considera-se inicialmente queQ ∈ g, e g é a Polar do Polo P, quer-se provar que P ∈ k,142

sendo k Polar do PoloQ. Da definição de inversão143

OP ·OP ′ = OQ ·OQ′ = OB2

e o ângulo comum ∠Q′OP = ∠P ′OQ tem-se, pelo critério de semelhança LAL, que:144

△OP ′Q ∼ △OQ′P.

Logo, ∠OQ′P = ∠OP ′Q = 90◦. Ou seja, P ∈ k. A prova da recíproca é análoga.145

Corolário 9 (Dualidade entre polares concorrentes e polos colineares). Com referência a Figura 9,146

sejaC = k∩ g. Se três pontos (Polos) são colineares, por exemplo P, Q eC ′, então suas Polares,147

g, k e n, são concorrentes e vice-versa.148

9
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Figura 9. Guia para a demonstração do Corolário 9. Versão interativa aqui.

Prova. Pelo Teorema 8 (La Hire) a Polar j do Polo C deve passar por P eQ. Assim como a Polar149

n de C ′ passa por C.150

Teorema 10 (Brocard). Seja ABCD um quadrilátero inscrito numa circunferência γ de centro151

O. Sejam os pontos Z = AB ∩ CD, Y = AD ∩ BC e P = AC ∩ BD. Então a reta Y P é152

a polar de Z relativo a γ e a reta PZ é a polar de Y relativo a γ. Ou seja, O é ortocentro do153

△ZY P (Figura 10).154

Figura 10. Ilustração do Teorema 10 (Brocard). Versão interativa aqui.

Prova. Sejam os pontosQ e S as interseções das tangentes em A e B e C eD, respetivamente155

(Figura 11). Pelo Teorema de Brianchon para quadriláteros os pontosQ, P, S e Y são colineares.156

Como os pontos Q e S são os polos das retas polares AB e DC e Z = AB ∩ DC, então,157

10
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pelo Teorema 8 (La Hire), a retaQS, que coincide com a reta Y P, é polar do ponto Z. Ou seja,158

Inv(Z, γ) = Z ′ ∈ Y P, O ∈ ZZ ′ e ∠Y Z ′Z = 90◦.159

Analogamente, sejam os pontos R e L as interseções das tangentes em A e D e B e C,160

respetivamente. Pelo Teorema de Brianchon para quadriláteros os pontos R, Z, L e P são161

colineares. Como os pontos R e L são os polos das retas polares AD e BC e Y = AD ∩BC,162

então, pelo Teorema 8 (La Hire), a retaRL, que coincide com a reta ZP, é polar do ponto Y. Ou163

seja, Inv(Y, γ) = Y ′ ∈ PZ, O ∈ Y Y ′ e ∠Y Y ′Z = 90◦. Portanto, O é ortocentro do△ZY P164

Figura 11. Demonstração do Teorema 10 (Brocard). Versão interativa aqui.

Proposição 11 (Divisão harmônica de ponto sobre polar). Seja i uma circunferência de raio r e165

centro O. Deixa-se P ser um ponto arbitrário e p sua reta polar. Considera-se uma reta g que166

passa por P e que intercepta i nos pontos C e D. Seja ainda o ponto Q = p ∩ g (Figura 12).167

Então os pontos P eQ dividem harmonicamente o segmento CD. Isto é, vale:168

DP

PC
=

DQ

QC
.

169

11
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Figura 12. Ilustração da Proposição 11. Versão interativa aqui.

O ponto P pode estar dentro ou fora da circunferência. Uma demonstração utilizando170

geometria analítica está disponível aqui.171

3. PROBLEMAS OLÍMPICOS RESOLVIDOS

A seguir abordamos um problema da IMO 1959, realizada na cidade de Bucareste, capital172

da Romênia. Este é o P5 da competição, proposto pela delegação da Romênia (Djukic et al.,173

2011). Neste exploramos os conceitos de bissetriz, semelhança e lugar geométrico.174

Problema 1. É dado um segmentoAB e nele umpontoM.Domesmo lado deAB são construídos175

os quadrados AMCD e BMFE. As circunferências circunscritas dos dois quadrados, cujos176

centros são P eQ, cruzam-se emM eN. (a) Provar que as retas FA e BC interceptam-se em177

N. (b) Provar que todas as retasMN passam por um ponto S, independentemente da seleção178

deM. (c) Encontrar o lugar geométrico dos pontos médios de todos os segmentos PQ, à medida179

queM varia ao longo do segmento AB.180

A Figura 13 mostra uma construção geométrica inicial.181

12
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Figura 13. Construção geométrica inicial para o Problema 1. Versão interativa aqui.

(a) ComoAM = MC,∠FMA = ∠BMC = 90◦ eMF = MB, pelo critério de congruên-182

cia LAL, segue:183

△FMA ≡ △BMC.

Isto é, uma rotação de 90◦, centrada no pontoM, transforma o△BMC no△FMA. Sendo184

que o segmento BC gira 90◦ para virar o segmento FA tem-se que:185

∠CNF = 90◦.

Adicionalmente, AC e BF são diâmetros das circunferência k e r circunscritas aos quadra-186

dos AMCD eMBEF, respetivamente. Logo,187

∠ANC = ∠BNF = 90◦.

Os resultados anteriores eN ponto comum de k e r levam aN = AF ∩BC.188

(b) Como BF é diâmetro no quadradoMBEF, segue que ∠MFB = 45◦ (Figura 14). O189

quadrilátero BMNF está inscrito em r, logo190

∠MNB = ∠MFB = 45◦.

De ∠ANC = 90◦ segue que:191

∠ANM = ∠MNB = 45◦.

Ou seja, a retaMN é bissetriz do∠ANB. SendoMN bissetriz intercepta, pela segunda vez,192

a circunferência circunscrita s do△ABN num ponto fixo S tal que AS = BS (Proposição 4).193

Isto é, a localização de S não depende da posição deM em AB. A versão interativa da figura a194

seguir permite verificar esse fato.195

13
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Figura 14. Construção geométrica para o Problema 1. Versão interativa aqui.

(c) Neste item serão utilizados conhecimentos de Geometria Analítica. Seja 0 ≤ t ≤ 1 um196

parâmetro real. Suponha-se que as coordenadas cartesianas dos pontos A, M e B sejam:197

A = (0, 0),
198

M = (t, 0),
199

B = (1, 0).

A posição dos centros P eQ dos quadrados AMCD eMBEF, respetivamente, será:200

P =

(
t

2
,
t

2

)
= (Px, Py),

201

Q =

(
t+

1− t

2
,
1− t

2

)
=

(
1 + t

2
,
1− t

2

)
= (Qx, Qy).

Seja Y o ponto médio do segmento PQ. Então calcula-se:202

Y =

(
Px +Qx

2
,
Py +Qy

2

)
,

203

Y =

(
1 + 2t

4
,
1

4

)
.

Isto é, o lugar geométrico do ponto Y é um segmento de reta entre os pontos:204 (
1

4
,
1

4

)
(t = 0),

205 (
3

4
,
1

4

)
(t = 1).

O segundo problema discutido é da IMO 1965, realizada na cidade de Berlim, capital da206

Alemanha. Este é o P5 da competição, proposto pela delegação da Romênia (Djukic et al., 2011).207

Neste exploramos o Teorema de Tales e a semelhança de triângulos.208

14
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Problema2. Dadoum triânguloOAB tal que∠AOB < 90◦, sejaM ̸= O umponto arbitrário do209

triângulo. Denotam-se por P eQ os pés das perpendiculares deM aOA eOB, respetivamente.210

Seja H o ortocentro do△OPQ. Encontrar o lugar geométrico dos pontos H quando: (a)M211

pertence ao segmento AB; (b)M pertence ao interior do△OAB.212

A Figura 15 ilustra uma construção geométrica para o item (a).213

Figura 15. Uma construção geométrica para o item (a) do Problema 2. Versão interativa aqui.

Sejam P ′ e Q′ os pés das alturas dos pontos P e Q relativas aos lados OB e OA, respe-214

tivamente. Analogamente, sejam A′ e B′ os pés das alturas dos pontos A e B relativas aos215

lados OB e OA, respetivamente. Pela definição de ortocentro tem-se queH = PP ′ ∩QQ′.216

Intuitivamente verifica-se que, quando M = A, então P = M = A e Q = P ′ = A′ = H.217

Adicionalmente, quando M = B, então Q = M = B e P = Q′ = B′ = H. Isto leva a218

conjeturar queH ∈ A′B′.219

Por serem perpendiculares ao lado OA segue que PM ∥ B′B ∥ Q′Q. Analogamente,220

sendo perpendiculares ao ladoOB encontra-se queQM ∥ A′A ∥ P ′P. Pela ida do Teorema de221

Tales para as transversais AB′ e AB vale:222

B′P

B′A
=

BM

BA
.

Pela semelhança△BMQ ∼ △BAA′ encontra-se:223

B′P

B′A
=

BM

BA
=

MQ

AA′ .

Nota-se ainda que o quadrilátero MPHQ é um paralelogramo. Isto é, MP = QH e224

MQ = PH. Ou seja,225

B′P

B′A
=

BM

BA
=

MQ

AA′ =
PH

AA′ ,
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226

B′P

B′A
=

PH

AA′ .

A última equação e ∠HPB′ = ∠A′AB′ (PH ∥ AA′) levam, pelo critério de semelhança227

LAL, a△HPB′ ∼ △A′AB′. Portanto,H ∈ A′B′. Em outras palavras, o lugar geométrico dos228

pontosH quandoM pertence ao segmento AB é o segmento A′B′.229

A Figura 16 ilustra uma construção geométrica para o item (b). Pelo resultado discutido no230

item (a), quandoM está em qualquer lugar do interior do△OAB, então o lugar geométrico231

dos pontosH é no interior do△OA′B′.232

Figura 16. Uma construção geométrica para o item (b) do Problema 2. Versão interativa aqui.

A seguir abordamos um problema da IMO 1991, que foi realizada na cidade de Sigtuna,233

Suécia. Este é o P1 da competição e o P6 da SL, proposto pela delegação da antiga União Soviética234

(Djukic et al., 2011). Neste exploramos o Teorema da Bissetriz Interna e a desigualdade das235

médias aritmética e geométrica.236

Problema 3. Seja o triângulo ABC arbitrário. Provar a desigualdade:237

1

4
<

IA · IB · IC
lA · lB · lC

≤ 8

27
,

onde I é o incentro e lA, lB e lC são os comprimentos das bissetrizes internas dos ângulos do238

△ABC.239

A Figura 17 ilustra uma construção geométrica inicial.240
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Figura 17. Uma construção geométrica inicial do Problema 3. Versão interativa aqui.

Sejam BC = a, CA = b e AB = c as medidas dos lados e A1, B1 e C1 a intersecção das241

bissetrizes internas com os lados BC, CA e AB, respetivamente. Isto é, lA = AA1, lB = BB1242

e lC = CC1. Pelo Teorema da Bissetriz Interna relativo a bissetriz AA1 tem-se:243

BA1

A1C
=

c

b
.

Seja BA1 = x. Logo, A1C = a− x. Portanto,244

x

a− x
=

c

b
,

245

x = BA1 =
ac

b+ c
,

246

a− x = A1C =
ab

b+ c
.

Adicionalmente, pelo Teorema da Bissetriz Interna, relativo a bissetriz BI, segue:247

IA

IA1

=
c

x
.

Substituindo x dos resultados anteriores encontra-se:248

IA

IA1

=
b+ c

a
.

Portanto, a fração de interesse pode ser escrita como:249

IA

lA
=

IA

IA+ IA1

=
IA
IA1

IA
IA1

+ 1
=

17
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250

=
b+c
a

b+c
a

+ a
a

=
b+ c

a+ b+ c
.

Analogamente,251

IB

lB
=

c+ a

a+ b+ c
,

252
IC

lC
=

a+ b

a+ b+ c
.

Segue que:253

IA · IB · IC
lA · lB · lC

=
(b+ c)(c+ a)(a+ b)

(a+ b+ c)3
.

Sejam A′, B′ e C ′ as projeções ortogonais de I sobre os lados BC, CA e AB, respetiva-254

mente (Figura 18). Então,255

C ′B = BA′ = m > 0,
256

A′C = CB′ = n > 0,
257

B′A = AC ′ = p > 0,
258

a = m+ n,
259

b = n+ p,
260

c = p+m.

Em função dem, n e p a fração de interesse transforma-se em:261

IA · IB · IC
lA · lB · lC

=
(n+ 2p+m)(p+ 2m+ n)(m+ 2n+ p)

8(m+ n+ p)3
.

A desigualdade no enunciado do problema pode ser reescrita como:262

2 <
(n+ 2p+m)(p+ 2m+ n)(m+ 2n+ p)

(m+ n+ p)3
≤ 64

27
.

Para demonstrar a validade do lado direito escreve-se:263

(n+ 2p+m)(p+ 2m+ n)(m+ 2n+ p) ≤
(
4(m+ n+ p)

3

)3

,

264

3
√

(n+ 2p+m)(p+ 2m+ n)(m+ 2n+ p) ≤ 4(m+ n+ p)

3
,

265

3
√

(n+ 2p+m)(p+ 2m+ n)(m+ 2n+ p) ≤ (n+ 2p+m) + (p+ 2m+ n) + (m+ 2n+ p)

3
.

O resultado anterior é verdadeiro pela aplicação da desigualdade entre as médias geomé-266

trica e aritmética aos números positivos n+ 2p+m, p+ 2m+ n em+ 2n+ p. A igualdade267

acontece quandom = n = p. Ou seja, para a = b = c. Para demonstrar a validade do lado268

esquerdo escreve-se:269

2(m+ n+ p)3 < (n+ 2p+m)(p+ 2m+ n)(m+ 2n+ p).

18
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Com a mudança de variável T = m+ n+ p a desigualdade anterior é reescrita como:270

2T 3 < (T + p)(T +m)(T + n),
271

2T 3 < T 3 + (m+ n+ p)T 2 + (mn+ np+ pm)T + pmn,
272

2T 3 < 2T 3 + (mn+ np+ pm)T + pmn,
273

0 < (mn+ np+ pm)T + pmn.

A última linha é verdadeira pois todas as variáveis envolvidas são números positivos.274

Figura 18. Uma construção geométrica do Problema 3. Versão interativa aqui.

O quarto problema é da IMO 2005, realizada na cidade de Mérida, no México. Este é o P19275

da SL, proposto pela delegação da Rússia (Djukic et al., 2011). Neste exploramos os conceitos de276

incentro, divisão harmônica, trapézio isósceles e semelhança de triângulos.277

Problema 4. A mediana AM dum triângulo ABC intercepta seu incírculo w nos pontosK e L.278

As retas que passam porK eL paralelas aBC cruzamw novamente emX e Y, respetivamente.279

As linhas AX e AY interceptam BC em P eQ. Provar que BP = CQ.280

A Figura 19 ilustra uma construção geométrica inicial.281
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Figura 19. Uma construção geométrica inicial do Problema 4. Versão interativa aqui.

Denotam-se porD, E e F os pontos de tangência de w com BC, CA e AB, respectiva-282

mente. Sejam os pontos I o incentro, Y ′ = AX ∩ LY e R = AM ∩ EF (Figura 20). Como a283

reta EF é a polar do ponto A em relação w, então A, R, K e L são conjugados harmônicos284

(Proposição 11). Ou seja,285

KR

RL
=

KA

AL
.

Como BC ∥ KX ∥ LY ′ e o critério de semelhança AA, então vale:286

△AKX ∼ △ALY ′,
287

KA

AL
=

KX

LY ′ .

Portanto,288

KR

RL
=

KX

LY ′ .

DeKX ∥ Y L segue que o quadrilátero inscritoKXLY é um trapézio isósceles. Ou seja,289

KY = XL eXY = KL. Quer-se provar que BQ = PC. ComoM é ponto médio isto implica290

queQM = MP. Se LY = LY ′, então da semelhança291

△KXR ∼ △LY R

encontra-se R ∈ XY. ComoDI é o eixo de simetria deKXLY, bastará provar que R ∈ DI.292

Por hipótese, R é um ponto da mediana AM. Logo, vale a igualdade de áreas:293

[△ARB] = [△ARC],
294

AB · FR · sen (∠RFA) = AC · ER · sen (∠AER).

Como os△IFE e△AFE são isósceles, de base FE, então295

∠IFE = ∠FEI,
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296

∠RFA = ∠AER,
297

AB

AC
=

ER

FR
.

Seja o ponto I ′ a interseção da reta por F paralela a IE com a reta IR. Pela semelhança298

△FI ′R ∼ △EIR

escreve-se:299
ER

FR
=

EI

FI ′
=

FI

FI ′
,

300
AB

AC
=

FI

FI ′
.

Estudando os ângulos nos△AFE e IFE encontra-se que:301

∠EFI ′ = ∠IFE = ∠FEI,
302

∠IFI ′ = ∠BAC.

Pelo critério de semelhança LAL vale:303

△IFI ′ ∼ △BAC.

Portanto,304

∠I ′IF = ∠CBA.

Por outro lado, o quadriláteroBDIF é inscritível pois a somas dos ângulos opostos é 180◦.305

Segue que:306

∠FID = 180◦ − ∠CBA.

Como ∠FID + ∠I ′IF = 180◦, os pontosD, I e R são colineares.307

Figura 20. Resolução do Problema 4. Versão interativa aqui.
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O último problema é da IMO 2009, realizada na cidade de Brémen, Alemanha. Este é o308

P4 da competição e o P16 da SL, proposto pela delegação da Bélgica (Djukic et al., 2011). Neste309

exploramos os conceitos de quadriláteros inscritíveis e reta polar.310

Problema 5. Seja ABC um triângulo com AB = AC. As bissetrizes dos ângulos ∠CAB311

e ∠ABC encontram os lados BC e CA em D e E, respectivamente. Seja K o incentro do312

triânguloADC. Suponha-se que∠BEK = 45◦. Encontrar todos os valores possíveis do∠BAC.313

314

A Figura 21 ilustra uma construção geométrica inicial.315

Figura 21. Uma construção geométrica inicial do Problema 5. Versão interativa aqui.

De AB = AC o △ABC é isósceles, de base BC, e AD é bissetriz, altura e mediana.316

Denotam-se por I e L os incentros dos△ABC e△BDA, respetivamente. Como AL e BL317

são bissetrizes e considerando o triângulo retângulo ADB, vale que:318

∠BAL = ∠LAD = α,
319

∠ABL = ∠LBD = β,
320

2(α + β) = 90◦,
321

α + β = 45◦.

O ∠ALI é externo em L do△ALB. Segue:322

∠ALI = ∠BAL+ ∠ABL,
323

∠ALI = α + β = 45◦.

Considerando a hipótese ∠BEK = 45◦ e a recíproca de ângulos alternos entre paralelas324

encontra-se AL ∥ EK. Seja o ponto L′ = BI ∩DK. Como325

∠L′LA = ∠L′DA = 45◦,
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então o quadrilátero ALDL′ é inscritível pela circunferênciam. Portanto,326

∠LAL′ = 180◦ − ∠L′DL = 90◦,
327

∠AL′L = ∠ADL = 45◦,
328

∠LL′D = ∠LAD = α.

Adicionalmente, LL′ é diâmetro dem e AL = AL′. Sendo o segmento AK bissetriz do329

∠DAC tem-se:330

∠DAK = ∠KAC = α,
331

AK = AL = AL′.

O ∠AKI é externo emK do△AKC. Segue:332

∠AKI = ∠KAC + ∠ACK,
333

∠ALI = α + β = 45◦.

Como AL ∥ EK e ∠LAL′ = 90◦ o prolongamento do segmentoKE é perpendicular com334

AL′. Sejam os pontos P = AK ∩ L′E eQ = AC ∩ L′K. De335

∠PAQ = ∠PL′Q = α

encontra-se que o quadrilátero APQL′ é inscritível pela circunferência n. Podem acontecer336

dois casos: a) PQ ∥ AL′ (Figura 22) e b) PQ ∦ AL′ (Figura 23). No caso a) PQ ∥ AL′ segue337

que o quadrilátero APQL′ é um trapézio isósceles e338

AK = KL′.

Figura 22. Uma construção geométrica do caso a) do Problema 5. Versão interativa aqui.
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Ou seja, o△AKL′ é equilátero. Com isto,339

∠AL′K = 60◦ = 45◦ + α,
340

α = 15◦,
341

∠BAC = 4α = 60◦.

No caso b) PQ ∦ AL′ seja o pontoM = PQ ∩ AL′ (Figura 23). Pelo Teorema 10 (Brocard)342

KE é a reta polar do ponto M relativo a circunferência n. Como KE ⊥ AL′, então AL′ é343

diâmetro de n. Segue que:344

∠L′PA = ∠L′QA = 90◦.

Em outras palavras, neste caso o ponto E é ortocentro do△AKL′. Pela soma dos ângulos345

internos no△APB, retângulo em P, pode ser escrito:346

3α + β = 90◦,
347

2α + 45◦ = 90◦,
348

2α = 45◦,
349

∠BAC = 4α = 90◦.

Figura 23. Uma construção geométrica do caso b) do Problema 5. Versão interativa aqui.

O anterior termina a resolução do problema. Isto é, ∠BAC = 60◦ ou ∠BAC = 90◦.350

4. COMENTÁRIOS FINAIS

Foi feita uma rápida introdução de alguns conceitos básicos relativos aos teoremas da351

bissetriz, assim como da divisão harmônica. A seguir foram discutidos detalhadamente cinco352

problemas IMO. Espera-se que estes sirvam de apoio aos professores do Ensino Médio que se353

aventuram em tópicos mais avançados e treinam estudantes para participar em olimpíadas.354
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