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Resumo
Cinco problemas propostos para a Olimpíada Internacional de Matemática são discutidos em detalhe. Apresenta-se
uma introdução dos conteúdos relativos a paralelogramos. As demonstrações envolvidas nas resoluções são
complementadas pela disponibilização dos respectivos links das figuras interativas, utilizando o GeoGebra. É
esperado que o artigo possa ser apreciado tanto por estudantes que preparam-se para as fases finais de competições
nacionais ou internacionais, quanto por professores de matemática que atuam no ensino médio e interessem-se
em problemas mais desafiadores.

Palavras-chave: Olimpíadas internacionais de Matemática. GeoGebra. Problemas resolvidos. Ensino Médio e
Universitário. Geometria.

Abstract
Five problems proposed for the International Mathematics Olympiad are discussed in detail. An introduction to the
contents relating to parallelograms are presented. The demonstrations involved in the solutions are complemented
by the availability of the respective links to the interactive figures, using GeoGebra. It is expected that the article
can be appreciated both by students preparing for the final stages of national or international competitions, and by
teachers who work in teaching and are interested in more challenging problems.

Keywords: International Mathematics Olympiads. GeoGebra. Problems resolved. High School and University.
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Resumen
Se analizan en detalle cinco problemas propuestos para la Olimpiada Internacional de Matemáticas. Se presenta
una introducción a los contenidos relacionados con los paralelogramos. Las demostraciones involucradas en las
soluciones se complementan con la disponibilidad de los respectivos enlaces a las figuras interactivas, utilizando
GeoGebra. Se espera que el artículo pueda ser apreciado tanto por estudiantes que se preparan para las etapas
finales de competencias nacionales o internacionales, como por profesores que trabajan en la docencia y están
interesados em problemas más desafiantes.

Palabras-Clave: Olimpíadas Internacionales de Matemáticas. GeoGebra. Problemas resueltos. Escuela Secundaria
y Universidad. Geometría.
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1. INTRODUÇÃO

Paralelogramos são quadriláteros com as seguintes propriedades: lados opostos paralelos econgruentes, ângulos opostos congruentes e as diagonais bissetam-se nos seus pontos médiosrespectivos. Adicionalmente, cada uma das diagonais por separado divide o paralelogramo emdois triângulos congruentes. Essas propriedades permitem resolver problemas envolvendo me-didas de ângulos, comprimentos de lados e perímetros de figuras, além de relações geométricasem situações mais complexas, como o cálculo de áreas e volumes em geometria tridimensional.Neste artigo são apresentados e resolvidos cinco problemas envolvendo paralelogramos,mas sema pretensão de esgotar o tema. Osmesmos forampropostos naOlimpíada Internacionalde Matemática (IMO, International Mathematical Olympiad). Embora úteis, as resoluçõesapresentadas nos fóruns de problemas olímpicos não detalham muitas transições, as quaisficam para o leitor. Os autores parecem supor que todos têm conhecimentos matemáticossuficientemente avançados. Adicionalmente, essas resoluções encontram-se frequentementeem inglês.Nossa apresentação visa que o material possa de fato ser lido e estudado por estudantesde língua portuguesa (e talvez espanhola) que preparam-se para as fases finais das olimpíadasnacionais ou internacionais. Esperamos também que a presente abordagem sirva de apoio aosprofessores de matemática do Ensino Médio que aventuram-se em tópicos mais avançados.Em comparação com outras resoluções disponíveis, as discussões no artigo usam argumentosmenos rebuscados e um número menor de transições a serem preenchidas pelo leitor.Várias publicações estudaram como os estudantes aprendem a definição e as propriedadesdos paralelogramos (Santos; Santos, 2019), (ARAÚJO; SILVA; BELLEMAIN, 2020), (VILAÇA, 2020).Outras pesquisas apontaram que o ensino de Geometria Plana, utilizando o software GeoGebra,proporciona ricas possibilidades de visualização do processo de aprendizagem que são difíceisde serem trabalhadas em um ambiente comum (Silva, 2018), (Menegalli; Brandl, 2022), (Ferreira,2010), (Pereira, 2012), (Cruz; Filho, 2019) e (Alves, 2020).Para o leitor iniciante recomenda-se consultar os livros de Geometria (Muniz-Neto, 2013),(Dolce, 2013) e (Barbosa, 2007). De muita utilidade são as notas das aulas do Programa Olímpicode Treinamento, curso de Geometria, Nível 2, do Prof. Bruno Holanda (Holanda, 2011), doProf. Rodrigo Pinheiro (Pinheiro, 2006) e do Prof. Cícero Thiago (Thiago, 2006). Tambémserviram como referência os livros de Geometria Analítica (Frensel; Crissaff, 2017) e MatemáticaDiscreta (Morgado; Carvalho, 2015) adotados pelo Mestrado Profissional em Matemática emRede Nacional (PROFMAT).Anteriormente discutimos outros conjuntos de problemas de olimpíadas internacionaisde Matemática sobre o Teorema de Ptolomeu (Linares et al., 2022), Incírculos e ex-incírculos(Linares; Santos; Jesus, 2021) e Desigualdades (Linares; Bruno-Alfonso; Barbosa, 2020). NaSeção 2 é feita uma breve introdução de alguns conceitos básicos, utilizados neste trabalho. Oleitor já familiarizado com a teoria pode passar diretamente para a Seção 3, onde são enunciadose resolvidos cinco problemas IMO.
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2. ALGUNS RESULTADOS BÁSICOS UTILIZADOS NESTE TRABALHO

Definição 1 (Paralelogramo). Quadrilátero com dois pares distintos de lados paralelos.

Proposição 2. Se AB = CD e AB ∥ CD, então ABCD é um paralelogramo.

A Figura 1 mostra uma construção geométrica para a Proposição 2.

Figura 1. Construção geométrica para a Proposição 2. Versão interativa aqui.

Prova. Por alternos entre paralelas tem-se: ∠ABD = ∠CDB. Pelo critério de congruência LAL
segue que△ABD ≡ △CDB. Logo, AD = CB.

A Figura 2 mostra duas transformações isométricas. Isto é, aquelas em que as distânciasentre os pontos não mudam. O △B′C ′D′ é obtido pela reflexão do △BCD na reta BC. Areflexão do△BCD relativo a mediatriz do segmento BC resulta no△B′′C ′′D′′, coincidentecom o△DAB.
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Figura 2. Duas transformações isométricas relativas à Proposição 2. Versão interativa aqui.

Proposição 3. Num Paralelogramo valem as seguintes propriedades: i) Os ângulos opostos são
congruentes; ii) Os lados opostos são igual medida; iii) As diagonais cortam-se nos seus pontos
médios.

A Figura 3 mostra uma primeira construção geométrica para a Proposição 3.

Figura 3. Primeira construção geométrica para a Proposição 3. Versão interativa aqui.

Prova. i) Por correspondentes entre paralelas vale: ∠ADC = ∠BCE. Por alternos internos
entre paralelas tem-se: ∠BCE = ∠ABC. Logo, ∠ADC = ∠ABC. Analogamente, mostra-se
que: ∠DAB = ∠BCD.

ii) Traça-se a diagonal AC. Por serem alternos internos entre paralelas tem-se: ∠DAC =
∠ACB. Os triângulosABC e CDA são congruentes pelo critério LAAo. Segue que CB = AD,
AB = CD e ∠BAC = ∠DCA.
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iii) É construída a diagonal BD e marcado o pontoM = AC ∩BD. Por alternos internos
entre paralelas ∠ABD = ∠CDB e por opostos pelo vértice ∠AMD = ∠CMB. Pelo critério
de congruência ALA tem-se: △ADM ≡ △CBM. Logo, AM = MC e BM = MD. Em
palavras, as diagonais interceptam-se nos seus pontos médios (Figura 4).

Figura 4. Segunda construção geométrica para a Proposição 3. Versão interativa aqui.

Teorema 4 (Relação de Stewart). Seja D um ponto no lado BC do triângulo ABC. Sejam
BC = a, CA = b, AB = c, BD = x, CD = y e AD = z. Vale que:

b2

y
+

c2

x
= a+ z2

(
1

x
+

1

y

)
.

Ou equivalentemente:

z2 =
b2

a
x+

c2

a
y − xy. (1)

Esta relação permite encontrar o comprimento de uma ceviana AD sem precisar conheceros ângulos por ela determinados. Em geometria, as cevianas são segmentos de retas que partemde um vértice do triângulo até um ponto no lado oposto. Medianas, alturas e bissetrizes sãocasos particulares de cevianas. A Figura 5 permite acompanhar a prova.
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Figura 5. Guia para a demonstração do Teorema 4. Versão interativa aqui.

Prova. Pela Lei dos Cossenos no△ABD tem-se:

c2 = x2 + z2 − 2xz cos(180◦ − α).

Mas cos(180◦ − α) = − cos(α). Logo,

c2 = x2 + z2 + 2xz cos(α),

c2

x
= x+

z2

x
+ 2z cos(α). (2)

Pela Lei dos Cossenos no△ACD tem-se:

b2 = y2 + z2 − 2yz cos(α),

b2

y
= y +

z2

y
− 2z cos(α). (3)

Pela adição de (2) e (3) segue:
b2

y
+

c2

x
= x+ y + z2

(
1

x
+

1

y

)
= a+ z2

a

xy
,

b2x+ c2y

axy
= 1 +

z2

xy
,

z2 =
b2x+ c2y

a
− xy.

Ainda com referência a Figura 5, no caso em queD é o ponto médio deBC vale x = y =
a

2
e z = ma (mediana relativa ao vértice A). Utilizando (1) encontra-se:

m2
a =

b2 + c2

2
− a2

4
.
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3. PROBLEMAS OLÍMPICOS RESOLVIDOS

A seguir abordamos um problema da IMO 1967, realizada na cidade de Cetinje, antigaIugoslávia, atual República de Montenegro. Este é o P4 lista longa (LL), proposto pela delegaçãoda Bulgária (Djukic et al., 2011). Neste exploramos os conceitos de paralelogramo, desigualdadese a relação de Stewart.
Problema 1. Suponha-se que as medianasma emb no triânguloABC sejam ortogonais. Provar
que: (a) As medianas correspondem aos lados de um triângulo retângulo. (b) A desigualdade

5(a2 + b2 − c2) ≥ 8ab

é válida, onde a, b e c são comprimentos dos lados do triângulo ABC.

A Figura 6 ilustra uma construção geométrica inicial.

Figura 6. Construção geométrica inicial para o Problema 1. Versão interativa aqui.

(a) Sejam ABCD um paralelogramo, G = ma ∩ mb e J, K e L os pontos médios dossegmentos AC, BC e CD, respetivamente (Figura 7). O segmento JK é base média do
△ABC. Logo, JK ∥ AB ∥ LC e

JK = LC =
c

2
.

Segue que JKCL é um paralelogramo, JL ∥ KC ∥ BK e
JL = KC = BK =

a

2
.

Com isto, JBKL também é um paralelogramo eKL = BJ = mb. Por correspondentesentre paralelas
∠LKA = ∠JGA = 90◦.
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Sejamc a mediana relativa ao vértice C no△ABC e L′ o ponto médio do lado AB. Como
AL′ ∥ LC e AL′ = LC =

c

2
, então AL′CL é um paralelogramo. Segue que AL = L′C = mc.

Ou seja, as medidas dos lados do△AKL, retângulo emK, são iguais as medianasma, mb e
mc do△ABC.

Figura 7. Construção geométrica para o Problema 1. Versão interativa aqui.

(b) Pelo Teorema 4 (Relação de Stewart) pode ser escrito:
4m2

a = 2b2 + 2c2 − a2, (4)
4m2

b = 2c2 + 2a2 − b2, (5)
4m2

c = 2a2 + 2b2 − c2. (6)
Somando (4) e (5) encontra-se:

4(m2
a +m2

b) = a2 + b2 + 4c2. (7)
Do△AKL, retângulo emK, segue quem2

c = m2
a +m2

b . Logo, (7) transforma-se em:
4m2

c = a2 + b2 + 4c2. (8)
De (6) e (8) encontra-se:

2a2 + 2b2 − c2 = a2 + b2 + 4c2,

a2 + b2 = 5c2,

a2 + b2 − 5c2 = 0.

Somando e subtraindo 4(a2 + b2) segue:
5(a2 + b2 − c2) = 4(a2 + b2). (9)
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De (a− b)2 ≥ 0 tem-se:
a2 − 2ab+ b2 ≥ 0,

a2 + b2 ≥ 2ab,

4(a2 + b2) ≥ 8ab. (10)
Portanto, juntando (9) e (10) conclui-se:

5(a2 + b2 − c2) ≥ 8ab.

A IMO 1967 foi realizada na cidade de Cetinje, antiga Iugoslávia, atual República de Mon-tenegro. O problema a seguir foi o P8 da LL, P1 da competição e proposto pela delegação daantiga Checoslováquia (Djukic et al., 2011). Neste exploramos os conceitos de paralelogramo,trigonometria e a Lei dos Senos.
Problema 2. Sejam ABCD um paralelogramo; AB = a, AD = 1, ∠DAB = α e os três
ângulos do△ABD agudos. Provar que as quatro circunferências ka, kb, kc e kd, cada uma de
raio 1, cujos centros são os vértices A, B, C eD, cobrem o paralelogramo se, e somente se,

a ≤ cos(α) +
√
3 sen (α).

A Figura 8 ilustra uma construção geométrica inicial.

Figura 8. Construção geométrica inicial para o Problema 2. Versão interativa aqui.

A seguir são discutidos detalhes da construção da figura anterior. SejaM o ponto médiodo segmento AB. Traça-se uma circunferênciam centrada emM e de raioMA. Para garantirque o △ABD seja acutângulo o ponto D deve estar localizado fora de m. O caso limite équandoD ∈ m que corresponde a ∠ADB = γ = 90◦. Traça-se ka eD ∈ ka. O ponto C ficadeterminado pela interseção das paralelas a AB passando por D e a AD passando por B.Sendo o△ABD acutânguloDM > AM = BM e para garantir que ka e kb cubram todos ospontos do segmento AB deve-se ter a ≤ 2.
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SejaX um ponto no interior ou na fronteira do paralelogramo ABCD. X é coberto porpelo menos uma das circunferências ka, kb, kc ou kd (todas de raio 1) quando XA ≤ 1 ou
XB ≤ 1 ou XC ≤ 1 ou XD ≤ 1. Como ABCD é um paralelogramo vale a congruência:
△ABD ≡ △CBD. O problema pode ser estudado no△ABD e resultados análogos serãoválidos para o△CBD.SejamO e r centro e raio do circuncírculo do△ABD eX um ponto no interior do mesmotriângulo. X é coberto por pelo menos uma das circunferências ka, kb ou kd quandoXA ≤ rouXB ≤ r ouXD ≤ r (Figura 9). Portanto, deve-se ter r ≤ 1. Pelo△DOA (equilátero para
r = 1) segue ∠DOA ≥ 60◦ (ângulo central) e ∠DBA = β ≥ 30◦ (ângulo inscrito).Pela Lei dos Senos aplicada no△ABD escreve-se:

a

sen (γ)
= 2r.

Mas γ = 180◦ − α− β e
sen (180◦ − α− β) = sen (α + β).

Logo,
a

sen (α + β)
= 2r,

a = 2r sen (α + β).

Como 180◦ > α+ β ≥ 90◦ o máximo da função seno acontece para o menor valor de β.Logo,
r sen (α + β) ≤ 1 · sen (α + 30◦),

a ≤ 2 sen (α + 30◦).

Utilizando a identidade trigonométrica para o seno da soma de dois ângulos segue:
a ≤ 2( sen (α) cos(30◦) + sen (30◦) cos(α)),

a ≤ 2

(
sen (α)

√
3

2
+

1

2
cos(α)

)
,

a ≤
√
3 sen (α) + cos(α).
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Figura 9. Construção geométrica para o Problema 2. Versão interativa aqui.

A IMO 1982 foi realizada na cidade de Budapeste, capital da Hungria. O problema que seguefoi o P9 da SL e proposto pela delegação do Reino Unido (Djukic et al., 2011). Neste exploramosos conceitos de paralelogramo, base média e circuncentro.
Problema 3. Sejam ABC um triângulo e P um ponto dentro dele tal que:

∠PAC = ∠CBP.

Sejam L e M os pés das perpendiculares de P a BC e CA, respectivamente. Seja D o
ponto médio de AB. Provar queDL = DM.

A Figura 10 ilustra uma construção geométrica inicial.

Figura 10. Construção geométrica inicial para o Problema 3. Versão interativa aqui.
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Para implementar, de forma interativa, a hipótese ∠PAC = ∠CBP coloca-se um pontoauxiliar P ′ ∈ BC. Este determina o ângulo α = ∠P ′AC. A seguir é feita uma rotação de ângulo
α do ponto C, em sentido anti-horário, centrada em B, para gerar o ponto C ′. A interseção dassemirretas AP ′ e BC ′ determina o ponto P.SejamX e Y os pontos médios dos segmentosAP eBP, respetivamente (Figura 11). Como
XD e Y D são bases médias dos triângulos APB e BPA, então o quadriláteroXDY P é umparalelogramo. Ou seja,XD = Y P eXP = Y D.Nos triângulos retângulos AMP e BLP os segmentos XM e Y L são medianas. Logo,
XM = XP e Y L = Y P. Em outras palavras, os pontosX e Y são centros (circuncentros) dascircunferências circunscritas aos△AMP e△BLP, respetivamente.O ângulo central∠PXM é duas vezes ou ângulo inscrito∠PAM = α.Ou seja,∠PXM =
2α. Analogamente, o ângulo central ∠LY P é duas vezes ou ângulo inscrito ∠LBP = α. Isto é,
∠LY P = 2α.Por serem ângulos opostos de um paralelogramo vale que:

∠DXP = ∠PY D = β.

Segue que:
∠DXM = ∠LY D = 2α + β.

Pelo critério de congruência LAL tem-se:
△DXM ≡ △LY D.

Portanto,DM = LD.

Figura 11. Construção geométrica para o Problema 3. Versão interativa aqui.

A IMO 1982 foi realizada na cidade de Budapeste, capital da Hungria. O problema a seguirfoi o P20 da SL e proposto pela delegação da Tunísia (Djukic et al., 2011). Neste exploramos osconceitos de paralelogramo, rotação e congruências.
12
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Problema 4. SejaABCD um quadrilátero convexo. Desenham-se triângulos equiláterosABM,
CDP, BCN e ADQ, os dois primeiros para fora e os outros dois para dentro. Provar que
MN = AC. O que pode ser dito sobre o quadriláteroMNPQ?

A Figura 12 ilustra uma construção geométrica inicial.

Figura 12. Construção geométrica inicial para o Problema 4. Versão interativa aqui.

Lembra-se que os ângulos internos de triângulos equiláteros são todos iguais a 60◦ e os trêslados congruentes (Figura 13). O△MBN é obtido por uma rotação de sentido anti-horário,com centro em B, de 60◦ do△ABC. Portanto,MN = AC.Analogamente, o△QDP é obtido por uma rotação de sentido anti-horário, com centroemD, de 60◦ do△ADC. Portanto, QP = AC. Ou seja,MN = QP. Como o segmento ACgira na mesma magnitude e sentido, mudando somente o centro de rotação, os segmentos
MN eQP são paralelos. Portanto, o quadriláteroMNPQ é um paralelogramo ou os pontos
M, N, P eQ são colineares.

13
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Figura 13. Construção geométrica para o Problema 4. Versão interativa aqui.

A IMO 1983 foi realizada na cidade de Paris, capital da França. O problema que segue foio P4 da SL e proposto pela delegação da Bélgica (Djukic et al., 2011). Neste exploramos osconceitos de paralelogramo, roto-homotetia e congruências.
Problema 5. Nos lados do triângulo ABC três triângulos isósceles semelhantes APB (AP =
PB), AQC (AQ = QC) eBRC (BR = RC) são construídos. Os dois primeiros são construídos
externamente ao triângulo ABC, mas o terceiro internamente. Provar que o quadrilátero
APQR é um paralelogramo.

A Figura 14 ilustra uma construção geométrica inicial.

Figura 14. Construção geométrica inicial para o Problema 5. Versão interativa aqui. Movimentar o ponto P.
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Para a figura anterior foram construídas as mediatrizes dos segmentos AB, CA e BC.Os pontos P, Q e R pertencem a semirretas sobre as mediatrizes conforme o texto. Uma vezposicionado o ponto P fica definido o ângulo da base dos três triângulos isósceles semelhantes.Isto determina o posicionamento deQ e R.Por hipótese,
△APB ∼ △AQC ∼ △BRC.

Portanto,
AP

AB
=

AQ

AC
=

BR

BC
= k.

Adicionalmente, como os△APB,△AQC e△BRC são isósceles:
∠PAB = ∠ABP = ∠CAQ = ∠QCA = ∠CBR = ∠RCB = β,

∠BPA = ∠AQC = ∠BAC = 180◦ − 2β.

Como
∠QCR = ∠ACB,

QC

AC
=

RC

BC
= k,

pelo critério de semelhança LAL, segue:
△QCR ∼ △ACB.

Ou seja, uma roto-homotetia, com centro emC e razão 1

k
, transforma o△ACB no△QCR

(Figura 15).Analogamente,
∠RBP = ∠CBA,

PB

AB
=

RB

BC
= k,

pelo critério de semelhança LAL, segue:
△RBP ∼ △CBA.

Em outras palavras, uma roto-homotetia, com centro emB e razão 1

k
, transforma o△CBA

no△RBP.Das duas semelhanças anteriores:
△RBP ∼ △CRQ.

Considerando a hipótese RB = CR e a última semelhança encontra-se a congruência:
△RBP ≡ △CRQ.

Com isto segue:
RQ = BP = PA,

RP = CQ = QA.
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Como o quadrilátero APQR tem dois pares de lados opostos congruentes, então é umparalelogramo.

Figura 15. Construção geométrica para o Problema 5. Versão interativa aqui.

4. COMENTÁRIOS FINAIS

Foi feita uma rápida introdução de alguns conhecimentos básicos sobre paralelogramos.Estes são quadriláteros com as seguintes propriedades: lados opostos paralelos e congruentes,ângulos opostos congruentes e as diagonais bissetam-se nos seus pontos médios respectivos.Adicionalmente, cada uma das diagonais por separado divide o paralelogramo emdois triânguloscongruentes.A seguir foram discutidos detalhadamente cinco problemas IMO. Para cada uma das figurasfoi disponibilizada uma versão interativa no GeoGebra online. Isto possibilita ao leitor testar aspropriedades e experimentar variações das mesmas.Espera-se que as resoluções dos problemas sirvam de apoio aos professores do EnsinoMédio que se aventuram em tópicos mais avançados e treinam estudantes para participar emolimpíadas de matemática.
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