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ResumoNeste trabalho, apresentamos alguns dos testes determinísticos de primalidade mais utilizados atualmente. Oobjetivo é determinar, de forma computacionalmente eficiente, se um número n grande é primo, utilizando diversosresultados da Teoria dos Números. Embora essa questão tenha sido considerada puramente teórica por muitotempo, ela se tornou crucial para problemas práticos, especialmente na área da criptografia. Os testes mais comunsbaseiam-se no Pequeno Teorema de Fermat e são especialmente aplicáveis a números de determinadas formas,como os números de Fermat, Fermat generalizados, Proth e Mersenne. Também introduziremos o famoso testeAKS. Vamos demonstrar e discutir cada um dos testes.
Palavras-chave: Números primos. Testes de primalidade. Testes determinísticos.

AbstractIn this paper, we present some of the most widely used deterministic primality tests today. The goal is to determine,in a computationally efficient way, whether a large number n is prime, using several results from Number Theory.Although this questionwas considered purely theoretical for a long time, it has become crucial for practical problems,especially in the area of cryptography. The most common tests are based on Fermat’s Little Theorem and areespecially applicable to numbers of certain shapes, such as Fermat, generalized Fermat, Proth and Mersennenumbers. We will also introduce the famous AKS test. We will demonstrate and discuss each of the tests.
Keywords: Prime numbers. Primality tests. Deterministic tests.

ResumenEn este trabajo presentamos algunas de las pruebas determinísticas de primalidad más utilizadas en la actualidad.El objetivo es determinar, de forma computacionalmente eficiente, si un número grande n es primo, utilizandovarios resultados de la teoría de números. Aunque durante mucho tiempo esta cuestión se consideró puramenteteórica, la misma se ha vuelto crucial para problemas prácticos, especialmente en el área de la criptografía. Laspruebas más comunes se basan en el pequeño teorema de Fermat y son especialmente aplicables a números deciertas formas, como Fermat, Fermat generalizado, Proth y números de Mersenne. También presentaremos lafamosa prueba AKS. Demostraremos y discutiremos cada una de las pruebas.
Palabras-Clave: Números primos. Pruebas de primalidad. Pruebas deterministas.
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1. INTRODUÇÃO

Desde a Grécia Antiga já é conhecido que existem infinitos números primos (uma demons-
tração pode ser encontrada em (Ribenboim, 2014)). Um problema que se decorre naturalmente
disso é o de determinar se um certo número n (grande) é ou não primo. Apesar de ter sido por
muito tempo só um problema teórico de Teoria dos Números, hoje em dia esta se tornou uma
questão crucial para problemas práticos, por exemplo em questões de criptografia (mais sobre
isso pode ser encontrado em (Coutinho, 2014)).

Um primeiro teste seria verificar se n é divisível por cada primo menor do que ele: em caso
negativo, ele é primo. Uma ideia um pouco melhor é usar o Crivo de Eratóstenes, que reduz a
lista de possíveis fatores de n a serem testados apenas para os primos p ⩽

√
n. Infelizmente

esse teste ainda é muito lento para números grandes. Para se testar a primalidade de um
número de 100 algarismos, por exemplo, seria necessário testar a divisibilidade por cada primo
de até 50 algarismos, o que torna o processo computacionalmente inviável.

Durante os últimos séculos, muitos outros algoritmos, crivos e testes foram estudados pelos
matemáticos, podendo os testes de primalidade ser dividos em dois tipos: determinísticos e
probabilísticos. O primeiro tipo retorna o resultado “n é composto” ou “n é primo”, como o Crivo
de Eratóstenes, enquanto o segundo retorna que “n é composto” ou “n provavelmente é primo”
(mais detalhes sobre o assunto podem ser encontrados em (Martinez et al., 2024)). Quando
se tem uma lista de números para testar a primalidade, é comum usar um teste probabilístico
como primeiro filtro (por serem mais rápidos) e, só então, aplicar um teste determinístico aos
que restaram.

Neste trabalho, olhando pelo ponto de vista de um matemático, iremos nos ater aos testes
determinísticos, que trazem uma certeza em relação à primalidade do número. Para certas
classes de números, alguns testes são mais eficientes do que outros. Por exemplo, se a fatoração
de n− 1 for conhecida (como nos números de Fermat), então poderemos aplicar facilmente os
testes da Seção 3. Exibiremos, na Seção 4, um teste eficaz para números da forma 2n − 1. Por
fim, na Seção 5, trabalharemos com o famoso teste AKS.

2. PRELIMINARES

Antes de trabalharmos propriamente com alguns testes determinísticos, é necessário apre-
sentar alguns conceitos e resultados preliminares que serão usados neste artigo. Os resultados
desta seção terão as demonstrações omitidas, mas estas podem ser encontradas em qualquer
livro de Teoria dos Números, como (Martinez et al., 2024).
Definição 1. A função totiente, ou função phi de Euler, é definida como φ : N → N dada por
φ(n) = #{m ∈ N; m ⩽ n emdc(m,n) = 1}.
Proposição 2. Sejam p um número primo e k ∈ N. Então φ(pk) = pk − pk−1.Em particular, n ∈ N é primo se, e somente se, φ(n) = n− 1.
Proposição 3. Sejamm,n ∈ N commdc(m,n) = 1. Então φ(m · n) = φ(m) · φ(n).Em particular, vale φ(n) < n para todo n > 1.
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Teorema 4 (Euler-Fermat). Sejam a, n ∈ N commdc(a, n) = 1. Então aφ(n) ≡ 1 (mod n).
Teorema 5 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejam p primo e a ∈ N. Então ap ≡ a (mod n).
Definição 6. A ordem de amódulo n, denotada por ordn(a), em que a, n ∈ N são primos entresi, é definida como ordn(a) = min{t ∈ N; at ≡ 1 (mod n)}.
Proposição 7. Sejam a, n, t ∈ N. Então at ≡ 1 (mod n) se, e somente se, ordn(a) | t.Em particular, ordn(a) | φ(n).
Definição 8. Sejam p > 2 um número primo e x, d ∈ Z. Dizemos que d é um resto quadrático
módulo p se a equação x2 ≡ d (mod p) possuir solução.
Definição 9. Sejam p > 2 um número primo e a ∈ Z. Definimos o símbolo de Legendre como:

(
a

p

)
=


−1, se p ∤ a e a não é um resto quadrático módulo p,
+1, se p ∤ a e a é um resto quadrático módulo p,
0, se p | a.

Teorema 10 (Critério de Euler). Sejam a ∈ Z e p > 2 primo. Então
(
a

p

)
≡ a(p−1)/2 (mod p).

Proposição 11. O símbolo de Legendre possui as propriedades abaixo:
i) Se a ≡ b (mod p), então

(
a

p

)
=

(
b

p

)
;

ii) Se p ∤ a, então
(
a2

p

)
= 1;

iii)
(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 . Assim,−1 é resto quadrático módulo p ⇐⇒ p ≡ 1 (mod 4);

iv)
(
a · b
p

)
=

(
a

p

)
·
(
b

p

)
.

Teorema 12 (Reciprocidade Quadrática).

i) Sejam p e q primos ímpares distintos. Então,
(
p

q

)
·
(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

· q−1
2 .

ii) Seja p um primo ímpar. Então,
(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 =

{
+1, se p ≡ ±1 (mod 8),

−1, se p ≡ ±3 (mod 8).

Além desses resultados, usaremos tambémneste artigo alguns conceitos básicos de Álgebra,
que podem ser encontrados em livros como (Gonçalvez, 2009) e (Lidl; Niederreiter, 1997). Iremos
pressupor ainda que o leitor conhece as definições de grupo (multiplicativo), anel e corpo.

Denotaremos o quociente Z/pZ por Zp. Temos que Zp é um corpo se, se somente se, p for
primo. Definimos o anel Zp[x] = {a0 + a1x+ . . .+ anx

n;n ∈ N e ai ∈ Zp, para 0 ⩽ i ⩽ n}.
Se f(x) ∈ Zp[x], então o máximo de raízes que f(x) pode ter é ∂f(x), o grau do polinômio
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f(x), e definimos também o anel quociente Zp[x]/⟨f(x)⟩. Temos que o anel Zp[x]/⟨f(x)⟩ é
um corpo se, e somente se, f(x) for irredutível e, nesse caso, terá p∂f(x) elementos. Além disso,
Zp[x]/⟨f(x)⟩ é o único corpo com p∂f(x) elementos (a menos de isomorfismos).

Seja G um grupo multiplicativo. Dizemos que h1, h2, . . . , hn geram G se todo g ∈ G
puder ser escrito como g = hα1

1 · hα2
2 · . . . · hαn

n , com α1, α2, . . . , αn ∈ Z, e denotamos por
G = ⟨h1, h2, . . . , hn⟩. A ordem de um grupoG, denotada por |G|, é o seu número de elementos.
Por exemplo, a ordem do grupo multiplicativo Z×

n é
∣∣Z×

n

∣∣ = φ(n). SeH ⊂ G é um grupo com a
mesma operação deG, entãoH é um subgrupo deG e podemos utilizar o seguinte resultado:

Teorema 13 (Lagrange). SeH é um subgrupo deG, então |H| divide |G|.

3. TESTES BASEADOS NA FATORAÇÃO DE n− 1

Nesta seção, iremos apresentar um teste determinístico para testar a primalidade de
números n tais que a fatoração de n− 1 é conhecida. Antes, é necessário vermos o seguinte
resultado auxiliar:

Lema 14. Seja n− 1 = m · pk, com p primo emdc(m, p) = 1. Se existe algum a ∈ N tal que
an−1 ≡ 1 (mod n) e a(n−1)/p ̸≡ 1 (mod n), então pk | ordn(a).
Demonstração. Por hipótese, temos que:

an−1 ≡ 1 (mod n) ⇐⇒ am·pk ≡ 1 (mod n), (1)

a(n−1)/p ̸≡ 1 (mod n) ⇐⇒ am·pk−1 ̸≡ 1 (mod n). (2)

Seja d = mdc(m, ordn(a)). Então temos que am·pk = aq·d·p
k

para algum q ∈ N. Daí, pela
congruência (1), temos que aq·d·p

k ≡ 1 (mod n); o que nos garante, pela Proposição 7, que
ordn(a) | q · d · pk. Comomdc(q, ordn(a)) = 1, obtemos ordn(a) | d · pk. E como d | ordn(a),

obtemos
ordn(a)

d
| pk. Por p ser primo e

ordn(a)

d
| pk, segue que ordn(a) = d · pj para algum

j ∈ {1, 2, . . . , k − 1, k}.
Suponha por absurdo que j ∈ {1, 2, . . . , k−1}: temos que k− j−1 ⩾ 0 e aordn(a) = ad·p

j

,
então ad·p

j ≡ 1 (mod n) pela Definição 6. Elevando ambos os lados da equivalência por
q ·pk−j−1, temos que aq·d·p

j+(k−j−1)

= am·pk−1 ≡ 1 (mod n), o que é um absurdo, pois contradiz
a nossa hipótese (2). Portanto, j = k. Assim, ordn(a) = d · pk, isto é, pk | ordn(a). Q.E.D.

A seguir, exibiremos o primeiro teste baseado na fatoração de n− 1 e uma aplicação.

Teorema 15. Se para cada fator primo p de n− 1 > 0 existe a ∈ N tal que an−1 ≡ 1 (mod n) e
a(n−1)/p ̸≡ 1 (mod n), então n é primo.
Demonstração. Sejam p um divisor primo de n − 1 e k,m ∈ N tais que n − 1 = m · pk,
com mdc(p,m) = 1. Pelo lema anterior, temos que pk | ordna. Como ordn(a) | φ(n) pela
Proposição 7, então pk | φ(n) para cada fator primo de n − 1, ou seja, n − 1 | φ(n), o que
implica que n − 1 ⩽ φ(n), e φ(n) < n pela Proposição 3. Portanto, φ(n) = n − 1 e, pela
Proposição 2, temos que n é primo. Q.E.D.
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Exemplo 16. Verificaremos se n = 61 001 é primo. Note que n − 1 = 61 000 = 23 · 53 · 61.Para provar que n é primo, precisamos encontrar a2, a5 e a61 tais que an−1
p ≡ 1 (mod n) e

a(n−1)/p
p ̸≡ 1 (mod n), com p ∈ {2, 5, 61}:
• a2 = 3 =⇒ 361 000 ≡ 1 (mod 61 001) e 330 500 ≡ −1 ̸= 1 (mod 61 001);
• a5 = 3 =⇒ 361 000 ≡ 1 (mod 61 001) e 312 200 ≡ 21 868 ̸= 1 (mod 61 001);
• a61 = 2 =⇒ 261 000 ≡ 1 (mod 61 001) e 21 000 ≡ 23 624 ̸= 1 (mod 61 001).

Portanto, pelo Teorema 15, n = 61 001 é um número primo.
O seguinte critério, conhecido como critério de Pocklington determina a forma dos possíveis

fatores primos de n.

Proposição 17 (Critério de Pocklington). Seja n − 1 = m · pk, com p primo emdc(m, p) = 1.Se existe a ∈ N tal que an−1 ≡ 1 (mod n) emdc(a(n−1)/p − 1, n) = 1, então qualquer fatorprimo q de n é tal que q ≡ 1 (mod pk).
Demonstração. Como q | n, concluímos da hipótese an−1 ≡ 1 (mod n) que n | an−1 − 1
e, portanto, q | an−1 − 1, ou seja, an−1 ≡ 1 (mod q). Concluímos também, da hipótese
mdc(a(n−1)/p−1, n) = 1, que q ∤ a(n−1)/p−1, o que equivale a a(n−1)/p ̸≡ 1 (mod q). Portanto,
an−1 ≡ 1 (mod q) e a(n−1)/p ̸≡ 1 (mod q). Aplicando o Lema 14, temos que pk | ordq(a). Pela
Proposição 7, temos que ordq(a) | φ(q) e, pela Proposição 2, φ(q) = q − 1, o que nos leva a
ordq(a) | q − 1. Portanto, pk | q − 1, isto é, q ≡ 1 (mod pk). Q.E.D.

O próximo teorema, conhecido como teste de Pocklington-Lehmer, nos permite testar a
primalidade de n sem precisar conhecer sua fatoração completa.

Teorema 18 (Teste de Pocklington-Lehmer). Seja n− 1 = m · ℓ, comm >
√
n emdc(m, ℓ) = 1.Se para cada fator primo p dem existe a ∈ N tal que an−1 ≡ 1 (mod n) emdc(a(n−1)/p−1, n) =

1, então n é primo.
Demonstração. Seja m = d · pk, com k ∈ N e mdc(d, p) = 1. Então n − 1 = (d · ℓ) · pk e
mdc(d · ℓ, p) = 1. Pela proposição anterior, todo fator primo q de n é tal que q ≡ 1 (mod pk).
Como essa congruência é válida para todo fator primo p dem, então qualquer fator primo q
de n é tal que q ≡ 1 (mod m). Portanto,m | q − 1, o que nos garante que q − 1 ⩾ m. Como
m >

√
n por hipótese, então q − 1 >

√
n, ou ainda, q >

√
n.

Suponha por absurdo que n não seja um número primo: há então pelo menos dois fatores
primos q1 e q2 de n e ambos são maiores do que

√
n, logo q1 · q2 >

√
n ·

√
n = n, ou seja,

q1 · q2 | n e q1 · q2 > n, o que é um absurdo. Portanto, n é primo. Q.E.D.

Exemplo 19. Vamos verificar se 27 457 é um número primo. Se n = 27 457, então n − 1 =
27 456 = 26 · 3 · 143. Como 26 · 3 > 143, certamente 26 · 3 >

√
n e temos que mdc(26 ·

3, 143) = 1, o que nos permite usar o teorema anterior para testar a primalidade de 27 457.Para isso, devemos buscar um ap ∈ N para cada p ∈ {2, 3} tal que a27 456p ≡ 1 (mod 27 457) e
mdc(a27 456/pp − 1, 27 457) = 1:

• a2 = 5 =⇒ 527 456 ≡ 1 (mod 27 457) emdc(513 728 − 1, 27 457) = 1;
• a3 = 3 =⇒ 327 456 ≡ 1 (mod 27 457) emdc(39 152 − 1, 27 457) = 1.
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Portanto, pelo Teorema 18, n = 27 457 é um número primo.
Há algumas classes de números n, mesmo que muito grandes, cuja fatoração de n− 1 é

facilmente encontrada. Alguns exemplos são os números de Fermat, de Fermat generalizado e
de Proth, que definiremos a seguir:

Definição 20. Um número de Fermat é um número da forma Fn = 22
n

+ 1. Um número de
Fermat generalizado é um número da forma a2n + 1.
Proposição 21. Sejam a,m ⩾ 2 inteiros. Se am + 1 é primo, então a é par em é potência de 2.
Demonstração. Se a fosse ímpar, então am + 1 > 2 seria par, o que é um absurdo. Sem não é
potência de 2, então possui um divisor ímpar t > 1 tal quem = k · t para algum k ∈ N. Assim,
temos am + 1 = (ak)t + 1 ≡ (−1)t + 1 ≡ 0 (mod ak + 1), o que significa que am + 1 não é
primo, outro absurdo. Q.E.D.

Definição 22. Um número de Proth é um número da forma h · 2n + 1, onde h < 2n é ímpar.
Primos de Fermat, de Fermat generalizado e de Proth são números de Fermat, de Fermat

generalizado e de Proth que são primos, respectivamente. Dos 20maiores primos conhecidos
atualmente, 2 são de Fermat generalizados e 2 são de Proth.

Ainda hoje são conhecidos apenas 5 primos de Fermat (F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257
e F4 = 65 537), sendo ainda um problema em aberto determinar se existem outros. O seguinte
teste determinístico se aplica aos números de Fermat:

Teorema 23 (Teste de Pépin). Seja n ≥ 1 um inteiro. Então Fn = 22
n

+ 1 é primo se, e somentese, 3(Fn−1)/2 ≡ −1 (mod Fn).
Demonstração. Se Fn é primo, então pelo Critério de Euler (10) e pelo Teorema 12 temos que

3(Fn−1)/2 ≡
(

3

Fn

)
=

(
Fn

3

)
=

(
2

3

)
= −1 (mod Fn). Se 3(Fn−1)/2 ≡ −1 (mod Fn), então

3(Fn−1)/2 ̸≡ 1 (mod Fn) e 3Fn−1 ≡ 1 (mod Fn). Logo, pelo Teorema 15, Fn é primo. Q.E.D.

Exemplo 24. Verificaremos se F4 = 65 537 é de fato primo. Temos que 3(F4−1)/2 = 332 768 ≡ −1
(mod 65 537). Logo, pelo Teste de Pépin (Teorema 23), F4 é primo.

Mesmo não sabendo se um número de Fermat (generalizado) é primo ou composto, po-
demos ter informações sobre alguns de seus fatores. Por exemplo, se n ⩾ 2, então todo fator
primo de a2

n

+ 1 é da forma p = h · 2n+1 + 1. De fato, se p | a2n + 1 é primo, então a2
n ≡ −1

(mod p) =⇒ a2
n+1 ≡ 1 (mod p). Assim, ordp(a) = 2n+1. Por outro lado, ordp(a) | p− 1 pela

Proposição 7. Dessa forma, existe h ∈ N tal que p− 1 = h · 2n+1, isto é, p = h · 2n+1 + 1.

Exemplo 25. F5 = 22
5

+ 1 = 4 294 967 297 = 641 · 6 700 417. Note que 641 = 10 · 26 + 1.
O seguinte teste determinístico de primalidade aplica-se aos números de Proth:

Teorema 26 (Proth (1878)). Seja n = h · 2k + 1, com 2k > h. Então n é primo se, e somente se,existe um a ∈ N tal que a(n−1)/2 ≡ −1 (mod n).
Demonstração. Se n é primo, basta escolher um a dentre os inteiros de 1 até n − 1 tal que(a
n

)
= −1, então a(n−1)/2 ≡ −1 (mod n) pelo critério de Euler (Teorema 10). Como n =

h · 2k + 1, podemos escrever n− 1 = h · 2k. Se existe a tal que a(n−1)/2 ≡ −1 (mod n), então
an−1 ≡ 1 (mod n) emdc(a(n−1)/2 − 1, n) = 1. Logo, pelo Teorema 18, n é primo. Q.E.D.

6
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Exemplo 27. Como 9 857 = 77 · 27 + 1 e 27 > 77. Se conseguirmos encontrar um a ∈ N talque a4 928 ≡ −1 (mod 9 857), então 9 857 é primo pelo Teorema de Proth (Teorema 26). Para
a = 3, 34 928 ≡ −1 (mod 9 857) como queríamos. Portanto, 9 857 é primo.

O próximo teste é uma generalização do anterior para um primo qualquer no lugar do 2.

Teorema 28. Seja n = h · pk + 1, com pk > h potência de primo. Então n é primo se, e somentese, existe um a ∈ N tal que an−1 ≡ 1 (mod n) emdc(a(n−1)/p − 1, n) = 1.
Demonstração. Se n é primo, basta escolher um a dentre os inteiros de 1 até n − 1 tal que
a ̸≡ xp (mod n) para qualquer x ∈ Z, então an−1 ≡ 1 (mod n) pelo Teorema 4 e também
a(n−1)/p−1 ̸≡ xn−1−1 ≡ 0 (mod n). Assim, n é primo e não é divisor de a(n−1)/p−1, portanto
mdc(a(n−1)/p − 1, n) = 1. Se existe um a ∈ N tal que an−1 ≡ 1 (mod n) e mdc(a(n−1)/p −
1, n) = 1, então basta tomarm = pk e, pelo Teorema 18, n é primo. Q.E.D.

4. TESTE DOS PRIMOS DE MERSENNE

Nesta seção, vamos apresentar os primos de Mersenne, que estão entre os maiores primos
conhecidos atualmente, e os testes determinísticos de primalidade aplicáveis a tais números.

Definição 29. Um número de Mersenne é um número da formaMp = 2p − 1. Um primo de
Mersenne é um número de Mersenne que é primo.
Proposição 30. Se 2n − 1 é primo, então n é primo.
Demonstração. Supondo que n é composto, existem a, b ⩾ 2 inteiros tais que n = a · b. Logo,
2n−1 = 2ab−1 = (2a)b−1. Dessa forma, temos 2n−1 = (2a)b−1 ≡ 1b−1 = 0 (mod 2a−1),
isto é, 2a − 1 | 2n − 1. Logo, por contraposição, n é primo se 2n − 1 é primo. Q.E.D.

A proposição anterior reduz a busca de primos deMersenne para o caso em que o expoente
n é primo. No entanto, observe que se n é primo, então 2n − 1 não é necessariamente primo.
Isso ocorre, por exemplo, com n = 11, poisM11 é composto, como provaremos no Exemplo 32.

Não se sabe até hoje se existem infinitos primos de Mersenne ou não, mas dos 20maiores
primos conhecidos atualmente, 12 são deMersenne, incluindo os 6 primeiros (sendo 282 589 933−1
o maior primo conhecido até o momento em que esse artigo está sendo escrito). Isso deve-se à
eficiência do seguinte critério:

Teorema 31 (Critério de Lucas-Lehmer). Sejam n > 2 e Sn tal que S0 = 4 e Sn+1 = S2
n − 2.

Mn = 2n − 1 é primo se, e somente se, Sn−2 é múltiplo deMn.
Demonstração. Primeiro iremos verificar, por indução, que Sn = (2 +

√
3)2

n

+ (2−
√
3)2

n

:
Para n = 0, S0 = (2 +

√
3)2

0

+ (2 −
√
3)2

0

= (2 +
√
3) + (2 −

√
3) = 4. Supondo

Sn = (2+
√
3)2

n

+(2−
√
3)2

n

, temos Sn+1 = ((2+
√
3)2

n

+(2−
√
3)2

n

)2−2 = (2+
√
3)2

n+1

+

2 · 12n + (2−
√
3)2

n+1 − 2. Então, Sn+1 = (2 +
√
3)2

n+1

+ (2−
√
3)2

n+1

. Assim, pelo Princípio
da Indução Finita, Sn = (2 +

√
3)2

n

+ (2−
√
3)2

n

para todo n natural.
Supondo que Sn−2 é múltiplo de Mn, isto é, Mn | Sn−2 e Mn composto, com um fator

primo q tal que q2 ⩽ Mn. Temos que q | Sn−2, então Sn−2 = (2 +
√
3)2

n−2

+ (2−
√
3)2

n−2 ≡ 0

7
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(mod q), o que implica que (2 +
√
3)2

n−2

= −(2 −
√
3)2

n−2

em G = (Z[
√
3]/q)×. E como

(2−
√
3) = (2+

√
3)−1, temos (2 +

√
3)2

n−1

= −1 e (2 +
√
3)2

n

= 1 emG. Assim, a ordem de
(2+

√
3) emG é 2n, o que é absurdo, já queG possui nomáximo q2−1 ⩽ Mn−1 = 2n−2 < 2n

elementos. Assim, Sn−2 é múltiplo deMn implica queMn = 2n − 1 é primo.
Supondo agoraMn primo, com n > 2, temos que n é primo pela Proposição 30. Assim,

2n−1 ≡ 1 (mod n) pelo Teorema 4, o que significa que n | 2n−1 − 1. Como 2n ≡ 1 (mod Mn),
temos 22

n−1−1 ≡ 1 (mod Mn), o que equivale a (1 +
√
3)(1 −

√
3) ≡ −22

n−1

(mod Mn).
Dado queMn é primo, conclui-se pelo Pequeno Teorema de Fermat (5) que:

(1 +
√
3)Mn ≡ 1 + (

√
3)Mn ≡ 1 + 3(Mn−1)/2

√
3 ≡ 1 +

(
3

Mn

)√
3

pelo Critério de Euler (Teorema 10) e, pelo Teorema 12, que (1 +
√
3)Mn ≡ 1−

√
3 (mod Mn).

Assim, (1 +
√
3)Mn+1 ≡ (1 +

√
3)(1−

√
3) ≡ −22

n−1

(mod Mn), o que implica que:

−1 ≡ (1 +
√
3)2

n

22n−1 ≡

(
(1 +

√
3)2

2

)2n−1

≡ (2 +
√
3)2

n−1

(mod Mn),

isto é, (2 +
√
3)2

n−2 ≡ −(2−
√
3)2

n−2

(mod Mn). Portanto, (2 +
√
3)2

n−2

+ (2−
√
3)2

n−2 ≡ 0
(mod Mn), isto é,Mn = 2n − 1 ser primo implica queMn | Sn−2. Q.E.D.

Exemplo 32. Verificaremos a primalidade do número de Mersenne M11 = 2047. Primeiroprecisamos encontrar o termo S9 da sequência. Como Sn = (2 +
√
3)2

n

+ (2−
√
3)2

n , então
S9 = (2 +

√
3)2

9

+ (2−
√
3)2

9 ≡ 493 (mod 2 047). Portanto, pelo Critério de Lucas-Lehmer(Teorema 31),M11 = 2047 não é primo.
Mesmo não sabendo se um certo número de Mersenne é primo ou não, podemos deter-

minar a forma dos seus divisores primos através da próxima proposição, que usaremos para
encontrar os fatores de 2 047.

Proposição 33. Sejam p, q > 2 primos, com q | Mp. Então, q ≡ 1 (mod p) e q ≡ ±1 (mod 8).
Demonstração. Como q | Mp = 2p−1, então 2p ≡ 1 (mod q), o que significa que ordq(2) = p,
pois p é primo. Assim, p | q − 1 = φ(q) e, portanto, q ≡ 1 (mod p). De 2p ≡ 1 (mod q)

também podemos concluir que 2 ≡ 2p+1 = (2
p+1
2 )2 (mod q), o que garante pela Proposição 11

que
(
2

q

)
= 1 e, portanto, q ≡ ±1 (mod 8) pelo Teorema 12. Q.E.D.

Exemplo 34. ComoM11 = 2047, então qualquer fator primo q de 2 047 deve ser tal que q ≡ 1
(mod 11) e q ≡ ±1 (mod 8). A primeira congruência nos garante que q ∈ {12, 23, 34, 45, . . .}.O primeiro primo dessa lista é 23, que é 23 ≡ −1 (mod 8). De fato, 23 é um fator primo de
2 047. O outro fator, 89 = 2 047÷ 23, também é tal que 89 ≡ 1 (mod 11) e 89 ≡ 1 (mod 8).

5. TESTE AKS

Nesta seção, vamos apresentar a versão de Lenstra para o Teste AKS (devido a Agrawal, Kayal
e Saxena). Assim como todos os testes determinísticos apresentados aqui e os probabilísticos

8
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mais eficientes até hoje, o Teste AKS baseia-se no Pequeno Teorema de Fermat (Teorema 5). De
fato, se x é uma variável e a ∈ Z, então vale (x+ a)p = xp + a em Zp[x], com p primo. Logo,

n é primo ⇐⇒ (x+ a)n ≡ xn + a (mod n) para todo a tal que 1 ⩽ a < n

⇐⇒ (x+ a)n ≡ xn + a (mod n) para algum a com 1 ⩽ a < n emdc(a, n) = 1.

Por outro lado, se (x+ a)n = xn + a em Zp[x], então (x+ a)n ≡ xn + a (mod n) e (x+ a)n ≡
xn+a (mod xr−1) para todo r ∈ N. Segue do resultado de AKS que para garantir a primalidade
de n, basta testar a congruência anterior para um valor especial de r.

Teorema 35 (Agrawal, Kayal, Saxena, Lenstra). Sejam n, r > 1 inteiros, com r potência de primo,e S um subconjunto finito dos naturais com s elementos menores do que n. Se supormos que:
i) n e r são coprimos e ordr(n) = v > 1;
ii) mdc(n, a− b) = 1, para a, b ∈ S, com a ̸= b;
iii)

(
s+ t− 1

s

)
⩾ n

√
t/2, para todo t divisor de φ(r) e múltiplo de v;

iv) (x+ a)n ≡ xn + a (mod n) e (x+ a)n ≡ xn + a (mod xr − 1), para a ∈ S;
Então n é potência de um primo.
Demonstração. Por (i), existe um divisor primo de p tal que ordr(p) > 1; pois, caso contrário,
p ≡ 1 (mod r) para todo primo p divisor de n e, assim, n ≡ 1 (mod r), isto é, ordr(n) = 1,
o que é um absurdo, já que ordr(n) = v > 1 por hipótese. Por (iv), (x + a)n = xn + a no
anel Zp[x]/⟨xr − 1⟩ para todo a ∈ S. Substituindo na expressão anterior x por xni

, obtemos
(xni

+ a)n = xni+1

+ a no anel Zp[x]/⟨xrni − 1⟩. Como (xr − 1) | (xrni − 1), podemos
escrever que (xni

+ a)n = xni+1

+ a no anel Zp[x]/⟨xr − 1⟩. Por indução, concluímos que
(x+ a)n

i

= xni

+ a no anel Zp[x]/⟨xr − 1⟩ para todo a ∈ S. Pelo Pequeno Teorema de Fermat
(5), (x+ a)n

ipj = (xni

+ a)p
j

= xnipj + a e, portanto, (x+ a)(n/p)
ipj = x(n/p)ipj + a no anel

Zp[x]/⟨xr − 1⟩ para todo a ∈ S.
SejaG = ⟨n, p⟩ o subgrupo multiplicativo de Z×

r gerado pelas classes de congruência de n
e de pmódulo r, e seja t = |G|. Temos que t | φ(r) =

∣∣Z×
r

∣∣ e ∣∣⟨n⟩ (mod r)

∣∣ = ordr(n) = v | t,
pois a ordem de um subgrupo divide a ordem do seu grupo. Mostraremos que existem mais do
que t pares i, j ⩾ 0 tais que (n/p)ipj ⩽ n

√
t/2:

Considere o triânguloT formadopelos pontos (x, y) ∈ R2 comx, y ⩾ 0 tais que (n/p)xpy ⩽
n
√

t/2. A área do triângulo T é
t log2(n)

4 log(n/p) log(p)
⩾ t,

que é menor do que a quantidade de quadrados da forma [i, i + 1] × [j, j + 1] com i, j ⩾ 0

inteiros tais que (n/p)ipj ⩽ n
√

t/2, provando assim a nossa afirmação.
Como há mais do que t = |G| pares (i, j) e G = ⟨n, p⟩ (mod r) = ⟨n/p, p⟩ (mod r), então

existem dois pares (i, j) e (k, ℓ) tais que (n/p)ipj ≡ (n/p)kpℓ (mod r). Denotando por w =

(n/p)ipj e u = (n/p)kpℓ, temos xw = xu em Zp[x]/⟨xr − 1⟩ e |w − u| < n
√

t/2. Logo, para
todo a ∈ S, (x+ a)w = xw + a = xu + a = (x+ a)u em Zp[x]/⟨xr − 1⟩.

9
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Como r é potência de primo, por hipótese, podemos escrever r = qd, com q primo e d ∈ N.
Seja h(x) um polinômio irredutível em Zp[x] que divide o seguinte polinômio:

xqd−qd−1

+ xqd−2qd−1

+ · · ·+ x2qd−1

+ xqd−1

+ 1 =
xqd − 1

xqd−1 − 1
.

O corpoK = Zp[x]/⟨h(x)⟩ possui p∂h(x) elementos, em que ∂h(x) é o grau do polinômio

h(x). EmK,
xqd − 1

xqd−1 − 1
= 0, isto é, xqd = 1 e xqd−1 ̸= 1, o que significa que ord(x) = qd = r.

Assim, r | p∂h(x) − 1, o que implica que p ≡ 1 (mod r) e, portanto, ordr(p) | ∂h(x), o que
significa que ∂h(x) > 1. SejaH o subgrupo deK× gerado pelos elementos x+ a, com a ∈ S.
Garantimos que os elementos x+ a são todos distintos emK.

Umpolinômio f ∈ Zp[y] é chamado introspectivo se f(yp) ≡ (f(y))p e f(yn/p) ≡ (f(y))n/p

(mod yr − 1). O produto de polinômios introspectivos também é introspectivo e, pelo que
já vimos, y + a é introspectivo para a ∈ S. Considerando os multi-índices E = (ea)a∈S , com
ea ∈ N para todo a ∈ S que satisfazem

∑
a∈S

ea ⩽ t− 1, e seja PE(y) =
∏
a∈S

(y + a)ea ∈ Zp[y]

para cada E, teremos que estes polinômios também são introspectivos. É fácil notar que os
elementos PE(x) ∈ K são todos distintos.

Assim,H tem no mínimo
(
s+ t− 1

s

)
⩾ n

√
t/2 > |w − u| elementos. Como temos que

mw = mu para todo m ∈ H , mas se w ≠ u, então a equação pode ter no máximo |w − u|
soluções não nulas num corpo, o que é um absurdo. Logo, w = u, isto é, (n/p)ipj = (n/p)kpℓ.
Como i ≠ k (pois caso contrário, i = k =⇒ j = ℓ e, portanto, (i, j) = (k, ℓ), o que não
ocorre), então concluímos de (n/p)ipj = (n/p)kpℓ que n é potência de p. Q.E.D.

6. CONCLUSÃO

Neste artigo, vimos o que são os testes determinísticos de primalidade e alguns exemplos.
Esses testes dão a certeza se que um número n grande é primo ou não. Na prática, são computa-
cionalmente mais lentos do que os probabilísticos, fazendo-se necessário uma combinação dos
dois tipos de testes: inicialmente, usamos um probabilístico para reduzir a lista de possibilidades
dos números a serem testados, em seguida, usamos um determinístico para termos a certeza
de quem é ou não primo.

Apesar de serem, em geral, mais lentos que os testes probabilísticos, os testes determinís-
ticos podem ser mais eficientemente aplicados a determinadas classes de números. Dos 20
maiores primos conhecidos atualmente, 12 são de Mersenne, 2 são de Proth, 2 são de Fermat
generalizados e 4 são de outros tipos, tendo sido apresentados neste artigo justamente os testes
usados para essas classes de números.
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