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Resumo

O intuito deste trabalho € analisar alguns métodos numéricos de passo Unico para resolver problemas de valor
inicial. Os principais métodos estudados foram os métodos de Euler, Taylor e de Runge-Kutta. Além disso, sGo
discutidos resultados que ddo garantias suficientes para assegurar quando tais métodos sGo convergentes ou sdo
estdveis. Basicamente, se um método numeérico for consistente e a solucdo do problemas tiver a quantidade de
derivadas continuas suficiente, é possivel garantir a convergéncia dos métodos de Euler e de Runge-Kutta.

Palavras-chave: Problemas de Valor Inicial. Iteracdo. Aproximacao.

Abstract

The aim of this paper is to analyze some single-step numerical methods for solving initial value problems. The
main methods studied were the Euler, Taylor and Runge-Kutta methods. Moreover, results that provide sufficient
guarantees to ensure when such methods are convergent or stable are discussed. Basically, if a numerical method
is consistent and the solution of the problem has a sufficient number of continuous derivatives, it is possible to
guarantee the convergence of the Euler and Runge-Kutta methods.

Keywords: Initial Value Problems. Iteration. Approximation.

Resumen

El propdsito de este trabajo es analizar algunos métodos numéricos de un solo paso para resolver problemas de
valor inicial. Los principales métodos estudiados fueron los métodos de Euler, Taylor y Runge-Kutta. Ademds, se
discuten resultados que proporcionan garantias suficientes para asegurar cudndo dichos métodos son convergentes
o estables. Bdsicamente, si un método numérico es consistente y la solucion del problema tiene un nimero suficiente
de derivadas continuas, es posible garantizar la convergencia de los métodos de Euler y Runge-Kutta.

Palabras-Clave: Problemas de valor inicial. Iteracion. Aproximacion.
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1. INTRODUGAO

Em livros de equacoes diferenciais e ordinarias, sdo apresentados métodos para encontrar
explicitamente a solucao de problemas de valor inicial. Todavia, raramente problemas que
modelam fendmenos fisicos, por exemplo, podem ser resolvidos de forma explicita. Trataremos
a seguir de métodos para aproximar a solugdo y(¢) do poblema de valor inicial

dy

L~ flty), paraa <t <, yla) = . 0

Na secdo 2 serdo apresentados alguns resultados da teoria de equacoes diferenciais or-
dinarias. Ja nas secoes 3, 4, 5 e 6, serdo apresentados os métodos de Euler, de Taylor e de
Runge-Kutta. Por fim, na secao 7, sera analisada a convergéncia, a consisténcia e a estabilidade
desses métodos.

Cabe observar, que os métodos apresentados neste trabalho ndo fornecem uma aproxima-
cao continua da solucdo, mas aproximacoes em pontos especificos, de forma que métodos de
interpolacdo polinomial podem ser usados para aproximar a solucdo de forma continua.

2. TEORIA DAS EQUAGOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Nesta secao serdao apresentadas algumas definicoes e teoremas da teoria de equacoes
diferenciais e ordinarias. A principal referéncia utilizada nesta e nas préximas secoes foi (Burden;
Faires; Burden, 2016).

Definicao 1. Uma funcdo f(t,y) satisfaz a condigao de Lipschitz na varidvel y em um conjunto
D C R? se existir uma constante L > 0 tal que

|f(t, ) — f(ty2)] < Llyi — 2l

sempre que (t,y1) e (t, yo) estiverem em D. A constante L é chamada de constante de Lipschitz
para f.

Defini¢do 2. Um conjunto D C RR? € dito convexo se, sempre que (t1,y;) e (2, 12) estiverem
em D, entdo ((1 — Nty + Ao, (1 — N)y1 + \y2) também pertencer a D para todo X em [0, 1].

Teorema 3. Suponha que f(t,y) esteja definido em um conjunto convexo D C R Se existir
uma constante L > 0 tal que

’M‘ < L, paratodo (t,y) € D, S

dy
entdo f satisfaz a condicdo de Lipschitzem D na varidvel y, com constante de Lipschitz L.

Teorema 4 (Teorema da Existéncia e Unicidade). Seja f(t,y) uma fungdo continua no conjunto
D ={(t,y)|la<t<be —oo<y<ox}.Se fsatisfizer a condicéo de Lipschitzem D na
varidvel y, entdo o problema de valor inicial

y'(t) = f(t,y), a <t <b, y(a) = a,

tem uma unica solugdo y(t) paraa <t <b.
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Definicao 5. O problema de valor inicial dado na equacéo (1) € considerado um problema
bem-posto se:

e Existir uma tnica solugdo, y(t), para o problema;

e Existirem constantes ¢, > 0 e k > 0 tais que, para qualquer ¢, em (0, €y ), sempre que J(t)
for continua com |0(t)| < € para todo t € [a, b] e quando |dy| < €, o problema de valor
inicial

—:f(t,2)+5<t),a§t§b, Z(a):OZ+50, (3)

tem uma solugdo unica z(t) que satisfaz

|z(t) — y(t)| < ke paratodot € [a,b].

O problema dado pela equacio (3) é chamado de problema perturbado associado ao
problema dado em (1). A motivacio para esta definicdo reside no fato de que os métodos
numéricos estao sempre associados a resolucao de problemas bem-postos, ja que qualquer erro
de arredondamento introduzido pelos calculos perturba o problema original. Uma observacao
importante é que, se o problema nao for bem-posto, nao ha garantias de que o método numérico
gere boas aproximacoes para a solucao do problema.

O teorema a seguir fornece condicoes suficientes para garantir que um problema de valor
inicial € bem-posto.

Teorema 6. Suponha que D = {(t,y) |a <t <be —oo <y < oo}. Se f(t,y) for continua
em D e satisfizer a condigdo de Lipschitzem D na varidvel y, entdo o problema de valor inicial

Y (t) = f(t,y), a <t <b, y(a) = a,

€ bem-posto.

3. METODO DE EULER

Considere o problema de valor inicial dado na equacéo (1). Tomando um inteiro positivo
b— ) ) .
N qualquer, faca h = Ta. E definat; = a + ih, paracadai = 0,1,--- , N. Desta forma,

obtém-se aproximacoes da solucao do problema apenas nos pontos t;, chamados pontos de
malha, em que h = t;, 1 — t; € o tamanho do passo.

Para deduzir esse método usa-se o Teorema de Taylor cuja demonstracao pode ser encon-
trada em (Leithold, 2002).

Teorema 7 (Teorema de Taylor). Seja f € C"[a, b] tal que f"Y exista em [a,b] e xy € [a, D).

Entdo Vx € [a, b] existe £(x) entre xq e x tal que f(z) = P,(z) + R,(x), em que

) (g i (1) (¢( o -
Pu(z) = I zo) kﬂ N~ w0)* & Ru(a) = -1 T ﬁ()')) (& — m) "+,
i !
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Suponha que y(t) seja a solu¢do do problema de valor inicial dado pela equacao (1) tenha
duas derivadas continuas em |[a, b]. Desta forma, calculando o polinémio de Taylor de ordem 1
em torno do ponto ¢ = ¢; para aproximar y(t¢; 1), obtemos que para algum &; € (t;,t;11)

Y(tivr) = y(ti) +y'(t) (tia — i) + y”(&)@gl 5 _ y(ts) +y'(t)h + y" (&)

) 2 (4)

= {8+ Tl y(t)h+ 5y ().

O método de Euler encontra aproximacoes para o problema dado na equacao (1), do tipo
w; ~ y(t;) paracadai = 0,1,2,---, N, desprezando o termo do erro na equagdo (4). A
equacao (5) é chamada de equacao de diferencas finitas.

Wy = &,

wi+1:wi+hf(tiawi)7 parai:oal727'“ 7N_1

4. METODOS DE TAYLOR DE ORDEM SUPERIOR

De forma analoga ao que foi feito para deduzir o método de Euler, pode-se usar um polin6-
mio de Taylor de ordem n para aproximar a solucdo do problema dado em (1), considerando
que a solucdo y(t), do problema, tenha n + 1 derivadas continuas.

Desta forma obter-se-ia a seguinte método, com ¢; € (t;,t;41)ei=0,1,--- | N — 1,
/ g 1" h" (n) hn+1 (n+1)
tiv1) =y(t:) +hy' (&) + -y (6) + -+ =y (&) + ——y" i
y(tivr) = y(ts) + hy' () + Sy"(8) + -+ 7y ()+(n+1)!y (&)

hn—l—l (6)

mf(n) (fi, y(fi))-

Desprezando o termo do erro, obtém-se a equacao de diferencas:

= y(t) + f (i y(8)) + o+ F D () +

Wy = @,
wip1 = w; + KT (t;,w;) parai = 0,1, , N — 1,

em que

n—1

5. ERRO DE TRUNCAMENTO LOCAL

O objetivo dos métodos numéricos é obter aproximacdes melhores. Por isso é necessario,
ter uma forma de comparar os métodos numéricos. Como os valores de y(t) nos pontos de
malha sdo em geral desconhecidos, uma ferramenta que serve para comparar tais métodos é o
erro de truncamento local.
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Definicao 8. O método de diferencas finitas para o problema de valor inicial dado em (1)
Wy = &,
Wir1 = w; + ho(t;, w;), paracadai=0,1,--- /N — 1,
tem o erro de truncamento local definido por

i1 — (Y + ho(ti, yi i+1 — Vi
() = Yt W RO ) Y 20y

paracadai =0,1,--- , N — 1,em que y; e y;.1 denotam a solu¢do da equacado diferencial em
t; et; 11, respectivamente.

Observe, na definicdo acima, que o erro de truncamento local calcula a precisdo do método
supondo que o método forneceu um valor exato no passo anterior.

Definicdo 9. Sejam F', G fungées tais que }llin% F(h)=Le }llin% G(h) = 0. Se existir uma constante
— —

positiva K tal que |F'(h) — L| < K|G(h)|, para h suficientemente pequeno, entdo dizemos que
F(h) converge para L com taxa de convergéncia O(G(h)) (Lé-se "O grande de G(h)").

Esta definicdo diz que I’ converge para L a uma taxa parecida com a qual GG converge para
0. Assim dizemos também que ' é O(G(h)).

Teorema 10. Se o método de Taylor de ordem n for usado para aproximar a solucao de
y' = f(t,y), a <t <D, yla) = a,
com tamanho de passo h e se y € C"[a, b], entdo o erro de truncamento local serd O(h™).

Prova. Pela Definicao 8 segue-se que o erro de truncamento local do método de Taylor de ordem
n serd

_ Yi+1 — Ui (n) _ h" (n) _ " (n+1)
iv1(h) = ————— =T (t;,y;) = ——— Hyl&)) = —+ i)s
Tiv1(h) ; (ti, vi) (n+1)!f (&, y(&) CFIL (&)
paracadai=0,1,--- ,N —1,emque¢; € (t;,t;11). Comoy € C"[a, b, temos que y ™) (t)

é limitada em |[a, b] e dai' 7,41 = O(h™), paracadai =0,1,--- , N — 1.

Em particular, o método de Euler possui erro de truncamento local O(h), caso y” seja
limitada. Estamos interessados em encontrar métodos niimericos com erros de truncamento
O(h?), em que p > 0, sendo p o maior possivel. Observe que os métodos de Taylor de ordem
superior apresentam maior taxa de convergéncia, porém exigem a determinacao e calculo
das derivadas de f(t,y) em diversos pontos. Por esta razdo, esses métodos raramente sdo
utilizados.

6. METODOS DE RUNGE-KUTTA

Os métodos de Runge-Kutta possuem a ordem de convergéncia dos métodos de Taylor
de ordem n e tém a vantagem de n&o ser necessario calcular as derivadas de f(¢,y). Para sua
deducao, é necessario enunciar o
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Teorema 11 (Teorema de Taylor para duas Variaveis). Suponha que f(t,y) e suas derivadas par-
ciais de ordem menor ou igual a n + 1 sejam continuasem D = {(t,y) |a <t < b, c <y < d}
e seja (to,yo) € D. Paracada (t,y) € D, existem £ entre t e t e j1 entre y e y, tais que

ft,y) = Pu(t,y) + Ru(t, y),

em que

Palt.3) = £l ) + | (¢ = t0) 51 o) + (5= )5t o)

[espres s (v o) 02
0y?

5 w(tm%)+(t—t0)(y—yo)at—ay(toyyo)+ 5

Dt =iy

L ‘ (?) (t —t0)"(y — vo)’

(to,yo)| +

(to, o)

)6t = i S

tnt1=5 )y
A fungdo P,(t,y) € chamada de enésimo polinébmio de Taylor em duas varidveis para a
funcdo f em torno de (ty, yo) e R, (t,y) o resto associado a P, (t,y).

Para deduzir o método de Runge-Kutta de segunda ordem, busca-se determinar valores
para aj,a; e (3 tais que a; f(t + aq,y + (1) forneca uma aproximacao para T(Q)(t,y) =

h
flt,y)+ §f’(t, y), com erro de truncamento local O(h?) , que € o mesmo erro de truncamento
local para o método de Taylor de segunda ordem. Como

d B )
F(t) = G5 (6.9) = G 0) + G (60) (0 ¢/ (0) = ft.),
temos hof hof
TO(ty) = ft.y) + 55 (L) + §a—y(t7y) - f(t,y). (7)

Expandindo f(t + a1,y + (1) em seu polindmio de Taylor de primeiro grau em torno de (¢, y),
teremos

ot
+ alRl(t + a1,y + 61);

arf(t+an,y+B1) =a f(t,y) + alalﬁ(ta y) + alﬁlg_i(ta Y)

em que

2 952 2 2 92
ay O°f rf PLo°f
W) 8tay(€7u)+76_y2(§wu)a
paraalgum¢ € (t,t+a)ep € (y,y+51). Comparando os coeficientes de f e de suas derivadas
nas equacoes (7) e (8), obtém-se

Rl(t+a17y+/31) = (f?l’b)—'—alﬂl (9)

€ Bl = ﬁf(ty)

a; = 1; =5 5
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Caso todas as derivadas parciais de segunda ordem de f forem limitadas, entdo

h h
Ry (t-i- §,Z/+ §f(t>?/))

é O(h?), isto &, a ordem do erro desse método é a mesma que a do método de Taylor de ordem
dois. Dai chega-se a equacao de diferencas finitas

Wy = @,

Wiy1 = w; + hf (ti +3

h h
—,wi+§f(ti,wi)) , paracadai=0,1,2,--- ,N — 1.

Métodos de Runge-Kutta de ordens superiores necessitam de expressdes ainda mais com-
plexas para satisfazer as condicoes exigidas pelo método.

O método de Runge-Kutta mais usado é o método de Runge-Kutta de quarta ordem, que é
dado a seguir na forma de equacdes de diferencas finitas.

Wy = @, k’l = hf(tl,wz),
h 1 1 1
ky = hf (ti+—,wi+§k‘1) ks =hf (ti+§>wi+§k2)a

2
ki = hf(tigr, wi + ks),

(10)

1
wi+1:wi+6(k:1+2k2+2k3+k4) paracadai=0,1,--- ,N — 1.

Esse método tem mesmo erro de truncamento local que o método de Taylor de ordem 4
que, pelo Teorema 10, tem erro de truncamento local O(h*), desde que a solucio y(t) tenha
cinco derivadas continuas em [a, b|.

O maior esforco computacional na aplicacao dos métodos de Runge-Kutta reside em de-
terminar a imagem da funcdo f em varios pontos. Nos métodos de segunda ordem, o erro de
truncamento local é O(h2) e o custo é calcular aimagem de f em dois pontos a cada passo. O
método de Runge-Kutta de quarta ordem requer o calculo da imagem de f quatro vezes em
cada passo, e o erro de truncamento local é de O(h4). Para comparar qual método é superior
fazemos o seguinte:

Para o método de Runge-Kutta de quarta ordem ser superior aos métodos de Runge-Kutta
de segunda ordem, basta que o método de Runge-Kutta de quarta ordem forneca aproximacoes
melhores com um tamanho de passo i do que o método de segunda ordem de tamanho de passo

h
5 Como os métodos de Runge-Kutta de ordens superiores, embora fornecam aproximacoes

melhores, exigem muitos calculos a mais por passo, o método de quarta ordem se sobressai,
isto é, que efetuando a mesma quantidade de calculos por passo, o método de quarta ordem
forneca melhores aproximacoes, o que de fato ocorre. Fazendo esta comparacao com métodos
de Runge-Kutta de ordens superiores, verifica-se que o método de Runge-Kutta de quarta ordem
é superior.
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7. CONVERGENCIA E ESTABILIDADE DO METODO

Nesta secdo, as principais referéncias utilizadas na discussao foram (Burden; Faires; Burden,
2016) e (Viana; Espinar, 2021).

Os métodos apresentados nesse trabalho sdo chamados métodos de passo tnico ou
métodos unipasso, pois a aproximacao no ponto de malha t;, ; envolve informagdes somente
de t;.

Na exposicao que sera feita a seguir, considere um problema de valor inicial,

y = f(t,y), paraa <t <b, yla) =« (11)

com f continua e satisfazendo uma condicao de Lipschitz na variavel .
Seja entdo um método numérico com a equacao de diferencas dado a seguir

Wy = @,

. (12)
Wiy = w; + ho(t;,w;, h), paracadai =0,1,--- | N — 1,

gue aproxima a solucdo do problema de valor inicial dado na equacao (11).
Iremos supor que existem constantes K, hy > 0 e que ¢ é continua e satisfaz a condicao de
Lipschitz na variavel y no conjunto

D={(ty,h)]a<t<b—oco<y<oo,0<h<hy},

assim | (t, y1, h) — &(t, ya, h)| < Kl|y1 — y2| paratodos (¢, 41, h), (t,y2, h) € D. Os métodos de
Runge-Kutta satisfazem essas condi¢oes, em particular, ¢ ira satisfazer a condicao de Lipschitz
na variavel y desde que f satisfaca a condicao de Lipschitz na variavel .

Serao mostrados a seguir lemas necessarios para provar alguns resultados importantes.

Lema 12. Para todo x > —1 e para qualquer m positivo, temos que 0 < (1 + z)™ < ™",

Prova. Utilizando o Teorema de Taylor com f(x) = e*, em torno de o = 0 e com n = 1 temos
$26£ $2€§
e’ = 1+x+T,emquegestdentreOex. Logo, 0 <14z < 1+x+7 =", ecomo
1+ 2 > 0, segue-se que
0<(1+az)"<em™.

Lema 13. Se s e t forem numeros reais positivos, ag, a1, as, - - - , ai for uma sequéncia que satisfaz
ag > —t/se
aiy1 < (14 8)a; +t, paracadai=0,1,2,---  k—1, (13)
entdo
(i+1)s t t
A1 S e ag+ -] ——.
S S

Prova. Dado um i fixo, a desigualdade (13) implica que
a1 <(Q+s)a;+t<(1+s)[(1+s)aj_1 +t]+1
=(1+s8) a1 +1+1+8))t<A+8) a2+ [1+(1+s) +(1+5)°]t<

<(1+5) " ag+ 1+(1+s)+~--+(1+s)i] t.
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Mas, 1+ (14s) + -+ (1+s) = (1+ s)’ é uma série geométrica de razéo (1 + s)
=0
. 1—(1+ S)iﬂ 1 +1 +1
cujagsomaé ———— =~ (1 g 1}. Disto segue-se que, a;+1 < (1 !
J = (1+s) [0+ gue-se que, aiy < (1+8)" a0 +
t

(14 s)" = 1} , e usando o Lema 12 com x = s, temos
s

. " . . to
iy < (1 + S)H-l ao + g [(1 + S)Z—H . 1] < e(z+1)sa0 + ; [e(z+1)s . 1}

- t t
— e(erl)s (CLO + _> _ -
S S

Definicdo 14. Dizemos que um método da forma (12) é convergente se para todo problema

dado pela equacéo (1) o erro global, dado por w; — y(t;), satisfizer }llin% max {Jw; —y(t;)|} = 0.
— i<

Além disso, diremos que o método tem ordem de convergéncia p se existir p > 0 tal que
max {w; —y(t;)} = O(hP).

1<i<N

E claro que para que um método numérico ser Gtil ele deve ser convergente. Observe
também que uma vez que y(t) ndo é conhecida nos pontos de malha, se torna demasiado
complexo analisar a convergéncia do método através desta definicdo. Isso leva a seguinte
definicao.

Definicao 15. Dizemos que um método da forma (12) € consistente se para todo problema

dado pela equacéo (1) tivermos }ILH% max {:(h)} = 0. Além disso, diremos que o método é
— ASAS

consistente ordem p se existir p > 0 tal que max. {mi(h)} = O(hP).

Teorema 16. Se o método de passo tnico dado em (12) é consistente de ordem p e ¢ € lipschitziana
em y, entdo o método também é convergente de ordem p.

Prova. Observe que

(Wit1 — y(tir1)| = [wi + ho(ts, wi, h) — y(t:) — ho(ti, y(ti), h) — hrizi(h)]
< fwi —y (i) + hK |wi — y(ti)| + hl7ipa (h)]
= (14 hK)|w; — y(t;)| + hl7isa (R)].

Como |wy — y(ty)| = 0, segue-se do Lema 13 que

[ wit1 — y(tis1)] < elFRE (|wo —y(to)| +h

- (e(bfa)K _ 1)
- K

|Tiv1(R)] _ h\TiH(h)’
hK hK

|Tir1(R)]
Esta desigualdade junto as hipdteses asseguram a conclusdo do teorema.

Observacao 17. Nas condicées do Teorema 10, os métodos de Euler e de Runge-Kutta sao
consistentes de ordem n. Deste modo, pelo Teorema 16, sdo também convergentes de ordem n.
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Mesmo um método sendo convergente, devido aos erros de arredondamento e ao fato de
que os métodos nao usam resultados exatos em cada passo, é necessario garantir que ele é
estavel, isto é, se mudancas pequenas nos dados do problema levam a mudancas pequenas nas
aproximacoes w; do método.

Definicao 18. Dizemos que o método numérico dado em 12 é estdvel se existirem contantes
positivas C; e Cs tais que

12%:}%{\%“ — Ui} < Cilwo — vo| + O @%V{\wi!},

em que a sequéncia v;;1,comi = 0,1,--- | N — 1, é calculada a partir de um dado inicial v,
por algum problema perturbado, do tipo v, 11 = v; + ho(t;, v;, h) + hw;.

Teorema 19. Se ¢ € lipschitziana em y, entdo o método € estdvel.

Prova. De fato,
Pelo Lema 13,

(€(i+1)hK . 1)

|wit1 — viya] < €(i+1)hK’wo — vo| + |wil

K
(b—a)K __ 1)
< J-a)K | (7 1) .
< e Jwo — o + S max {Jw;[}.

e(bfa)K _ 1)
K

Conforme exposto anteriormente, isto significa que se f for lipschitziana em y, entao os
métodos de Euler e de Runge-Kutta sao estaveis.

Note que o Teorema 16 faz forte uso do fato de ¢ ser lipschitziana. O seguinte teorema nos
da uma condicao suficiente para assegurar que o método é convergente sem necessitar exigir
que ¢ seja lipschitziana.

Dar basta tomar C; = ¢~ YK e O, = (

Teorema 20. Se o método numérico unipasso dado em 12 for estdvel e consistente de ordem p,
entdo também é convergente de ordem p.

Prova. Da forma como foi definido o erro de truncamento local, temos que y(t; 1) = y(t;) +
ho(ti,yi, h) + htir1(h). Esta igualdade pode ser vista como um problema perturbado com
Vi1 = Y(tiv1) (neste caso vy = y(tg) = wp) e w; = 7;41(h). Pela hipdtese de estabilidade
temos que

Jax {Jw; —y(ts)|} = max {|w; —vil} < G max {|71(R)]}-

Esta desigualdade junto a hipdtese de consisténcia garante a conclusdo do teorema.

8. CONCLUSAO

Por fim, os métodos numéricos apresentados neste trabalho permitem resolver numerica-
mente problemas de valor inicial que de forma analitica ndo seriam viaveis. Em particular, o

10



RMAT V.1, N. 1| 2025

método de Runge-Kutta de quarta ordem é muito utilizado devido sua alta ordem de convergén-
cia e ao fato de ser eficiente computacionalmente, fornecendo resultados bastante precisos. Os
métodos aqui apresentados podem ainda ser estendidos para resolver sistemas de problemas
de valor inicial de primeira ordem. E com esta extensao é possivel resolver problemas de valor
inicial de ordens superiores com mesma precisdao e ordem de convergéncia apresentadas no
presente trabalho.
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