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Resumo

O propdsito deste trabalho é apresentar o Teorema de Euler para poliedros convexos. Para isso, foram realizadas
pesquisas bibliogrdficas sobre o tema. Como resultado, serdo apresentadas trés demonstracées desse teorema,
utilizando diferentes niveis de conhecimento matemadtico.
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Abstract

The purpose of this work is to present Euler’s Theorem for convex polyhedra. For this purpose, bibliographical
research on the subject was carried out. As a result, three projections of this theorem will be presented, using
different levels of mathematical knowledge.
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Resumen

El propdsito de este trabajo es presentar el Teorema de Euler para poliedros convexos. Para tal fin se realizé una
investigacion bibliogrdfica sobre el tema. Como resultado, se presentardn tres proyecciones de este teorema,
utilizando diferentes niveles de conocimiento matemdtico.
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1. INTRODUGAO

A relacao de Euler para poliedros convexos, expressa pela formulaV — A+ F' = 2,onde V
representa o nimero de vértices, A o nUmero de arestas e F' o nimero de faces de um poliedro
convexo, é um dos teoremas fundamentais da geometria. Descoberta pelo matematico suico
Leonhard Euler em 1758, essa relacao foi objeto de estudo de varios matematicos ao longo da
historia, dentre eles Legendre e Cauchy.

Nesse artigo, iremos analisar trés demonstracées dessa relacdo. Para tanto, utilizamos a
metodologia da pesquisa bibliografica e estruturamos o texto em dois blocos principais. No
primeiro deles, apresentamos os conceitos necessarios para o entendimento das demonstracoes
e no segundo, as demonstracoes em si.

Por fim, observaremos que diferentes niveis de conhecimento matematico foram necessa-
rios para concluir cada uma das demonstracées abordadas.

2. CONCEITOS PRELIMINARES

2.1. Definindo Poliedros e seus Elementos

Os poliedros sao formas geométricas tridimensionais que consistem em faces planas, arestas
retas e vértices. Cada face de um poliedro é um poligono, e as arestas sao as linhas onde duas
faces se encontram. Portanto, antes de definirmos mais precisamente os poliedros, faz-se
necessario um estudo preliminar dos poligonos.

2.1.1.Poligonos

Definicdo 1. Um poligono € uma figura geométrica plana formada por uma sequéncia finita
de segmentos de reta conectados para formar um caminho fechado sem autointersecdo. Cada
segmento de reta é chamado de lado e os pontos onde os segmentos se encontram sGo chamados
de vértices.

Os poligonos podem ser classificados em convexos e ndo convexos. Uma definicao precisa
de poliedros convexos pode ser vista em Neto (2013, p.17).

Definicdao 2. Sejam n > 3 um natural e A, A,, ..., A,, pontos distintos do plano. A A,...A,, é
um poligono convexo se A, ., = A; eareta A; A, ndo contém nenhum outro ponto A;, mas
deixa todos eles em um mesmo semiplano, para 1 < i < n.

Definicao 3. Os poligonos que ndo sdo convexos sao ditos poligonos céncavos ou nGo-convexos.

2.1.2Poliedros

Definicao 4. Como podemos ver em Lima (2006, p.232), um poliedro é uma figura geométrica
tridimensional composta pela reunido de um numero finito de poligonos chamados faces em
que:
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e Cada lado de um desses poligonos é também lado de apenas um outro poligono.

e Aintersecdo de duas faces quaisquer ou € um lado comum chamado de aresta, ou é um
vértice, ou € vazia.

e Sempre é possivel ir de um ponto de uma face a outro ponto qualquer do poliedro sem
passar por nenhum vértice.

Os principais elementos dos poliedros sao as faces, as arestas e os vértices.
Assim como os poligonos, os poliedros podem ser agrupados em convexos € NAo convexos.

Definicao 5. Um poliedro convexo € aquela que possui a seguinte caracteristica: se dados quais-
quer dois pontos desse objeto sempre serd possivel tracar um segmento de reta completamente
contido nele.

Definicao 6. Os poliedros que ndo possuem a caracteristica que define os poliedros convexos
sdo definidos como poliedros nédo convexos.

A seguir, a Figura 1 apresenta alguns exemplos de poliedros convexos e a Figura 2 exemplos
de poliedros ndo convexos.

TV Q@

Fonte: Richeson (2015)

Figura 1. Exemplos de poliedros convexos

¥

Figura 2. Exemplos de poliedros nio convexos

Fonte: Richeson (2015)

Definicao 7. Um Subpoliedro () do poliedro P é o subconjunto de P formado pela reunido de
algumas de suas faces, de tal modo que () também seja um poliedro.
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(a) Poliedro P (b) Subpoliedros de P

Fonte: Préprio Autor

Figura 3. Exemplos de subpoliedros

Definicao 8. Poliedro conexo é o que ndo permite ser escrito como a reunido de dois de seus
subpoliedros de modo que a intersecdo entre ambos seja vazia, salvo no caso trivial em que um
dos subpoliedros é o conjunto vazio.

O poliedro apresentado na Figura 3 (a) € um exemplo de poliedro conexo.

Definicao 9. Aresta livre de um poliedro € aquela que é lado de apenas uma face do poliedro.
Analogamente, vértice livre é o vértice que pertence a somente uma face.

Segundo Lima (1991), ha seis possibilidades de arestas livres ao considerar apenas faces
triangulares (Figura 4):

a. Aface possui apenas uma aresta livre.

b. A face tem duas arestas livres e apenas um vértice livre.

c. Aface possui duas arestas livres mas nenhum dos seus vértices € livre.
d. Aface possui as trés arestas livres mas nenhum dos seus vértices é livre.
e. Aface tem trés arestas livres e apenas um vértice livre.

f. Aface possui trés arestas livres e dois vértices livres.

Definicao 10. Ciclo num poliedro P € uma linha poligonal fechada, cujos lados sdo arestas de P.

Definicao 11. Bordo de um poliedro € a reuniGo de suas arestas livres. Assim, umciclo A C P é
um bordo se existir um subpoliedro () C P tal que )\ é o conjunto das arestas livres de ().

Definicao 12. Duas faces de um poliedro sdo faces encadeadas quando existe uma sequéncia
de faces entre elas tais que a intersecao entre faces adjacentes é uma aresta comum a ambas
as faces (Figura 7).
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Fonte: Lima (1991)

Figura 4. Arestas livres para faces triangulares

Fonte: Préprio Autor

Figura 5. Exemplo de ciclo

NV

Fonte: Préprio Autor

Figura 6. Exemplo de bordo
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Fonte: Préprio Autor

Figura 7. Exemplo de faces encadeadas

2.2. Geometria Esférica

As definicoes apresentadas anteriormente ndo sao suficientes para embasar todas as provas
que serdo apresentadas nesse artigo. Para algumas delas, precisaremos de conceitos oriundos
da geometria esférica, que é uma parte da geometria que trata das propriedades das figuras na
superficie de uma esfera.

A prova matematica de que a soma dos angulos internos de um tridangulo plano é 7 radianos
deve-se ao fato de considerarmos que, por um ponto ndo pertencente a uma reta, passa uma
Unica reta paralela a primeira. Esse fato € um dos axiomas da geometria plana e é conhecido
como o quinto postulado de Euclides.

Diferentemente da geometria plana, a geometria esférica refuta o quinto postulado de
Euclides. Nas superficies esféricas, as linhas geodésicas (14) sempre se cruzam em dois pontos.
Esse fato, faz com que a soma dos angulos internos de um tridngulo esférico seja maior que 7
radianos, cuja prova veremos quando abordarmos o Teorema de Girard (Teorema 3).

Definicao 13. Uma esfera E de centro em O e raio r é o conjunto de todos os pontos P do
espaco que distam r do ponto O.

Definicdo 14. Circulo mdximo, ou geodeésica, € qualquer circunferéncia sobre a superficie de
uma esfera ' que possui raio igual ao da propria esfera.

Definicao 15. Fuso € uma regido de uma semiesfera delimitado por dois circulos madximos
(Definicdo 14) que se interceptam em dois pontos diametralmente opostos, chamados vértices.

Definicao 16. Fuso completo € uma regido da esfera delimitada por dois circulos mdximos que
se interceptam em dois pontos diametralmente opostos, chamados vértices. Ele € composto por
dois fusos. Cada um dos pontos de um dos fusos € diametralmente oposto aos pontos do outro
fuso em relacao a origem.

Definicao 17. O dngulo do fuso é o dangulo formado entre as tangentes das geodésicas em
qualquer um de seus vértices.

Definicao 18. Triangulo esférico ou triangulo geodésico é uma regido formada por um fuso
mais uma geodeésica.

Uma vez apresentadas todas as definicoes necessarias, passemos agora para as demonstra-
cOes do Teorema de Euler para Poliedros Convexos
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(a) (b) (c) (d) (e)

Fonte: Préprio Autor (a), Richeson (2015) (b) e (e), Lima (2010) (c) e (d)

Figura 8. Exemplo de (a) geodésica, (b) fuso, (c) fuso completo, (d) angulo do fuso e (e) tridAngulo esférico
3. ALGUMAS DEMONSTRA(;()ES DO TEOREMA DE EULER PARA POLIEDROS CONVEXOS

Ao longo do tempo, alguns matematicos, como Legendre e Cauchy, se detiveram em provar
a veracidade da Relacdo de Euler, uma vez que, segundo Richeson (2015, p.79), o proprio Euler
nao o fez a contento.

O Teorema de Euler foi descoberto em 1758. Desde entao, diversas demonstracoes
aparecem na literatura e algumas continham falhas (como a de Cauchy), que foram
descobertas muitos anos mais tarde. Essas falhas eram devidas a falta de precisao na
definicao de poliedro. Mesmo Euler nunca se preocupou em definir precisamente essa
palavra. (Lima, 2006, p. 235)

O teorema é enunciado de forma simples da seguinte maneira:

Teorema 1. Seja P um poliedro convexo (Definicdo é) com V vertices, A arestas e I faces. Entéo
vale a igualdade V- — A + F = 2.

Este enunciado reflete uma caracteristica intrinseca dos poliedros convexos, independente-
mente de sua forma ou tamanho, e é um dos pilares da teoria dos poliedros, oferecendo uma
ferramenta poderosa para entender suas estruturas.

Existem varias demonstracoes desse Teorema de Euler. Recentemente, duas demonstracoes
do teorema foram publicadas na Revista do Professor de Matematica (RPM), RPM n°3 (Filho,
2010) e RPM n°5 (Lima, 2010), pela Sociedade Brasileira de Matematica (SBM). Neste texto, apre-
sentaremos e discutiremos detalhadamente essas demonstracoes, que foram cuidadosamente
estudadas e analisadas. Também, apresentaremos uma demonstracdo baseada no estudo da
demonstracao de Cauchy feita pelo professor Elon (Lima, 1991).
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3.1. Demonstracio do Teorema de Euler Através da Soma dos Angulos Internos dos Poliedros

A demonstracao que apresentamos nessa secao para o Teorema 1 foi baseada no artigo
publicado na RPM n°3 (Filho, 2010).

Definicao 19. Uma triangulacdo de um poligono é a decomposicao desse poligono em um
conjunto de triangulos, de modo que:

e Os vértices dos triGngulos coincidem com os vértices do poligono;

e Nenhum lado de um triangulo sai da regido delimitada pelo poligono ou cruza outro lado
do poligono.

Lema 1. Qualquer face ndo triangular de um poliedro convexo (Definicdo 6) pode ser transfor-
mada em duas ou mais faces triangulares sem alterar o niumero V- — A + F.

Prova. Sejam V, A e F respectivamente os niimeros de vértices, arestas e faces de um poliedro
convexo. As faces poligonais de um poliedro podem ser decompostas em faces triangulares por
meio de diagonais ao ligar um determinado vértice aos demais desde que ndo sejam adjacentes
ao primeiro. Para cada diagonal numa face, o numero V ndo se altera, enquanto cada um dos
numeros A e F' aumentam uma unidade. Esses aumentos se cancelam na expressdo V — A+ F.
Portanto, qualquer face nao triangular de um poliedro pode ser transformada em duas ou mais
faces triangulares sem alterar o nimero V. — A + F. ]

Passamos agora a prova do Teorema 1.

Prova. Sejam r uma reta ndo paralela a nenhuma das faces do poliedro convexo P, e H um
plano que ndo intersecta P e é perpendicular a r. Isso sempre serd possivel, pois, no poliedro
convexo, o nuimero de faces é finito. Sem perda de generalidade, suponha que H esteja sob o
poliedro de modo que o semi-espaco superior delimitado por H contenha o poliedro P, (exemplo:
Figura 9).

Considerando o conjunto de todas as retas verticais paralelas a r que passam pelo poliedro
P, tem-se que cada ponto p € P corresponde a um tnico ponto p' em H (exemplo: Figura 10).

A uniéo de todos esses pontos p’ formam um conjunto convexo P’ C H, cujo contorno \' é
a sombra de uma poligonal fechada ), formada por arestas de P (exemplo: Figura 11).

Essa poligonal A\ chama-se contorno aparente do poliedro P e cada ponto de ' ¢ H
corresponde a um unico ponto p € A C P. Dados dois pontos de P que tém relacGo com o
mesmo ponto p’, chamamos de \; o conjunto dos pontos de P mais distante de H e de )\, o dos
pontos de P mais proximos de H, desde que nenhum desses pontos pertencam a \. Assim, o
bordo do poliedro P se decompée em 3 partes disjuntas: A\, A1 € Ay. Dessa forma haverd duas
funcées bijetivas:

fl AU /\1 — H

pp

foi AUl — H

prp



Fonte: Préprio Autor

Figura 9. Cubo supenso (exemplo de poliedro convexo)

Fonte: Préprio Autor

Figura 10. Retas paralelas a r que passam pelo poliedro P
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Fonte: Préprio Autor

Figura 11. Projecdo do cubo no plano H (sombra )\)

- -
-

(a) Vista lateral (b) Vista superior

Fonte: Préprio Autor

Figura 12. Pontos iluminados (verde), pontos sombrios (negrito) e contorno aparente (vermelho)

10
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Ao conjunto imagem de f; C H denomina-se pontos iluminados, e ao imagem de f, C H,
pontos sombrios (exemplo: Figura 12).

Assim, o poliedro P serd decomposto em dois conjuntos, um formado pelos pontos ilumi-

nados (exemplo: Figura 13 (a)) e um outro formado pelos pontos sombrios (exemplo: Figura 13

(b)).

(a) (b)

Fonte: Préprio Autor

Figura 13. Poliedros formados pelos (a) pontos iluminados e (b) pelos pontos sombrios

Pelo Lema 1, pode-se considerar que todas as faces de P tem 3 arestas e cada aresta pertence

a 2 faces. Portanto,

3F =2A=F =2A—-2F (1)

Calculando de duas maneiras distintas a soma S dos angulos internos dos triGngulos que
compoéem o poliedro P, temos:

a. Como hd F trigngulos em P e a soma dos dangulos internos de cada um deles é igual a 2

angulos retos, isto €, a w radianos, entdo
Substituindo 1em 2, tem-se que

S=2r-A-2n-F=2n(A-F) (3)

Sejam S, e Sy a soma dos dngulos internos dos triangulos contidos na projecdo de P em
H por f, e por f,, respectivamente. Isto €, a soma dos angulos dos poligonos P, e P,
contidos em H. Como a soma dos dangulos internos de qualquer trigngulo plano é sempre
igual a 7 radianos, entdo S = S, + Ss, ou seja, a soma dos dngulos do poliedro P é igual
a soma angulos dos poligonos P| e P,. Tanto S, quanto S, podem ser calculados pela
soma dos angulos nos vértices internos de cada um desses poligonos mais a soma dos
angulos com vértices no contorno aparente.

Sejam V; o numero de vértices iluminados, V, o de vértices sombrios e Vj, o nimero de
vértices do contorno aparente. Assim, o numero total de vértices do poliedro P é igual a
soma dos vértices do contorno aparente, dos iluminados e dos sombrios, ou seja, .

V=W+V+W (4)

"
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Considerando o poligono P;, tem-se que a soma dos angulos nos vértices iluminados é
igual a 4 angulos retos, isto €, 27 radianos, e a soma dos dngulos nos vértices do contorno
éigual a m(Vy — 2). Assim,

Sy =2n-Vi+7(Vy—2) (5)
e
So =21 - Vo +m(Vy — 2) (6)
Adicionando (5) e (6),
S=8+8=2r(Vo+ Vi +Va) —4r (7)
Substituindo (4) em (7),
S =2V —4x =2n(V - 2) (8)

Comparando (3) com (8) e dividindo ambos os termos por 27, tem-se que:

A-F=V-2=V-A+F=2.
U

3.2. Demonstracio do Teorema de Euler Através da Soma das Areas de Triangulos Esféricos

Segundo Lima (2010), a demonstracdo da Relacdo de Euler apresentada por Legendre
possui a mesma ideia central do argumento exposto pelo autor do artigo publicado na RPM
n°3 (Filho, 2010), ou seja, a soma dos angulos dos triangulos formados pela decomposicdo
das faces poligonais do poliedro. A diferenca entre as duas demonstracoes esta no fato de
Legendre utilizar a soma dos angulos internos de tridngulos esféricos (Teorema de Girard) em
sua demonstracao.

3.2.1.Teorema de Girard

Conforme aponta (Lima, 2010), o matematico francés Albert Girard (1595 - 1632) demons-
trou que a soma dos angulos internos de um triangulo esférico é superior a 7 radianos. Esse
importante teorema ficou conhecido como Teorema de Girard e sera apresentado a seguir
(Teorema 3). Antes, porém, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2. Seja o 0 dngulo em radianos de um fuso (Definicéo 17) contido em uma esfera de raio
r, entdo a drea desse fuso é 2ar>.

Prova. De fato, Como a drea de um fuso tem proporcéo direta com seu dngulo e sendo S = mr>
a drea da superficie de uma esfera de raio r tem-se que a drea de um fuso com anghulo «
radianos é 2ar2. O

Teorema 2. Seja ¢ um fuso completo (definicGo 16) contido em uma esfera E de raio r, cujo
angulo o é medido em radianos. Qualquer plano que passe pelo centro da esfera, a decompée
em dois hemisférios H e H'. As partes R, R’ do fuso completo contidas em cada um desses
hemisférios tém dreas iguais a 2ar>.

12
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Prova. Sejam S? a superficie de uma esfera E e f : S*> — S a funcdo que relaciona cada ponto
x € S? a sua antipoda f (x) = 2'. Essa fungdo possui as propriedades a seguir:

a. Sex € H, entdo seu antipoda 2’ = f(x) € H'.
b. Se x € ®, entdo seu antipoda z' = f(x) € ® também.
c. Adreade Réigual a dreade R = f(R), paraVR C E.

Assim, se R for a parte do fuso completo ® situada no hemisfério H, tem-se que R' = f(R) éa
parte de ® C H'. Portanto, drea de ® é igual a drea de R mais a drea de R’, que, pela terceira
propriedade acima, é igual ao dobro da drea de R. Logo,

R = 2ar?
O

Teorema 3. Sejam a, 3 e y os dngulos internos de um triGngulo esférico. Se esses angulos forem
a

medidos em radianos, entdo S, = a + 8 + v = m + —;, com a sendo a drea desse triangulo.
T

Prova. Seja H um hemisfério que contenha o triangulo esférico dado. Seja também R, a

regiao formada pelo prolongamento dos lados que formam o angulo «, nos dois sentidos, até

encontrarem o bordo do hemisfério H (Figura 14).

Fonte: Lima (2010)

Figura 14. Exemplo da regidao R, (parte hachurada)

Similarmente a R,,, sejam R e I, as regiées formadas pelos prolongamentos dos lados
que formam os angulos 3 e 7.

De acordo com o Teorema 2, a drea das regiées R, C H, Rg C H e R, C H sao iguais a
202, 28r* e 2yr?, respectivamente.

Sendo assim, tem-se que a soma das dreas R, Rg e R, € igual a drea de H mais duas
vezes a drea a do trigngulo, que foi contada trés vezes. Portanto,

20 + 26r? 4+ 2yr? = 271 + 2a

Logo, simplificando ambos os termos por 212, tem-se

13
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a
at+pft+y=m+—.
r
U

Agora apresentaremos a demonstracdo do Teorema de Euler (Teorema 1) a luz da geometria
esférica.

Prova. Seja () uma esfera de raio r cujo centro O é um ponto situado no interior do poliedro
convexo P. A projecdo radial do poliedro P sobre a esfera ) produz uma decomposicéo de P em
triangulos esféricos t dispostos de modo semelhante as faces de P, ou seja, €2 fica recoberta por
I triangulos esféricos, com um total de A lados e V' vértices. Para cada um desses triangulos t,
vale a féormula de Girard (Teorema 3)

a
Se=m+ =, (9)
T

onde S; é a soma dos angulos internos de t e a; € a drea do triangulo t. Considerando todos os
F trigngulos, tem-se que

Zst:w-FJrZat (10)

Como a soma dos angulos em torno de cada vértice é igual a 2,
Y S=2m-V. (11)

Além disso, a soma das dreas de todos os triangulos t € a drea total de (1, ou seja,

Z a; = 4mr?. (12)

Como, nesse caso, a soma das dreas dos tringulos esféricos coincide com a drea total da esfera,
entdo de (10), (11) e (12),

47r?

27 -V =m-F+ =2V — F = 4. (13)

r2

Como todo triangulo t tem 3 lados e toda aresta € lado de 2 triangulos, tem se
F =2A-2F. (14)

Substituindo (14) em (13) e dividindo ambos os membros da equacdo por 2, conclui-se que
V—-A+F =2 O

3.3. Demonstracao do Teorema de Euler Segundo Cauchy

A demonstracao do teorema de Euler a seguir é devida ao matematico francés Augustin-
Louis Cauchy (1789 - 1857). Segundo Lima (1991), Cauchy pretendeu provar que a relacdo
V — A+ F = 2 eravalida para todo poliedro convexo, mas nao definiu precisamente o conceito
de poliedro utilizado nem explicitou todas as hipbteses necessarias para que tal demonstracao
fosse valida. Entretanto, anos ap6s da publicacao do seu trabalho, descobriu-se que as condicoes
necessarias para gue um poliedro se adequasse aos argumentos propostos pelo matematico

14
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francés constituem em uma caracterizacao topolégica da esfera em termos combinatérios,
ou seja, um poliedro satisfaz tais condicoes se, e somente se, for homeomorfo a uma esfera.
Apesar dessa Gltima equivaléncia ser verdadeira, ela € um resultado profundo de Topologia e é
equivalente a de demonstrar a invariancia dos grupos de homologia da esfera S2. Entretanto, a
demonstracao de Cauchy precisa preliminarmente dos seguintes lemas.

Lema 3. Seja P um poliedro (Definicéao 4) cujas arestas sejam também, cada uma, um lado de
exatamente duas faces de P. Todo subpoliedro proprio de P (Definicdo 7) tem arestas livres
(Definicdo 9) se, e somente se, duas faces quaisquer de P sdo encadeadas (Definicdo 12).

Prova. Considera-se P um poliedro cujos subpoliedros proprios possuem arestas livres. Para
uma dada face T, seja () uma reunido das faces S de P que podem ser encadeadas com T.
Suponha que () # P. Como, por hipdtese, todo subpoliedro proprio de P possui aresta livre,
tem-se que () possui uma aresta livre «, ou seja, existe uma face S C () tal que o C S. Também,
como S C (@, entdo S é encadedvel com T’ por definicdo. Por hipdtese, como toda aresta de P é
lado de exatamente duas faces de P, entdo existe uma face S’ C P tal que o C S’. Mas como
a élivre em ), a face S’ néao estaria em (), o que € absurdo, pois S’ € encadedvel com T'. Logo,
Q) = P, ou seja, duas faces quaisquer de P sdo encadeadas. Reciprocamente, suponha-se P
um poliedro em que duas faces quaisquer sdo encadeadas. Para mostrar que todo subpoliedro
proprio () C P tem alguma aresta livre, toma-se uma face S em P — () e uma face I’ em ().
Como por hipdtese duas faces quaisquer de P sdo encadeadas, existe uma cadeia T',T5, ..., T,
em P,comT; =T eT, = S. Seja T; a ultima face desta cadeia que pertence a (). Entdoi < n
eaarestaa =T;NT; élivre em Q) pois se o fosse lado de outra face em () além de T;, essa
face teria de ser T}, 1, que € um absurdo, pois T; 1 ndo estd contida em (). O

A equivaléncia contida no Lema 3 serd utilizada na primeira passagem do argumento de
Cauchy, que é a retirada de uma das faces do poliedro. Essa retirada implicard no surgimento
de arestas livres no subpoliedro resultante.

Lema 4. Seja P um poliedro onde cada aresta seja também lado de exatamente duas faces de
P e que todo ciclo em P (Defini¢éo 10) seja um bordo (Definicdo 11). Se P’ se obtém de P por
omissdo de uma face T entdo todo ciclo em P’ é um bordo. O

Prova. Dado um ciclo A em P’, seja () um subpoliedro de P cujo bordo € \. Como, por hipétese,
toda aresta de P é lado de exatamente duas faces de P entdo Q' = P — () é outro subpoliedro
de P cujo bordo ainda € \, sendo Q N Q' = e Q U Q' = P. Assim apenas um dos dois
subpoliedros, () ou ()', contém T'. Sem perda de generalidade, suponha-se T C Q. Entédo ' é
um subpoliedro de P’ cujo bordo é )\, ou seja, todo ciclo em P’ é um bordo.

O Lema 4 garante que, ap6s a retirada de uma das faces de P no primeiro argumento de
Cauchy, todo o ciclo do subpoliedro P’ de P também é um bordo. Esse fato sera importante
posteriormente para demonstrar que o subpoliedro P’ é conexo.

Entretanto, caso seja a retirada de uma face de P’, ou seja, de um dos 6 casos de poliedros
com arestas livres representados na Figura 4, os Lemas a seguir demonstraram que todos os
ciclos dos subpoliedros P” de P’ serdo também bordos.

Lema 5. Seja P’ um subpoliedro de P em que todo ciclo de P’ é um bordo. Se P” é um subpoliedro
de P' tal que P" = P' — T, onde T é uma face de P’ com apenas uma aresta livre (Figura 4
(a)) ou T € uma face com duas arestas livres e apenas um vértice livre (Figura 4 (b)), entéo todo
cicloem P" é um bordo.
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Prova. Dado um ciclo A\ C P”, seja (Q um subpoliedro de P’ cujo bordo € \. Supondo T C Q,
entdo ) conteria as arestas livres de T, que é um absurdo, pois \ C P’ —T. Logo Q C P”, ou
seja, todo ciclo em P" é um bordo. O

O Lema 5 permitira que, posteriormente, seja demonstrado que os subpoliedros P” prove-
nientes da retirada de uma face de P’ que tenha apenas uma aresta livre, ou de uma que tenha
duas arestas livres e apenas um vértice livre, sejam conexos.

Lema 6. Seja P’ um subpoliedro de P em que todo ciclo de P’ é um bordo. Se P” é um subpoliedro
de P’ tal que P”" = P' — T, onde T é uma face de P'. Como T tanto pode conter duas arestas
livres mas sem vértice livre (Figura 4 (c)) quanto pode conter trés arestas livres com mais de um
vértice livre (Figura 4 (d) e (e)), entdo todo ciclo de cada componente conexa de P” é um bordo.

Prova. Dado um ciclo A numa componente conexa C C P”, entéo existe um subpoliedro Q C P’
cujo bordo € \. Supondo que @) contenha faces de mais de uma componente de P”, entdoT' C ().
Isso implica em () conter também as faces livres de T', que € um absurdo, pois A C (). Portanto
Q C C, ou seja, todo ciclo em cada componente convexa de P" é um bordo. U

Semelhantemente ao Lema 5, o Lema 6 servira para provar que os subpoliedros P” ser3o
conexos para os demais casos de subpoliedro com arestas livres ndo tratados, exceto para o caso
em que a face a ser retirada possui trés arestas livres e apenas um vértice livre, que, obviamente,
produzird um subpoliedro cujo todos os ciclos sao bordos.

Teorema 4. Seja P um poliedro no qual:
a. Toda aresta esta contida exatamente em duas faces;
b. Duas faces quaisquer sdo encadeadas;
¢. Todo ciclo € um bordo.

Entdo P cumpre a relacéo de Euler V — A + F = 2.

Prova. Primeiramente, retira-se uma face do poliedro P. Os niimeros V' e A ndo se alteram, mas
F diminui de uma unidade, pois, por hipdtese, toda aresta de P € lado de exatamente duas faces
de P o que implica que o poliedro P possui pelo menos uma face sem arestas livres. Assim, a
demonstracdo se resume a provar que o poliedro modificado cumpre a condicgoV — A+ F =1
para cada uma de suas componentes conexas.

A retirada de uma face produz um poliedro modificado de P cujas arestas que sGo pro-
venientes dessa face retirada sédo arestas livres, pois o Lema 3 garante a equivaléncia dessa
afirmacéo com a hipdtese de que duas faces quaisquer de P sdo encadeadas. Considerando
que o poliedro seja maledvel, pode-se assim esticd-lo a partir das arestas livres de modo a
transformd-lo em uma figura plana. A Figura 15 (a) ilustra a transformacéo ocorrida em um
cubo apds a retirada de uma de suas faces quadrada e de sua planificacdo.

A proxima etapa € tracar diagonais que nao se cortam de modo a decompor cada face em
triangulos. Para cada diagonal tracada, o numero V de vértice ndo muda, mas o niumero A
de arestas e F' de faces aumentam de uma unidade. Logo, V' — A + I ndo se altera. Pode-se
assim supor que todas as faces do poliedro séo triangulos. A Figura 15 (b) mostra como ficaria
um cubo apds esse processo.
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Fonte: Préprio Autor (a), Lima (1991) (b)

Figura 15. Exemplo de (a) cubo achatado e. (b) cubo diagonalizado

ApGs tracar as diagonais, retira-se recursivamente cada uma das faces trigngulares que
possua alguma aresta livre, uma de cada vez. Para tanto, precisa-se garantir que o poliedro seja
conexo (Definicdo 8) e que essa caracteristica se mantenha, para que o processo de retirada
seja mantido. Isso faz com que o numero V. — A + F' ndo se altere até que reste apenas uma
face triangular para cada componente conexa em que obviamente V. — A + F = 1.

Ha seis possiveis casos para faces de poliedros com arestas livres (Figura 4). Considerando
a retirada de uma das faces do poliedro modificado para cada um dos casos temos que:

a. Se o triangulo retirado possuir apenas uma aresta livre (Figura 16), sua retirada ndo muda
V', mas faz com que A e F sejam ambos diminuidos de uma unidade. Portanto, o numero
V — A + F nado se altere. Além disso, o subpoliedro resultante € obviamente conexo.
Sendo assim, o processo de retirada das faces pode continuar normalmente.

Fonte: Préprio Autor

Figura 16. Exemplo de face com apenas uma aresta livre (veja Figura 4 (a))

b. Se o triangulo retirado tiver duas arestas livres e apenas um vértice livre (Figura 17), o
numero de V' e de F serdo ambos subtraidos de uma unidade e o de A de duas unidades,
o que mantém o valor de V — A + I’ constante. Com efeito, similarmente ao caso anterior,
o subpoliedro resultante também é conexo, o que garante a continuidade do processo de
retirada das faces normalmente.
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Fonte: Préprio Autor
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Figura 17. Exemplo de face com duas arestas livres e apenas um vértice livre (veja Figura 4 (b))

c. Sefor retirado o triGngulo que tem duas arestas livres e nenhum dos seus vértices livre
(Figura 18), o nimero V ficard constante, o nimero de A diminui duas unidades e o de
I diminui uma unidade, o que faz V' — A + F aumentar de uma unidade, mas, em
compensacdo, faz com que o himero de componentes conexas também aumente de uma
unidade e, assim, o processo de retirada das faces pode prosseguir normalmente. Com
efeito, seja XY Z o triGngulo a ser retirado cujos lados X 7 e Y Z sao livres mas o vértice
Z eolado XY nao sao livres (Figura 18 ).

Fonte: Préprio Autor

Figura 18. Exemplo de face com duas arestas livres e nenhum vértice livre (veja Figura 4 (c)

A retirada desse triangulo originard dois subpoliedros distintos, um com o vértice X e
outro com o vértice Z. Supondo por absurdo que, retirado o triangulo XY Z, houvesse
ainda uma poligonal A da qual os lados X 7 e Y Z ndo fazem parte e cujos extremos
fossem X e Z. Caso o poliedro P’ em questdo seja aquele obtido da retirada da face
antes da planificacdo do subpoliedro resultante, do Lema 4 tem-se que todo ciclo em
P’ é um bordo, mas caso seja alguma iteracdo subsequente, o Lema 5, ou o Lema 6,
garante que todo ciclo do poliedro P"” em questdo também seja um bordo, pois tem-se
por hipdtese também que toda aresta de P € lado de exatamente duas faces de P. Assim,
independentemente de qual iteracdo se esteja, A\ U X Z é um bordo de algum subpoliedro
do poliedro em questdo. Em particular, X Z seria lado de outro triangulo além de XY Z,
que é uma absurdo. Logo, a retirada do triangulo XY Z originara dois subpoliedros
conexos e distintos e o processo de retirada das faces pode prosseguir em cada uma das
componentes conexas.
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d. Se o trigngulo a ser retirado tiver as trés arestas livres mas nenhum dos vértices livres
(Figura 19), o nimero de V fica constante, mas diminui o numero de A em trés unidades e
o de F' em uma unidade, fazendo com que V' — A + F aumente de duas unidades e, em
compensacdo, o niumero de componentes conexas também aumenta de duas unidades.
Seja XY Z o triangulo a ser retirado cujos lados X Z,Y Z e XY sao livres mas os vértices
X, Y e Z nao sao livres (Figura 19).

Fonte: Préprio Autor

Figura 19. Exemplo de face com trés arestas livres e nenhum vértice livre (veja Figura 4 (d))

A retirada desse triGngulo originard a trés subpoliedros distintos, um com o vértice X,
outro com o vértice Y e mais outro com o vértice Z. Por absurdo, suponha-se que apds a
retirada do triangulo XY Z houvesse uma poligonal A da qual os lados X 7 e Y Z nao
fazem parte e cujos extremos fossem X e Z. Assim, como anteriormente, o Lema 4
garante que todo ciclo em P’ é um bordo, caso o poliedro em questdo seja o primeiro
subpoliedro obtido, e o Lema 5, ou o Lema 6, garante que todo ciclo do poliedro P" em
questdo é um bordo, em se tratando dos demais subpoliedros. Assim, A U X Z serd um
bordo independente de qual iteracdo esteja sendo considerada. Em particular, X Z seria
lado de outro trigngulo além de XY Z, que é um absurdo. De maneira andloga, supondo
por absurdo que apds a retirada do triangulo XY Z houvesse uma poligonal \ da qual os
lados Y X e Y Z ndo fazem parte e que X e Y sejam extremos. Novamente, o Lema 5 ou
o Lema 6 garante outra vez que todo ciclo do poliedro em questdo é um bordo, isto €, que
AUY Z é um bordo de algum subpoliedro do poliedro em questdo. Assim, Y Z seria lado
de outro trigngulo além de XY Z, que é um absurdo. Logo, a retirada do trigngulo XY Z
originard trés subpoliedros conexos e distintos. Além disso, a continuidade do processo de
retirada das faces em cada uma das componentes conexas fica preservada.

e. Se o triangulo retirado possuir trés arestas livres e apenas um vértice livre (Figura 20), o
numero V diminui de uma unidades, o de A de trés unidades e o de F' de uma unidade,
o que fazV — A + F aumentar de uma unidade, que serd compensada pelo nimero
de componentes conexas, que aumenta de uma unidade. Seja XY Z o trigngulo a ser
retirado cujos lados XY, X 7 e Y Z sao livres e os vértices Y e Z nao os sao (Figura 20).

A retirada desse triangulo originard a dois subpoliedros distintos, um com o vértice Y e
outro com o vértice Z. Supondo por absurdo que, retirado o triangulo XY Z, houvesse
ainda uma poligonal X da qual os lados X 7 e Y Z ndo fazem parte e cujos extremos
fossemY e Z. O Lema 4, o Lema 5 ou o Lema 6 garante que, independentemente de
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Fonte: Préprio Autor

Figura 20. Exemplo de face com trés arestas livres e apenas um vértice livre (veja Figura 4 (e))

qual subpoliedro esteja sendo considerado, todo ciclo é um bordo, ou seja, \UY Z é um
bordo de algum subpoliedro do poliedro em questdo. Em particular, Y Z seria lado de
outro triangulo além de XY Z, que é um absurdo. Logo, a retirada do triangulo XY Z
originard dois subpoliedros conexos e distintos. Também, o processo de retirada das faces
em cada uma das componentes conexas pode prossegui.

f. Se o triangulo retirado tiver dois vértices e duas arestas livres (Figura 21), o nimero de V'
diminui de duas unidades, o de arestas de trés unidades e o de F' de uma unidade, entédo
V' — A + F nao se altera assim como a quantidade de componentes conexas (Figura 21).

iy

Fonte: Préprio Autor

Figura 21. Exemplo de face com duas arestas livres e dois vértices livres (veja Figura 4 (f))

Logo, ao retirar-se todas as faces que tém alguma aresta livre, uma a uma, chega-se a
ultima, que € um triangulo,em que V. — A + F = 1. O

4. CONSIDERAGOES FINAIS

Como vimos, embora a relacdo de Euler V — A + F' = 2 apresente-se de forma simples,
sua demonstracao pode exigir técnicas matematicas relativamente sofisticadas. Entre as trés
abordagens apresentadas, a proposta pelo professor Zoroastro Azambuja (Sessdo 3.1) talvez seja
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a mais elementar, pois recorre a conceitos acessiveis a estudantes de nivel médio, principalmente
nas manipulacoes algébricas. Ainda assim, essa abordagem incorpora, de maneira sutil, ideias
da matematica projetiva em seu argumento inicial. J4 a demonstracido de Legendre (Sessao
3.2)baseia-se em principios da geometria esférica, o que pode representar um obstaculo para
alunos que ainda ndo tenham formacdo matematica de nivel superior. Por fim, a demonstracdo
de Cauchy (Sessao 3.3), enriquecida pelas consideracdes do professor Elon Lima, faz uso de
conceitos que podem, inclusive, servir como introducao ao estudo da topologia.
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