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1. INTRODUÇÃO

A relação de Euler para poliedros convexos, expressa pela fórmula V −A+F = 2, onde Vrepresenta o número de vértices,A o número de arestas e F o número de faces de um poliedroconvexo, é um dos teoremas fundamentais da geometria. Descoberta pelo matemático suíçoLeonhard Euler em 1758, essa relação foi objeto de estudo de vários matemáticos ao longo dahistória, dentre eles Legendre e Cauchy.Nesse artigo, iremos analisar três demonstrações dessa relação. Para tanto, utilizamos ametodologia da pesquisa bibliográfica e estruturamos o texto em dois blocos principais. Noprimeiro deles, apresentamos os conceitos necessários para o entendimento das demonstraçõese no segundo, as demonstrações em si.Por fim, observaremos que diferentes níveis de conhecimento matemático foram necessá-rios para concluir cada uma das demonstrações abordadas.

2. CONCEITOS PRELIMINARES

2.1. Definindo Poliedros e seus Elementos

Os poliedros são formas geométricas tridimensionais que consistemem faces planas, arestasretas e vértices. Cada face de um poliedro é um polígono, e as arestas são as linhas onde duasfaces se encontram. Portanto, antes de definirmos mais precisamente os poliedros, faz-senecessário um estudo preliminar dos polígonos.
2.1.1.Polígonos

Definição 1. Um polígono é uma figura geométrica plana formada por uma sequência finitade segmentos de reta conectados para formar um caminho fechado sem autointerseção. Cadasegmento de reta é chamado de lado e os pontos onde os segmentos se encontram são chamadosde vértices.
Os polígonos podem ser classificados em convexos e não convexos. Uma definição precisade poliedros convexos pode ser vista em Neto (2013, p.17).

Definição 2. Sejam n ≥ 3 um natural e A1, A2, ..., An pontos distintos do plano. A1A2...An éum polígono convexo se An+1 = A1 e a reta←→AiAi+1 não contém nenhum outro ponto Aj , masdeixa todos eles em um mesmo semiplano, para 1 ≤ i ≤ n.
Definição 3. Os polígonos que não são convexos são ditos polígonos côncavos ou não-convexos.

2.1.2.Poliedros
Definição 4. Como podemos ver em Lima (2006, p.232), um poliedro é uma figura geométricatridimensional composta pela reunião de um número finito de polígonos chamados faces emque:
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• Cada lado de um desses polígonos é também lado de apenas um outro polígono.
• A interseção de duas faces quaisquer ou é um lado comum chamado de aresta, ou é umvértice, ou é vazia.
• Sempre é possível ir de um ponto de uma face a outro ponto qualquer do poliedro sempassar por nenhum vértice.
Os principais elementos dos poliedros são as faces, as arestas e os vértices.Assim como os polígonos, os poliedros podem ser agrupados em convexos e não convexos.

Definição 5. Um poliedro convexo é aquela que possui a seguinte característica: se dados quais-quer dois pontos desse objeto sempre será possível traçar um segmento de reta completamentecontido nele.
Definição 6. Os poliedros que não possuem a característica que define os poliedros convexossão definidos como poliedros não convexos.

A seguir, a Figura 1 apresenta alguns exemplos de poliedros convexos e a Figura 2 exemplosde poliedros não convexos.

Fonte: Richeson (2015)

Figura 1. Exemplos de poliedros convexos

Fonte: Richeson (2015)

Figura 2. Exemplos de poliedros não convexos

Definição 7. Um SubpoliedroQ do poliedro P é o subconjunto de P formado pela reunião dealgumas de suas faces, de tal modo queQ também seja um poliedro.
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Fonte: Próprio Autor

Figura 3. Exemplos de subpoliedros

Definição 8. Poliedro conexo é o que não permite ser escrito como a reunião de dois de seussubpoliedros de modo que a interseção entre ambos seja vazia, salvo no caso trivial em que umdos subpoliedros é o conjunto vazio.
O poliedro apresentado na Figura 3 (a) é um exemplo de poliedro conexo.

Definição 9. Aresta livre de um poliedro é aquela que é lado de apenas uma face do poliedro.Analogamente, vértice livre é o vértice que pertence a somente uma face.
Segundo Lima (1991), há seis possibilidades de arestas livres ao considerar apenas facestriangulares (Figura 4):

a. A face possui apenas uma aresta livre.
b. A face tem duas arestas livres e apenas um vértice livre.
c. A face possui duas arestas livres mas nenhum dos seus vértices é livre.
d. A face possui as três arestas livres mas nenhum dos seus vértices é livre.
e. A face tem três arestas livres e apenas um vértice livre.
f. A face possui três arestas livres e dois vértices livres.

Definição 10. Ciclo num poliedro P é uma linha poligonal fechada, cujos lados são arestas de P .
Definição 11. Bordo de um poliedro é a reunião de suas arestas livres. Assim, um ciclo λ ⊂ P éum bordo se existir um subpoliedroQ ⊂ P tal que λ é o conjunto das arestas livres deQ.
Definição 12. Duas faces de um poliedro são faces encadeadas quando existe uma sequênciade faces entre elas tais que a interseção entre faces adjacentes é uma aresta comum a ambasas faces (Figura 7).
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Fonte: Lima (1991)

Figura 4. Arestas livres para faces triangulares

Fonte: Próprio Autor

Figura 5. Exemplo de ciclo

Fonte: Próprio Autor

Figura 6. Exemplo de bordo
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Fonte: Próprio Autor

Figura 7. Exemplo de faces encadeadas

2.2. Geometria Esférica

As definições apresentadas anteriormente não são suficientes para embasar todas as provasque serão apresentadas nesse artigo. Para algumas delas, precisaremos de conceitos oriundosda geometria esférica, que é uma parte da geometria que trata das propriedades das figuras nasuperfície de uma esfera.A prova matemática de que a soma dos ângulos internos de um triângulo plano é π radianosdeve-se ao fato de considerarmos que, por um ponto não pertencente a uma reta, passa umaúnica reta paralela à primeira. Esse fato é um dos axiomas da geometria plana e é conhecidocomo o quinto postulado de Euclides.Diferentemente da geometria plana, a geometria esférica refuta o quinto postulado deEuclides. Nas superfícies esféricas, as linhas geodésicas (14) sempre se cruzam em dois pontos.Esse fato, faz com que a soma dos ângulos internos de um triângulo esférico seja maior que πradianos, cuja prova veremos quando abordarmos o Teorema de Girard (Teorema 3).
Definição 13. Uma esfera E de centro em O e raio r é o conjunto de todos os pontos P doespaço que distam r do ponto O.
Definição 14. Círculo máximo, ou geodésica, é qualquer circunferência sobre a superfície deuma esfera E que possui raio igual ao da própria esfera.
Definição 15. Fuso é uma região de uma semiesfera delimitado por dois círculos máximos(Definição 14) que se interceptam em dois pontos diametralmente opostos, chamados vértices.
Definição 16. Fuso completo é uma região da esfera delimitada por dois círculos máximos quese interceptam em dois pontos diametralmente opostos, chamados vértices. Ele é composto pordois fusos. Cada um dos pontos de um dos fusos é diametralmente oposto aos pontos do outrofuso em relação à origem.
Definição 17. O ângulo do fuso é o ângulo formado entre as tangentes das geodésicas emqualquer um de seus vértices.
Definição 18. Triângulo esférico ou triângulo geodésico é uma região formada por um fusomais uma geodésica.

Uma vez apresentadas todas as definições necessárias, passemos agora para as demonstra-ções do Teorema de Euler para Poliedros Convexos
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Fonte: Próprio Autor (a), Richeson (2015) (b) e (e), Lima (2010) (c) e (d)

Figura 8. Exemplo de (a) geodésica, (b) fuso, (c) fuso completo, (d) ângulo do fuso e (e) triângulo esférico

3. ALGUMAS DEMONSTRAÇÕES DO TEOREMA DE EULER PARA POLIEDROS CONVEXOS

Ao longo do tempo, alguns matemáticos, como Legendre e Cauchy, se detiveram em provara veracidade da Relação de Euler, uma vez que, segundo Richeson (2015, p.79), o próprio Eulernão o fez a contento.

O Teorema de Euler foi descoberto em 1758. Desde então, diversas demonstraçõesaparecem na literatura e algumas continham falhas (como a de Cauchy), que foramdescobertas muitos anos mais tarde. Essas falhas eram devidas à falta de precisão nadefinição de poliedro. Mesmo Euler nunca se preocupou em definir precisamente essapalavra. (Lima, 2006, p. 235)

O teorema é enunciado de forma simples da seguinte maneira:
Teorema 1. Seja P um poliedro convexo (Definição 6) com V vertices,A arestas e F faces. Entãovale a igualdade V − A+ F = 2.

Este enunciado reflete uma característica intrínseca dos poliedros convexos, independente-mente de sua forma ou tamanho, e é um dos pilares da teoria dos poliedros, oferecendo umaferramenta poderosa para entender suas estruturas.Existem várias demonstrações desse Teorema de Euler. Recentemente, duas demonstraçõesdo teorema foram publicadas na Revista do Professor de Matemática (RPM), RPM n°3 (Filho,2010) e RPM n°5 (Lima, 2010), pela Sociedade Brasileira deMatemática (SBM). Neste texto, apre-sentaremos e discutiremos detalhadamente essas demonstrações, que foram cuidadosamenteestudadas e analisadas. Também, apresentaremos uma demonstração baseada no estudo dademonstração de Cauchy feita pelo professor Elon (Lima, 1991).
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3.1. Demonstração do Teorema de Euler Através da Soma dos Ângulos Internos dos Poliedros

A demonstração que apresentamos nessa seção para o Teorema 1 foi baseada no artigopublicado na RPM n°3 (Filho, 2010).
Definição 19. Uma triangulação de um polígono é a decomposição desse polígono em umconjunto de triângulos, de modo que:

• Os vértices dos triângulos coincidem com os vértices do polígono;
• Nenhum lado de um triângulo sai da região delimitada pelo polígono ou cruza outro ladodo polígono.

Lema 1. Qualquer face não triangular de um poliedro convexo (Definição 6) pode ser transfor-mada em duas ou mais faces triangulares sem alterar o número V − A+ F .
Prova. Sejam V , A e F respectivamente os números de vértices, arestas e faces de um poliedroconvexo. As faces poligonais de um poliedro podem ser decompostas em faces triangulares pormeio de diagonais ao ligar um determinado vértice aos demais desde que não sejam adjacentesao primeiro. Para cada diagonal numa face, o número V não se altera, enquanto cada um dosnúmerosA e F aumentam uma unidade. Esses aumentos se cancelam na expressão V −A+F .Portanto, qualquer face não triangular de um poliedro pode ser transformada em duas ou maisfaces triangulares sem alterar o número V − A+ F . □

Passamos agora à prova do Teorema 1.
Prova. Sejam r uma reta não paralela a nenhuma das faces do poliedro convexo P , eH umplano que não intersecta P e é perpendicular a r. Isso sempre será possível, pois, no poliedroconvexo, o número de faces é finito. Sem perda de generalidade, suponha queH esteja sob opoliedro demodo que o semi-espaço superior delimitado porH contenha o poliedroP , (exemplo:Figura 9).Considerando o conjunto de todas as retas verticais paralelas a r que passam pelo poliedro
P , tem-se que cada ponto p ∈ P corresponde a um único ponto p′ emH (exemplo: Figura 10).A união de todos esses pontos p′ formam um conjunto convexo P ′ ⊂ H , cujo contorno λ′ éa sombra de uma poligonal fechada λ, formada por arestas de P (exemplo: Figura 11).Essa poligonal λ chama-se contorno aparente do poliedro P e cada ponto de λ′ ⊂ Hcorresponde a um único ponto p ∈ λ ⊂ P . Dados dois pontos de P que têm relação com omesmo ponto p′, chamamos de λ1 o conjunto dos pontos de P mais distante deH e de λ2 o dospontos de P mais próximos deH , desde que nenhum desses pontos pertençam a λ. Assim, obordo do poliedro P se decompõe em 3 partes disjuntas: λ, λ1 e λ2. Dessa forma haverá duasfunções bijetivas:

f1 : λ ∪ λ1 → H

p 7→ p′

e
f2 : λ ∪ λ2 → H

p 7→ p′

8



RMAT V. 1, N. 1 | 2025

Fonte: Próprio Autor

Figura 9. Cubo supenso (exemplo de poliedro convexo)

Fonte: Próprio Autor

Figura 10. Retas paralelas a r que passam pelo poliedro P
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Fonte: Próprio Autor

Figura 11. Projeção do cubo no plano H (sombra λ)

Fonte: Próprio Autor

Figura 12. Pontos iluminados (verde), pontos sombrios (negrito) e contorno aparente (vermelho)
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Ao conjunto imagem de f1 ⊂ H denomina-se pontos iluminados, e ao imagem de f2 ⊂ H ,pontos sombrios (exemplo: Figura 12).Assim, o poliedro P será decomposto em dois conjuntos, um formado pelos pontos ilumi-nados (exemplo: Figura 13 (a)) e um outro formado pelos pontos sombrios (exemplo: Figura 13(b)).

Fonte: Próprio Autor

Figura 13. Poliedros formados pelos (a) pontos iluminados e (b) pelos pontos sombrios

Pelo Lema 1, pode-se considerar que todas as faces deP tem 3 arestas e cada aresta pertencea 2 faces. Portanto,
3F = 2A⇒ F = 2A− 2F (1)

Calculando de duas maneiras distintas a soma S dos ângulos internos dos triângulos quecompõem o poliedro P, temos:
a. Como há F triângulos em P e a soma dos ângulos internos de cada um deles é igual a 2ângulos retos, isto é, a π radianos, então

S = π · F (2)
Substituindo 1 em 2, tem-se que

S = 2π · A− 2π · F = 2π(A− F ) (3)
b. Sejam S1 e S2 a soma dos ângulos internos dos triângulos contidos na projeção de P em

H por f1 e por f2, respectivamente. Isto é, a soma dos ângulos dos polígonos P ′
1 e P ′

2contidos emH . Como a soma dos ângulos internos de qualquer triângulo plano é sempreigual a π radianos, então S = S1 + S2, ou seja, a soma dos ângulos do poliedro P é iguala soma ângulos dos polígonos P ′
1 e P ′

2. Tanto S1 quanto S2 podem ser calculados pelasoma dos ângulos nos vértices internos de cada um desses polígonos mais a soma dosângulos com vértices no contorno aparente.
Sejam V1 o número de vértices iluminados, V2 o de vértices sombrios e V0 o número devértices do contorno aparente. Assim, o número total de vértices do poliedro P é igual asoma dos vértices do contorno aparente, dos iluminados e dos sombrios, ou seja, .

V = V0 + V1 + V2 (4)
11
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Considerando o polígono P ′
1, tem-se que a soma dos ângulos nos vértices iluminados éigual a 4 ângulos retos, isto é, 2π radianos, e a soma dos ângulos nos vértices do contornoé igual a π(V0 − 2). Assim,

S1 = 2π · V1 + π(V0 − 2) (5)
e

S2 = 2π · V2 + π(V0 − 2) (6)
Adicionando (5) e (6),

S = S1 + S2 = 2π(V0 + V1 + V2)− 4π (7)
Substituindo (4) em (7),

S = 2πV − 4π = 2π(V − 2) (8)
Comparando (3) com (8) e dividindo ambos os termos por 2π, tem-se que:

A− F = V − 2⇒ V − A+ F = 2.

□

3.2. Demonstração do Teorema de Euler Através da Soma das Áreas de Triângulos Esféricos

Segundo Lima (2010), a demonstração da Relação de Euler apresentada por Legendrepossui a mesma ideia central do argumento exposto pelo autor do artigo publicado na RPMn°3 (Filho, 2010), ou seja, a soma dos ângulos dos triângulos formados pela decomposiçãodas faces poligonais do poliedro. A diferença entre as duas demonstrações está no fato deLegendre utilizar a soma dos ângulos internos de triângulos esféricos (Teorema de Girard) emsua demonstração.
3.2.1.Teorema de Girard
Conforme aponta (Lima, 2010), o matemático francês Albert Girard (1595 – 1632) demons-trou que a soma dos ângulos internos de um triângulo esférico é superior a π radianos. Esseimportante teorema ficou conhecido como Teorema de Girard e será apresentado a seguir(Teorema 3). Antes, porém, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2. Seja α o ângulo em radianos de um fuso (Definição 17) contido em uma esfera de raio
r, então a área desse fuso é 2αr2.
Prova. De fato, Como a área de um fuso tem proporção direta com seu ângulo e sendo S = πr2a área da superfície de uma esfera de raio r tem-se que a área de um fuso com ânghulo αradianos é 2αr2. □

Teorema 2. Seja Φ um fuso completo (definicão 16) contido em uma esfera E de raio r, cujoângulo α é medido em radianos. Qualquer plano que passe pelo centro da esfera, a decompõeem dois hemisférios H e H ′. As partes R, R′ do fuso completo contidas em cada um desseshemisférios têm áreas iguais a 2αr2.
12
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Prova. Sejam S2 a superfície de uma esferaE e f : S2 → S2 a função que relaciona cada ponto
x ∈ S2 à sua antípoda f(x) = x′. Essa função possui as propriedades a seguir:

a. Se x ∈ H , então seu antípoda x′ = f(x) ∈ H ′.
b. Se x ∈ Φ, então seu antípoda x′ = f(x) ∈ Φ também.
c. A área de R é igual à área de R′ = f(R), para ∀R ⊂ E.

Assim, se R for a parte do fuso completo Φ situada no hemisférioH , tem-se que R′ = f(R) é aparte de Φ ⊂ H ′. Portanto, área de Φ é igual à área de Rmais a área de R′, que, pela terceirapropriedade acima, é igual ao dobro da área de R. Logo,
R = 2αr2

□

Teorema 3. Sejam α, β e γ os ângulos internos de um triângulo esférico. Se esses ângulos forem
medidos em radianos, então St = α+ β + γ = π +

a

r2
, com a sendo a área desse triângulo.

Prova. Seja H um hemisfério que contenha o triângulo esférico dado. Seja também Rα aregião formada pelo prolongamento dos lados que formam o ângulo α, nos dois sentidos, atéencontrarem o bordo do hemisférioH (Figura 14).

Fonte: Lima (2010)

Figura 14. Exemplo da regiãoRα (parte hachurada)

Similarmente a Rα, sejam Rβ e Rγ as regiões formadas pelos prolongamentos dos ladosque formam os ângulos β e γ.De acordo com o Teorema 2, a área das regiões Rα ⊂ H , Rβ ⊂ H e Rγ ⊂ H são iguais a
2αr2, 2βr2 e 2γr2, respectivamente.Sendo assim, tem-se que a soma das áreas Rα, Rβ e Rγ é igual a área de H mais duasvezes a área a do triângulo, que foi contada três vezes. Portanto,

2αr2 + 2βr2 + 2γr2 = 2πr2 + 2a

Logo, simplificando ambos os termos por 2r2, tem-se
13
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α + β + γ = π +
a

r2
.

□

Agora apresentaremos a demonstração do Teorema de Euler (Teorema 1) à luz da geometriaesférica.
Prova. Seja Ω uma esfera de raio r cujo centro O é um ponto situado no interior do poliedroconvexo P . A projeção radial do poliedro P sobre a esferaΩ produz uma decomposição de P emtriângulos esféricos t dispostos de modo semelhante às faces de P , ou seja, Ω fica recoberta por
F triângulos esféricos, com um total de A lados e V vértices. Para cada um desses triângulos t,vale a fórmula de Girard (Teorema 3)

St = π +
at
r2
, (9)

onde St é a soma dos ângulos internos de t e at é a área do triângulo t. Considerando todos os
F triângulos, tem-se que ∑

St = π · F +

∑
at

r2
(10)

Como a soma dos ângulos em torno de cada vértice é igual a 2π,∑
St = 2π · V. (11)

Além disso, a soma das áreas de todos os triângulos t é a área total de Ω, ou seja,∑
at = 4πr2. (12)

Como, nesse caso, a soma das áreas dos triângulos esféricos coincide com a área total da esfera,então de (10), (11) e (12),
2π · V = π · F +

4πr2

r2
⇒ 2V − F = 4. (13)

Como todo triângulo t tem 3 lados e toda aresta é lado de 2 triângulos, tem se
F = 2A− 2F. (14)

Substituindo (14) em (13) e dividindo ambos os membros da equação por 2, conclui-se que
V − A+ F = 2. □

3.3. Demonstração do Teorema de Euler Segundo Cauchy

A demonstração do teorema de Euler a seguir é devida ao matemático francês Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857). Segundo Lima (1991), Cauchy pretendeu provar que a relação
V −A+F = 2 era válida para todo poliedro convexo, mas não definiu precisamente o conceitode poliedro utilizado nem explicitou todas as hipóteses necessárias para que tal demonstraçãofosse válida. Entretanto, anos após da publicação do seu trabalho, descobriu-se que as condiçõesnecessárias para que um poliedro se adequasse aos argumentos propostos pelo matemático

14



RMAT V. 1, N. 1 | 2025

francês constituem em uma caracterização topológica da esfera em termos combinatórios,ou seja, um poliedro satisfaz tais condições se, e somente se, for homeomorfo a uma esfera.Apesar dessa última equivalência ser verdadeira, ela é um resultado profundo de Topologia e éequivalente a de demonstrar a invariância dos grupos de homologia da esfera S2. Entretanto, ademonstração de Cauchy precisa preliminarmente dos seguintes lemas.
Lema 3. Seja P um poliedro (Definição 4) cujas arestas sejam também, cada uma, um lado deexatamente duas faces de P . Todo subpoliedro próprio de P (Definição 7) tem arestas livres(Definição 9) se, e somente se, duas faces quaisquer de P são encadeadas (Definição 12).
Prova. Considera-se P um poliedro cujos subpoliedros próprios possuem arestas livres. Parauma dada face T , seja Q uma reunião das faces S de P que podem ser encadeadas com T .Suponha que Q ≠ P . Como, por hipótese, todo subpoliedro próprio de P possui aresta livre,tem-se queQ possui uma aresta livre α, ou seja, existe uma face S ⊂ Q tal que α ⊂ S. Também,como S ⊂ Q, então S é encadeável com T por definição. Por hipótese, como toda aresta de P élado de exatamente duas faces de P , então existe uma face S ′ ⊂ P tal que α ⊂ S ′. Mas como
α é livre emQ, a face S ′ não estaria emQ, o que é absurdo, pois S ′ é encadeável com T . Logo,
Q = P , ou seja, duas faces quaisquer de P são encadeadas. Reciprocamente, suponha-se Pum poliedro em que duas faces quaisquer são encadeadas. Para mostrar que todo subpoliedropróprioQ ⊂ P tem alguma aresta livre, toma-se uma face S em P −Q e uma face T emQ.Como por hipótese duas faces quaisquer de P são encadeadas, existe uma cadeia T1, T2, ..., Tnem P , com T1 = T e Tn = S. Seja Ti a última face desta cadeia que pertence aQ. Então i < ne a aresta α = Ti ∩ Ti+1 é livre emQ pois se α fosse lado de outra face emQ além de Ti, essaface teria de ser Ti+1, que é um absurdo, pois Ti+1 não está contida emQ. □

A equivalência contida no Lema 3 será utilizada na primeira passagem do argumento deCauchy, que é a retirada de uma das faces do poliedro. Essa retirada implicará no surgimentode arestas livres no subpoliedro resultante.
Lema 4. Seja P um poliedro onde cada aresta seja também lado de exatamente duas faces de
P e que todo ciclo em P (Definição 10) seja um bordo (Definição 11). Se P ′ se obtém de P poromissão de uma face T então todo ciclo em P ′ é um bordo. □

Prova. Dado um ciclo λ em P ′, sejaQ um subpoliedro de P cujo bordo é λ. Como, por hipótese,toda aresta de P é lado de exatamente duas faces de P entãoQ′ = P −Q é outro subpoliedrode P cujo bordo ainda é λ, sendo Q ∩ Q′ = λ e Q ∪ Q′ = P . Assim apenas um dos doissubpoliedros,Q ouQ′, contém T . Sem perda de generalidade, suponha-se T ⊂ Q. EntãoQ′ éum subpoliedro de P ′ cujo bordo é λ, ou seja, todo ciclo em P ′ é um bordo.
O Lema 4 garante que, após a retirada de uma das faces de P no primeiro argumento deCauchy, todo o ciclo do subpoliedro P ′ de P também é um bordo. Esse fato será importanteposteriormente para demonstrar que o subpoliedro P ′ é conexo.Entretanto, caso seja a retirada de uma face de P ′, ou seja, de um dos 6 casos de poliedroscom arestas livres representados na Figura 4, os Lemas a seguir demonstraram que todos osciclos dos subpoliedros P ′′ de P ′ serão também bordos.

Lema 5. SejaP ′ um subpoliedro deP emque todo ciclo deP ′ é umbordo. SeP ′′ é um subpoliedrode P ′ tal que P ′′ = P ′ − T , onde T é uma face de P ′ com apenas uma aresta livre (Figura 4(a)) ou T é uma face com duas arestas livres e apenas um vértice livre (Figura 4 (b)), então todociclo em P ′′ é um bordo.
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Prova. Dado um ciclo λ ⊂ P ′′, sejaQ um subpoliedro de P ′ cujo bordo é λ. Supondo T ⊂ Q,então λ conteria as arestas livres de T , que é um absurdo, pois λ ⊂ P ′ − T . LogoQ ⊂ P ′′, ouseja, todo ciclo em P ′′ é um bordo. □

O Lema 5 permitirá que, posteriormente, seja demonstrado que os subpoliedros P ′′ prove-nientes da retirada de uma face de P ′ que tenha apenas uma aresta livre, ou de uma que tenhaduas arestas livres e apenas um vértice livre, sejam conexos.
Lema6. SejaP ′ um subpoliedro deP emque todo ciclo deP ′ é umbordo. SeP ′′ é um subpoliedrode P ′ tal que P ′′ = P ′ − T , onde T é uma face de P ′. Como T tanto pode conter duas arestaslivres mas sem vértice livre (Figura 4 (c)) quanto pode conter três arestas livres com mais de umvértice livre (Figura 4 (d) e (e)), então todo ciclo de cada componente conexa de P ′′ é um bordo.
Prova. Dado um ciclo λ numa componente conexaC ⊂ P ′′, então existe um subpoliedroQ ⊂ P ′

cujo bordo é λ. Supondo queQ contenha faces demais de uma componente deP ′′, então T ⊂ Q.Isso implica emQ conter também as faces livres de T , que é um absurdo, pois λ ⊂ Q. Portanto
Q ⊂ C, ou seja, todo ciclo em cada componente convexa de P ′′ é um bordo. □

Semelhantemente ao Lema 5, o Lema 6 servirá para provar que os subpoliedros P ′′ serãoconexos para os demais casos de subpoliedro com arestas livres não tratados, exceto para o casoem que a face a ser retirada possui três arestas livres e apenas um vértice livre, que, obviamente,produzirá um subpoliedro cujo todos os ciclos são bordos.
Teorema 4. Seja P um poliedro no qual:

a. Toda aresta está contida exatamente em duas faces;
b. Duas faces quaisquer são encadeadas;
c. Todo ciclo é um bordo.

Então P cumpre a relação de Euler V − A+ F = 2.
Prova. Primeiramente, retira-se uma face do poliedroP . Os números V eA não se alteram, mas
F diminui de uma unidade, pois, por hipótese, toda aresta de P é lado de exatamente duas facesde P o que implica que o poliedro P possui pelo menos uma face sem arestas livres. Assim, ademonstração se resume a provar que o poliedro modificado cumpre a condição V −A+F = 1para cada uma de suas componentes conexas.A retirada de uma face produz um poliedro modificado de P cujas arestas que são pro-venientes dessa face retirada são arestas livres, pois o Lema 3 garante a equivalência dessaafirmação com a hipótese de que duas faces quaisquer de P são encadeadas. Considerandoque o poliedro seja maleável, pode-se assim esticá-lo a partir das arestas livres de modo atransformá-lo em uma figura plana. A Figura 15 (a) ilustra a transformação ocorrida em umcubo após a retirada de uma de suas faces quadrada e de sua planificação.A próxima etapa é traçar diagonais que não se cortam de modo a decompor cada face emtriângulos. Para cada diagonal traçada, o número V de vértice não muda, mas o número Ade arestas e F de faces aumentam de uma unidade. Logo, V − A+ F não se altera. Pode-seassim supor que todas as faces do poliedro são triângulos. A Figura 15 (b) mostra como ficariaum cubo após esse processo.
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Fonte: Próprio Autor (a), Lima (1991) (b)

Figura 15. Exemplo de (a) cubo achatado e. (b) cubo diagonalizado

Após traçar as diagonais, retira-se recursivamente cada uma das faces triângulares quepossua alguma aresta livre, uma de cada vez. Para tanto, precisa-se garantir que o poliedro sejaconexo (Definição 8) e que essa característica se mantenha, para que o processo de retiradaseja mantido. Isso faz com que o número V − A+ F não se altere até que reste apenas umaface triangular para cada componente conexa em que obviamente V − A+ F = 1.Há seis possíveis casos para faces de poliedros com arestas livres (Figura 4). Considerandoa retirada de uma das faces do poliedro modificado para cada um dos casos temos que:
a. Se o triângulo retirado possuir apenas uma aresta livre (Figura 16), sua retirada não muda

V , mas faz com que A e F sejam ambos diminuídos de uma unidade. Portanto, o número
V − A + F não se altere. Além disso, o subpoliedro resultante é obviamente conexo.Sendo assim, o processo de retirada das faces pode continuar normalmente.

Fonte: Próprio Autor

Figura 16. Exemplo de face com apenas uma aresta livre (veja Figura 4 (a))

b. Se o triângulo retirado tiver duas arestas livres e apenas um vértice livre (Figura 17), onúmero de V e de F serão ambos subtraídos de uma unidade e o de A de duas unidades,o que mantém o valor de V −A+F constante. Com efeito, similarmente ao caso anterior,o subpoliedro resultante também é conexo, o que garante a continuidade do processo deretirada das faces normalmente.
17
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Fonte: Próprio Autor

Figura 17. Exemplo de face com duas arestas livres e apenas um vértice livre (veja Figura 4 (b))

c. Se for retirado o triângulo que tem duas arestas livres e nenhum dos seus vértices livre(Figura 18), o número V ficará constante, o número de A diminui duas unidades e o de
F diminui uma unidade, o que faz V − A + F aumentar de uma unidade, mas, emcompensação, faz com que o número de componentes conexas também aumente de umaunidade e, assim, o processo de retirada das faces pode prosseguir normalmente. Comefeito, sejaXY Z o triângulo a ser retirado cujos ladosXZ e Y Z são livres mas o vértice
Z e o ladoXY não são livres (Figura 18 ).

Fonte: Próprio Autor

Figura 18. Exemplo de face com duas arestas livres e nenhum vértice livre (veja Figura 4 (c)

A retirada desse triângulo originará dois subpoliedros distintos, um com o vértice X eoutro com o vértice Z. Supondo por absurdo que, retirado o triânguloXY Z, houvesseainda uma poligonal λ da qual os lados XZ e Y Z não fazem parte e cujos extremosfossem X e Z. Caso o poliedro P ′ em questão seja aquele obtido da retirada da faceantes da planificação do subpoliedro resultante, do Lema 4 tem-se que todo ciclo em
P ′ é um bordo, mas caso seja alguma iteração subsequente, o Lema 5, ou o Lema 6,garante que todo ciclo do poliedro P ′′ em questão também seja um bordo, pois tem-sepor hipótese também que toda aresta de P é lado de exatamente duas faces de P . Assim,independentemente de qual iteração se esteja, λ∪XZ é um bordo de algum subpoliedrodo poliedro em questão. Em particular,XZ seria lado de outro triângulo além deXY Z,que é uma absurdo. Logo, a retirada do triângulo XY Z originará dois subpoliedrosconexos e distintos e o processo de retirada das faces pode prosseguir em cada uma dascomponentes conexas.
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d. Se o triângulo a ser retirado tiver as três arestas livres mas nenhum dos vértices livres(Figura 19), o número de V fica constante, mas diminui o número deA em três unidades eo de F em uma unidade, fazendo com que V − A+ F aumente de duas unidades e, emcompensação, o número de componentes conexas também aumenta de duas unidades.SejaXY Z o triângulo a ser retirado cujos ladosXZ, Y Z eXY são livres mas os vértices
X , Y e Z não são livres (Figura 19).

Fonte: Próprio Autor

Figura 19. Exemplo de face com três arestas livres e nenhum vértice livre (veja Figura 4 (d))

A retirada desse triângulo originará a três subpoliedros distintos, um com o vértice X ,outro com o vértice Y e mais outro com o vértice Z. Por absurdo, suponha-se que após aretirada do triânguloXY Z houvesse uma poligonal λ da qual os ladosXZ e Y Z nãofazem parte e cujos extremos fossem X e Z. Assim, como anteriormente, o Lema 4garante que todo ciclo em P ′ é um bordo, caso o poliedro em questão seja o primeirosubpoliedro obtido, e o Lema 5, ou o Lema 6, garante que todo ciclo do poliedro P ′′ emquestão é um bordo, em se tratando dos demais subpoliedros. Assim, λ ∪XZ será umbordo independente de qual iteração esteja sendo considerada. Em particular,XZ serialado de outro triângulo além deXY Z, que é um absurdo. De maneira análoga, supondopor absurdo que após a retirada do triânguloXY Z houvesse uma poligonal λ da qual oslados Y X e Y Z não fazem parte e queX e Y sejam extremos. Novamente, o Lema 5 ouo Lema 6 garante outra vez que todo ciclo do poliedro em questão é um bordo, isto é, que
λ ∪ Y Z é um bordo de algum subpoliedro do poliedro em questão. Assim, Y Z seria ladode outro triângulo além deXY Z, que é um absurdo. Logo, a retirada do triânguloXY Zoriginará três subpoliedros conexos e distintos. Além disso, a continuidade do processo deretirada das faces em cada uma das componentes conexas fica preservada.

e. Se o triângulo retirado possuir três arestas livres e apenas um vértice livre (Figura 20), onúmero V diminui de uma unidades, o de A de três unidades e o de F de uma unidade,o que faz V − A + F aumentar de uma unidade, que será compensada pelo númerode componentes conexas, que aumenta de uma unidade. Seja XY Z o triângulo a serretirado cujos ladosXY ,XZ e Y Z são livres e os vértices Y e Z não os são (Figura 20).
A retirada desse triângulo originará a dois subpoliedros distintos, um com o vértice Y eoutro com o vértice Z. Supondo por absurdo que, retirado o triânguloXY Z, houvesseainda uma poligonal λ da qual os lados XZ e Y Z não fazem parte e cujos extremosfossem Y e Z. O Lema 4, o Lema 5 ou o Lema 6 garante que, independentemente de
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Fonte: Próprio Autor

Figura 20. Exemplo de face com três arestas livres e apenas um vértice livre (veja Figura 4 (e))

qual subpoliedro esteja sendo considerado, todo ciclo é um bordo, ou seja, λ ∪ Y Z é umbordo de algum subpoliedro do poliedro em questão. Em particular, Y Z seria lado deoutro triângulo além deXY Z, que é um absurdo. Logo, a retirada do triânguloXY Zoriginará dois subpoliedros conexos e distintos. Também, o processo de retirada das facesem cada uma das componentes conexas pode prosseguir.
f. Se o triângulo retirado tiver dois vértices e duas arestas livres (Figura 21), o número de Vdiminui de duas unidades, o de arestas de três unidades e o de F de uma unidade, então
V − A+ F não se altera assim como a quantidade de componentes conexas (Figura 21).

Fonte: Próprio Autor

Figura 21. Exemplo de face com duas arestas livres e dois vértices livres (veja Figura 4 (f))

Logo, ao retirar-se todas as faces que têm alguma aresta livre, uma a uma, chega-se àúltima, que é um triângulo, em que V − A+ F = 1. □

4. CONSIDERAÇÕES FINAIS

Como vimos, embora a relação de Euler V − A+ F = 2 apresente-se de forma simples,sua demonstração pode exigir técnicas matemáticas relativamente sofisticadas. Entre as trêsabordagens apresentadas, a proposta pelo professor Zoroastro Azambuja (Sessão 3.1) talvez seja
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amais elementar, pois recorre a conceitos acessíveis a estudantes de nívelmédio, principalmentenas manipulações algébricas. Ainda assim, essa abordagem incorpora, de maneira sutil, ideiasda matemática projetiva em seu argumento inicial. Já a demonstração de Legendre (Sessão3.2)baseia-se em princípios da geometria esférica, o que pode representar um obstáculo paraalunos que ainda não tenham formação matemática de nível superior. Por fim, a demonstraçãode Cauchy (Sessão 3.3), enriquecida pelas considerações do professor Elon Lima, faz uso deconceitos que podem, inclusive, servir como introdução ao estudo da topologia.
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